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Приложение 5 

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ О НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОМ 
СОСТОЯНИИ ТВЕРДЫХ ТЕЛ. СТАТИКА.  

МАЛЫЕ ДЕФОРМАЦИИ (теория) 

Д5.1. Основные уравнения механики деформируемого тела в элемен-
тарном объеме тела 

При постановках краевых задач о напряженно-деформированном состоянии твердого 
деформируемого тела применяются соответствующие комбинации уравнений статического 
равновесия, геометрических соотношений и уравнений физических моделей материала. 
Здесь будут рассмотренные только те, что применяются в NX Nastran. Учтено, что в NX 
Nastran все задачи формулируются в перемещениях с применением Лагранжевого подхода. 

Обычно предполагается, что в начальный момент 0t  в рассматриваемом теле переме-
щения ),( 0txUi , деформации ),( 0txijε , напряжения ),()( 00 txmnmn σσ =  имеют известные (ча-

ще – нулевые) значения, известно начальное поле температур ),( 00 txTT = . Дальше предпо-
лагается, что нагрузка изменяется шагами ( n  – номер шага); что в объеме тела Ω , а также на 
части его поверхности PUG SSS ∪=  за некоторый промежуток времени nn ttt −=Δ +1  состо-

ится изменение нагрузок, т.е. на момент времени 1+nt  были приложены: ),(),( txFtxO mm ⋅= ρ  

– объемные силы (ρ  – плотность, ),( txF  – вектор массовой силы), ),( txPm  – поверхностные 
силы на PS ; ),( txRm  – сосредоточенные силы; состоялись перемещения ),( txUi  – на US , а 
также в Ω  изменилась температура на величины 0),(),( TtxTtxT −=Δ . Тогда для определе-
ния в каждой точке (ее однородной окрестности) тела величин: ),( txUi  – перемещений, 

),( txijε  – деформаций, ),( txmnσ  – напряжений, а также других, производных от них, форму-
лируется краевая задача. 

Д5.1.1. Системы координат 
В NX Nastran применяются три системы координат (все – ортогональные): декартова, 

цилиндрическая и сферическая. Но все уравнения рассматриваются в „физической” (мест-
ной), т.е. в нормированной, системе координат: 

jjjj geb /= ;   3,2,1=j ,       (Д5.1) 

где je  – векторы основного базиса; ijg  – компоненты метрического тензора. Это позволяет 
исключить метрику пространства из физических уравнений. 

Д5.1.2. Уравнение статического равновесия в элементарном объеме тела 
Уравнение равновесия как частный случай уравнения движения описываются форму-

лой: 
0n mn mOσ∇ + = ,        (Д5.2) 

где значок «^» над переменной указывает на то, что ее величина задается. 
Д5.1.3. Геометрические соотношения в элементарном объеме тела 
В соответствии с подходом Лагранжа координаты любой точки тела M (или центра 

элементарного объема) после деформирования могут быть описанные формулой 
),( tXxx jii = , где jji XXx =)0,(  – начальные координаты точки; 3,2,1, =ji , а n  – номер вре-

менного слоя (шага нагрузки). Поскольку в „физической” системе координат компоненты 
метрического тензора ij

ij
ij gg δ== , то компоненты тензора меры деформации Коши-Грина: 
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Тогда текущие компоненты симметричного тензора деформации Лагранжа–Грина (от-
носительно начальной конфигурации): 

2/)( ijijij G δε −= ,        (Д5.4) 
или через компоненты  вектора перемещений: 

( ) / 2k
ij j i i j i k jU U U Uε = ∇ +∇ +∇ ∇ ;   3,2,1,, =kji .    (Д5.5) 

где обозначено 
 / k

i j j i k ijU U X U∇ = ∂ ∂ − Γ ;   /i i k i
j j jkU U X U∇ = ∂ ∂ + Γ ;   (Д5.6) 

m
ijΓ  – символы Кристоффеля второго рода, симметричные по нижним индексам; они являют-

ся компонентами разложения /j ie X∂ ∂  по исходному базису me , выражаются формулой 

( / / / ) / 2j j jn
mi im mn i in m mi ng g X g X g XΓ = Γ = ∂ ∂ + ∂ ∂ − ∂ ∂ .   (Д5.7) 

Если деформации и повороты – малы, то в (Д5.5) величинами второго порядка малости 
пренебрегают: 

( ) / 2ij i j j iU Uε = ∇ + ∇ .       (Д5.8) 
Всегда считается, что деформации – совместные (удовлетворяют известным уравнени-

ям совместности). Также считают, что можно использовать суперпозицию деформаций:  
P
ij

C
ij

T
ijij

e
ij εεεεε +++= ,       (Д5.9) 

т.е. общие деформации ijε  являются алгебраической суммой упругих ij
eε , температурных 

ij
Tε , ползучести ij

Cε  и пластичности ij
Pε  (при малых деформациях (Д5.9) выполняется точ-

но). Упругие деформации есть всегда, другие – только когда рассматривается соответствую-
щая краевая задача. 

Д5.1.4. Уравнения физических моделей материала в элементарном объеме тела 
Д5.1.4.1. Уравнения для определения температурных деформаций 
Компоненты тензора температурной деформации для изотропного материала в NX 

Nastran 5.0 рассчитываются по формуле 
TTij

T
ij Δ= αδε ; 0T T TΔ = − ,     (Д5.10-а) 

где Tα  – коэффициент линейного температурного удлинения; T  – текущая температура; 0T  
– начальная температура (всегда назначается для проведения расчетов с учетом температур-
ной деформации, в FEMAP – как Default Temperature defT , т.е. 0 defT T= ). Считается, что при 

0 defT T=  температурная деформация отсутствует. 
В случае анизотропии материала:  

TTij
T
ij Δ= )(αε ,       (Д5.10-б) 

где тензор коэффициентов линейного 
температурного удлинения Tij )(α  – диаго-
нальный. 

Коэффициент линейного темпера-
турного удлинения, как и другие характе-
ристики материала, может зависеть от 
температуры, хотя такая зависимость – 
слабая, и ею часто пренебрегают. При 
этом в диалоге FEMAP вводится значение 

( )T ref T refTα α= , где refT  является опорной 
температурой испытания материала (если 

 
Рис.Д5.1. К получению формулы (Д5.13) 
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она не указана, то обычно равняется 20 Co ), а также – функция температуры )(TF , причем 
( ) 1.0refF T ≡ . Текущее значение ( ) ( )T T refT F Tα α= ⋅ .  

Но все функции в FEMAP сохраняются в табличном (дискретном) виде. Поэтому для 
промежуточных значений температуры должна применяться формула аппроксимации. В 
UGS.F93 используется линейная аппроксимация, поэтому текущее значение (см. также 
(Д4.9)): 

( )
( ) ( 1) ( )

( 1) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )k
T T ref T ref k k k

k k

T T
T F T F T F T F T

T T
α α α +

+

⎧ ⎫−⎪ ⎪⎡ ⎤= ⋅ ≈ ⋅ + −⎨ ⎬⎣ ⎦−⎪ ⎪⎩ ⎭
, (Д5.11) 

где k  – номер точки на графике )(TF . 
Изменение температуры связывают с изменением энергии атомов, которая сопровож-

дается изменением амплитуды их колебаний. Поэтому в обычных условиях ничто не может 
помешать реализации температурных деформаций. За это их зовут „не стесняемыми”. Тем-
пературная деформация всегда мгновенна, т.е. отвечает текущей температуре, поэтому 
вместо (Д5.10-а) нужно применять какое-то другое выражение. 

Чтобы не изменять привычную запись формулы для температурной деформации, вме-
сто Tα  вводят ( )T Tα . Согласно рис.Д5.1 T a bε = − . Если принять, что 

1 0( ) ( )Ttg Tγ α= ;    2( ) ( )Ttg Tγ α= ,     (Д5.12) 
то 2( ) ( ) ( ) ( )ref T refa tg T T T T Tγ α= ⋅ − = ⋅ −  и 1 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )ref T refb tg T T T T Tγ α= ⋅ − = ⋅ − . Тогда  

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) /( )T T ref T refT T T T T T T T Tα α α⎡ ⎤= ⋅ − − ⋅ − −⎣ ⎦ ;    (Д5.13) 

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
ij ij T ij T ref T refT T T T T T T T Tε δ α δ α α⎡ ⎤= ⋅ − = ⋅ − − ⋅ −⎣ ⎦ .   (Д5.14) 

В „Help” NX Nastran 5.0 такой коэффициент ( )T Tα  называют „секущим для темпера-
турного диапазона значением Tα ”. Внимание: формула (Д5.14) верна лишь при условии, что 
табличные значения ( )T Tα  соответствуют формулам (Д5.12). 

При использовании в NX Nastran 5.0 варианта SOL 601 („передовой” нелинейный ана-
лиз) считается, что refT  совпадает с начальной температурой 0T . Тогда ( )T T Tα α=  и 

 0( ) ( )T
ij ij T T T Tε δ α= ⋅ − . (Д5.15) 

Д5.1.4.2. Уравнения для определения линейно-упругих деформаций 
Между напряжениями и упругими деформациями существует однозначная функцио-

нальная зависимость. Обычно вводят понятие функционала упругой энергии (или упругого 
потенциала) W , с помощью которого закон упругости выражается как 

/mn mnWσ ε= ∂ ∂ .        (Д5.16) 
Для линейно-упругой модели материала это закон Гука: 

e
ijmnijmn E εσ =   или   mnijmn

e
ij C σε = ,      (Д5.17) 

где mnijE , ijmnC  – тензоры четвертого ранга из модулей упругости, которые в общем случае 
могут зависеть от координат и температуры. Кроме того, различают материалы изотропные и 
анизотропные. В NX Nastran можно применять такие разновидности анизотропии: ортотро-
пия и полная анизотропия (двумерная или трехмерная). 

В матричной записи линейный закон Гука для анизотропного материала имеет вид 
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    (Д5.18) 

Симметрично 
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для трехмерного случая и 
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      (Д5.19) 

для двумерного. Здесь e
ij

e
ij εγ =2  при ji≠ , а все константы задаются в направлениях главных 

осей анизотропии. 
Для ортотропного материала в трехмерном случае закон Гука записывается в виде 
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, (Д5.20) 

где 22211112 // EE νν = , 33311113 // EE νν =  и 33322223 // EE νν = , т.е. матрица – симметрична, со-
держит 9 независимых констант: 312312312312332211 ,,,,,,,, νννGGGEEE . В двумерном случае 
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,  (Д5.21) 

где 22211112 // EE νν = ; )2/( 12112211221112 νEEEEEG ++= , т.е. матрица содержит лишь 3 незави-
симые константы: 122211 ,, νEE . 

У изотропного материала независимых упругих характеристик лишь две: модуль Юнга 
E  и коэффициент Пуассона ν , т.е. все EEij =   и νν =ij . Модуль сдвига связан с этими ха-
рактеристиками формулой )]1(2/[ ν+= EG . 

Для двумерной задачи есть еще одно дополнительное уравнение: для 33σ  в случае 
плоского деформированного состояния (ПДС, при 033 =

eε ) или для e
33ε  в случае плоского на-

пряженного состояния (ПНС, при 033 =σ ). В случае осесимметричной задачи компоненты 
0==== zrzr θθθθ ττεε . 

Д5.1.4.3. Уравнения для определения нелинейно-упругих деформаций 
В NX Nastran есть лишь две модели нелинейно-упругих материалов. 
Для изотропного упруго-нелинейного материала (в NX Nastran обозначается как 

Nonlinear Elastic) физические уравнения можно представить в виде трех законов: 
• закон упругого изменения объема 

0;3/ === C
V

P
VV

S
V k εεσε ;       (Д5.22) 

• тензорное соотношение (закон изменения формы) 
ij

S
ij Se ⋅= ϕ ;   3 / 2 ;S

u uϕ ε σ=        (Д5.23) 
• уравнение состояния, которое определяется экспериментально и задается в виде 

функциональной зависимости (функционала): 
)( S

uu K εσ = ,         (Д5.24) 
где 3/ijijV εδε =  и 3/ijijV σδσ =  – объемные деформация и напряжение соответственно; 

),( Txkk =  – модуль объемного сжатия; Vijijije εδε −=  и VijijijS σδσ −=  – компоненты де-

виаторных частей тензоров деформаций и напряжений соответственно; S
uε  и uσ  – интенсив-
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ности „стесняемых” деформаций T
ijij

S
ij εεε −=  и напряжений ijσ  соответственно. В упругом 

материале нет необратимых деформаций, поэтому „стесняемые” деформации – упругие. С 
учетом (Д5.7) и (Д5.15) u

S
u εε = . В NX Nastran функционал (Д5.24) вводится в виде таблицы 

для двух квадрантов: первого (кривая растяжения) и третьего (кривая сжатия). 
Другой упруго-нелинейный материал – типа резины. В NX Nastran для такого материа-

ла (обозначается как Hyperelastic) применяется полигональная форма модели Муни-Ривлина 
(Mooney-Rivlin). 

При 5.0=ν  третий инвариант тензора меры деформаций Коши-Грина (первое выраже-
ние в (Д5.3)) 

1det3 == ijGI ,         (Д5.25) 
т.е. компоненты ijG  должны удовлетворять этому условию. Если воспользоваться теорией 
штрафа, то выражение для функционала упругой энергии можно представить в виде 

)1()( 3 −+= IWW ij λε ,       (Д5.26) 

где ),( 21 IIWW = , а инварианты 

mi
imGI δ=1 ;   2/)(2 mnij

jnim
njmi

jnim GGGGI δδδδ −= .   (Д5.27) 
Тогда вместо (Д5.16) 

3 2ij ij ij

ij ij ij ij ij

IW W W WG pGσ λ λ
ε ε ε ε ε

∂∂ ∂ ∂ ∂
= = + = + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

,   (Д5.28) 

где λ2=p  – гидростатическое давление, а компоненты ijε  удовлетворяют условию (Д5.18). 
Итак, первое слагаемое в (Д5.28) описывает „искривление”, а второе – изменение объема. 

Аппроксимацию ),( 21 IIWW =  полиномом можно записать в виде обрезанного ряда: 

∑
=+

−−=
p

nm

nm
mn IIAW

1
21 )3()3( ; ...,1,0, =nm ,    (Д5.29) 

где }max{ nmp += ; 2/)( 2
2

12 III −= , а компоненты mnA  имеют такую же размерность, что и 
модуль Юнга. 

В этом разложении обычно сохраняют члены одинаковой степени p . Например, если 
3=p , то получим девятикомпонентную модель: 

+−+−+−−+−+−≈ 2
202

2
1202111201110 )3()3()3)(3()3()3( IAIAIIAIAIAW  

2
21122

2
121

3
203

3
130 )3)(3()3()3()3()3( −−+−−+−+−+ IIAIIAIAIA . (Д5.30) 

Из (Д5.30) легко получить модели из пяти ( 2=p ) и трех ( 1=p ) компонент. Если со-
хранить лишь два линейных члена ( 1=p ), то это будет модель Муни-Ривлина, которая удов-
летворительно описывают поведение материалов типа „резина” при деформациях примерно 
до 450 ... 500 процентов: 

2/)6()3()3()3( 2
2

101110201110 −−+−=−+−≈ IIAIAIAIAW .  (Д5.31) 
Если в (Д5.31) принять 001 =A , то это будет модель неогукового материала. 
Однако, если применять соотношение (Д5.28), то необходимо привлекать еще одно 

уравнение для определения величины гидростатического давления, которое увеличивает об-
щее количество уравнений. Поэтому вместо выражения (Д5.28) обычно применяют модель 

)1(2)1( +−+= ∑ k

k
k JDWW ; или   )1(2)1( +Δ−−+= ∑ k

T
k

k TJDWW α ; ...,1,0=k  (Д5.32) 

где J  – детерминант градиента деформаций jiij XxF ∂∂= / ; TTΔα  – температурная деформа-
ция, а компоненты kD  имеют такую же размерность, что и модуль Юнга. Более простой  
вариант: 

2
0 )1( −+= JDWW    или   2

0 )1( TJDWW TΔ−−+= α .   (Д5.33) 
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Величину 0D  рассчитывают по формуле 
)21/()( 01100 ν−+= AAD ,       (Д5.34) 

где коэффициент Пуассона ν  необходимо задавать в пределах 0.495... 0.4999 (рекомендуют, 
чтобы было )(10 0110

3
0 AAD +< ). Если W  соответствует (Д5.31), а деформации – незначи-

тельны, то величины GAA =+ )(2 0110  – модуль сдвига, а KD =02  – объемный модуль. 
Есть и другие модели. Например, такая: 

2
3

2
3201110 )1()1()3()3( −+−+−+−= − IDICIAIAW ,   (Д5.35) 

где для вычисления C  и D  применяют формулы: 
0110 2/ AAC += ;  )]21(2/[)]511()25([ 0110 ννν −−+−= AAD .  (Д5.36) 

Д5.1.4.4. Уравнения для определения упруго-пластических деформаций 
В NX Nastran применяется несколько моделей упруго-пластического материала: для 

изотропного, ортотропного и анизотропного материала с изотропным, кинематическим или 
изотропно-кинематическим упрочнениям, для четырех разных условий определения пласти-
ческого состояния, с возможностью учета влияния температуры или скорости деформирова-
ния материала на границу его текучести. Во всех моделях деформации – малые, или не пре-
вышают 2%. 

Но в сопроводительной документации („Help”) нет детального объяснения относитель-
но примененных упруго-пластических моделей материалов. Поэтому модели материала для 
определения упруго-пластических деформаций в NX Nastran приведены здесь с некоторой 
долей вероятности. 

В модели ассоциированной пластической текучести выполняется закон упругого из-
менения объема (Д5.22), а приращения пластических деформаций связывают с „пластиче-
ским потенциалом” g : 

ij

PP
ij S

g
∂
∂

Δ=Δ λε ,        (Д5.37) 

где PλΔ  – функционал. Обычно с „пластическим потенциалом” ассоциируют выражение для 
„поверхности текучести”: 

0),,()( =−= S
uij THSQ εχφ ,       (Д5.38) 

где параметр χ  определяет изотропное упрочнение материала. Если поверхность имеет от-
дельные части, аппроксимируемые разными выражениями, то есть ребра, где эти части по-
верхности стыкуются. В точках на этих ребрах приращение пластических деформаций опре-
деляется как сумма вкладов от каждой из стыкующихся частей поверхности (модель Койте-
ра). Поэтому: 

∑∑ ⋅Δ=
∂
∂

Δ=Δ
k

kkP

k ij

k
kPP

ij gradQ
S

Q )()(
)(

)( )()( λλε ,    (Д5.39) 

где k  указывает соответствующую напряженному состоянию часть „поверхности текуче-
сти”. 

В NX Nastran считается, что части „поверхности текучести” описываются формулами 
типа 

0),,()()( =−−= S
uijij

k THSf εχαφ ,      (Д5.40) 

где ),,( S
uTH εχ  – „мгновенная термомеханическая поверхность”, аппроксимируемая выра-

жением билинейной изотропной модели 
χβεσεχ ⋅⋅+= P

S
uS

S
u ETTH ),(),,( ,      (Д5.41) 

где ),( S
uS T εσ  – граница текучести, которая может зависеть от температуры T  или от скоро-

сти деформирования материала в точке тела S
uε ; PE  – модуль упрочнения материала на дан-
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ной части „мгновенной термомеханической поверхности”. Если функция ),,( S
uTH εχ  задает-

ся таблицей (в FEMAP – функцией типа 4..vs.Stress), то применяется формула типа (Д5.41), 
причем модуль PE  рассчитывается на каждом линейном отрезке функции, а ),( S

uS T εσ  соот-
ветствует началу такого линейного отрезка. 

Приращения компонентов тензора „микронапряжений” ijα , описывающего кинемати-
ческое упрочнение материала, вычисляются как 

(1 ) P
ij P ijCα β εΔ = − ⋅ ⋅Δ .       (Д5.42) 

Параметр PC  называется параметром упрочнения Прагера. Он связан с PE . Парамет-
ром β  задается тип упрочнения: при 0=β  – кинематическое; 1=β  – изотропное; 10 << β  
– изотропно-кинематическое. В NX Nastran полагается 5.0=β  (идеальный эффект Баушин-
гера при P PC E= ). 

В NX Nastran предел текучести вычисляется как 
)()(),( 0 TT S

S
uS ϕσεσ ⋅=     или   )()(),( 0

S
uS

S
uS T εψσεσ ⋅= ,   (Д5.43) 

где )(Tϕ  и )( S
uεψ  – табличные функции; 0)( Sσ  – начальное значение границы текучести. 

Для функций )( ijij
k Sf α−  может использоваться 4 варианта. Для металлов: 

• теория Мизеса-Генки (изотропный материал, геометрическая интерпретация: одна 
поверхность в виде бесконечного цилиндра) 2/))((3)( ijijijijijij SSSf ααα −−=− ; 

• теория Треска-Сен-Венана (изотропный материал, геометрическая интерпретация: 
шестигранная бесконечная призма) |2/)]()[(| 2211

)1( ασλασ −⋅−−=f , −−= )[(| 22
)2( ασf  

|2/)]( 33 ασλ −⋅− , (3)
3 3 1 1| [( ) ( )] / 2 |f σ α λ σ α= − − ⋅ − . 

Здесь jσ  и jα  – главные значения напряжений и „микронапряжений” соответственно. 
Для грунтов в виде сыпучих материалов (гравий, песок): 
• теория Друкера-Прагера (изотропный упругий и идеально-пластический материал, 

геометрическая интерпретация: конус с вершиной в области положительных значений на-
пряжений) 0),(32/3 =−+= S

uSVijij TSS εσβσφ , где 3/)( zyxV σσσσ ++= . Величины β  и Sσ   

автоматически пересчитываются NX Nastran исходя из двух параметров, которые определя-
ются из экспериментов: коэффициента „сцепления” 0≥C  и „угла внутреннего трения” ϕ , 
причем )]sin3(3/[cos6 ϕϕσ −= CS  и )]sin3(3/[sin2 ϕϕβ −= , а угол o900 ≤≤ϕ ; 

• теория Мора-Кулона (Mohr-Coulomb) – шестиугольная пирамида, вписанная в конус 
Друкера-Прагера. 

Д5.1.4.5. Уравнения для определения деформаций ползучести 
В моделях технической теории ползучести для изотропного материала выполняется за-

кон упругого изменения объема (Д5.20), а компоненты тензора деформации ползучести или 
скорости ползучести определяются соответственно из выражений 

ij

C
u

C
ij S

g
∂
∂

= εε  или  
ij

C
u

C
ij S

g
∂
∂

= εε ,      (Д5.44) 

где ),,,( tTgg u
C
u σε=  – „потенциал ползучести”. Обычно „потенциал ползучести” выбирают 

таким образом, что )2/(3/ uijij SSg σ=∂∂ , а именно: 

0),,()2/3( =Φ−= tTSSg C
uijij ε .      (Д5.45) 

Тогда соответственно 

ij
u

C
uC

ij S
σ
εε

2
3

=   или  ij
u

C
uC

ij S
σ
εε

2
3

= .      (Д5.46) 
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Уравнение кривой ползучести (что устанавливается экспериментально), т.е. выражение 
для C

uε , в NX Nastran определяются одним из вариантов: 
• эмпирической формулой tKtRAt uuuu

C
u ⋅+⋅−−⋅= )(]})(exp[1{)(),( σσσσε , где 

b
uu aA σσ ⋅=)(  или )exp()( uu baA σσ ⋅⋅= ; )exp()( uu dcR σσ ⋅⋅=  или d

uu cR σσ ⋅=)( ; 
g

uu fsheK )]([)( σσ ⋅⋅=  или )exp()( uu feK σσ ⋅⋅= ; gfedcba ,,,,,,  – постоянные аппроксима-
ции, определяемые в эксперименте; uσ  – напряжение; t  – время; 

• эмпирической формулой db
uu

C
u tat ⋅⋅= σσε ),(  (те же обозначения); 

• таблицей.  
Как и в любой эволюционной задаче, нужно задавать начальные условия. В задаче пол-

зучести обычно задаются нулевые начальные деформации ползучести, т.е. 0)0,( =xc
uε . 

Д5.1.5. Граничные условия 
Дополнительно к уравнениям равновесия, геометрическим и физическим привлекаются 

граничные условия (ГУ) на US  и PS : 
• ГУ 1-го рода (известные перемещения): 

iSi UU
U
= ;         (Д5.47) 

• ГУ 2-го рода (естественные): 
mSnmn P

P
=νσ ,         (Д5.48) 

а также сосредоточенные силы mR , приложенные в некотором количестве узлов КЭС. 

Д5.1.6. Вариационная постановка статической краевой задачи 
Для решения краевой задачи часто удобнее иметь ее вариационную постановку. 
Для получения вариационной постановки задачи используются уравнение равновесия и 

геометрические, а также свойство симметрии тензора напряжений и теорема Остроградско-
го-Гаусса. В итоге получается следующий функционал относительно вариаций перемещений 
и связанных с ними деформаций 

0
P

mn mn m m m m m m
S

F d O U d P U dS R Uσ δε δ δ δ
Ω Ω

= Ω− Ω− − =∫ ∫ ∫ ,   (Д5.49) 

который в объединении с кинематическими ГУ (Д5.47) на поверхности US  определяет бес-
численное множество возможных (виртуальных) напряженно-деформированных состояний. 
Действительное НДС является одним из виртуальных, но оно дополнительно удовлетворяет 
физическим уравнением связей между напряжениями и деформациями.  

Дополнительно надо отметить, что, кроме задачи ползучести и динамических задач 
(последние рассматриваются в Приложении 7), время не является параметром, т.е. явным об-
разом не входит в уравнения. В этих случаях время применяется лишь для того, чтобы раз-
личать начальное состояние с последующими. 

Д5.2. Конечно-элементное представление краевых задач о НДС твер-
дого деформируемого тела. Малые деформации 

Д5.2.1. Векторы перемещений, деформаций, напряжений 
В NX Nastran реализован вариант МКЭ, в котором искомым является вектор перемеще-

ний. В матричном обозначении это вектор 
TUUUU };;{}{ 321= .        (Д5.50) 

Приближенное решение краевой задачи в объеме Ω  (компоненты вектора перемеще-
ний) можно искать в виде усеченного ряда: 

1
( , ) ( ( )) ( )

BN

n n n m m
m

U U x t q t x
=

= ≈ ⋅Φ∑ ,      (Д5.51) 
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где ( )m xΦ  – полная по энергии система линейно независимых базисных функции; BN  – об-
щее их количество; ( ( ))n mq t  – искомые узловые значения; а в соответствии с идеологией 
МКЭ 

∑
Λ⊂Ω

⋅=Φ
m

e

xxx e
m

e
m )()()( ϕχ .       (Д5.52) 

Здесь mΛ  – множество КЭ, что содержат узел с номером m ; )(xe
mϕ  – базисная функция 

КЭ номер e  (обычно это интерполяционный  полином), соответствующая узлу m  в пределах 
КЭ объема Ωe ; функция принадлежности к КЭ (оператор инцидентности): 

⎩
⎨
⎧

Ω⊄
Ω⊂

=
.,0
;,1

)( e

e
e

x
x

xχ        (Д5.53) 

Иначе говоря, вместо (Д5.51) имеем конечно-элементную аппроксимацию 

∑∑
Λ⊂Ω=

⋅≈=
m

e

U

xxtqtxUU e
m

e
N

m
mnnn )()()()(),(

1
ϕχ ,    (Д5.54) 

где UN  – общее количество узлов в теле. 
Поскольку для любой точки в пределах КЭ 1)( =xeχ , то в пределах КЭ )()( xxФ e

mm ϕ= . 
За пределами КЭ 0)( =xeχ , поэтому в (Д5.54) фактически идет суммирование только по M  
узлам того КЭ, в котором расположена рассматриваемая точка с координатами x . Поэтому 
вводится матрица базисных функций КЭ ][φ , через которую проводится тождественная за-
мена формулы (Д5.54): 

eqU }]{[}{ φ= ,        (Д5.55) 
где вектор перемещений в узлах КЭ 

T
Mme qqqqqqqqqq }),,(...,,),,(...,,),,{(}{ 3213211321= ,   (Д5.56) 

в котором mqqq ),,( 321  – перемещения m –го  узла КЭ; Mm ...,,2,1= . Этот вектор является 
результатом выборки значений перемещений eq}{  в узлах данного КЭ из глобального векто-
ра узловых перемещений }{q . Поскольку в трехмерном случае вектор }{U  имеет размер-
ность 13× , а eq}{  – 13 ×M , то размерность матрицы базисных функций – M33× . Матрица 

][φ  – блочная: 
[ ]M][...,,][,][][ 21 φφφφ = ,       (Д5.57) 

в которой блок для m -го узла имеет вид: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
e
m

e
m

e
m

m

ϕ
ϕ

ϕ
φ

00
00
00

][ .       (Д5.58) 

Для любой точки тела в пределах КЭ вводятся векторы полных и температурных де-
формаций, напряжений: 

T},,,,,{}{ 312312332211 γγγεεεε = ;      (Д5.59) 
TT T

zTyTxTT
T Δ⋅=Δ= }0,0,0,)(,)(,){(}{}{ ααααε ;    (Д5.60) 

T},,,,,{}{ 312312332211 σσσσσσσ = ,      (Д5.61) 
где mnmn εγ 2=  при ;nm ≠  а также аналогичные в заполнении вектора упругих }{ eε  и необра-
тимых }{ Pε  и }{ Cε  деформаций. 

Д5.2.2. Малые деформации 
Вводится матрица ][B  дифференцирования по глобальным координатам, с использова-

нием которой линейные уравнения (Д5.8) записываются в виде 
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eqB }]{[}{ =ε .         (Д5.62) 
Поскольку вектор }{ε  имеет размерность 16× , а eq}{  – 13 ×M , то размерность матри-

цы ][B  равна M36× . Обозначим: 
/e

im m ip xϕ= ∂ ∂ .        (Д5.63) 
Матрица дифференцирования – блочная: 

[ ]MBBBB ][...,,][,][][ 21= ,       (Д5.64) 
блоки которой, например, для декартовой системы координат, имеют такое заполнение: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mm

mm

mm

m

m

m

m

pp
pp

pp
p

p
p

B
ДСК

13

23

12

3

2

1

0
0

0
00

00
00

][
.      (Д5.65) 

Линейный закон Гука (Д5.17) запишем в виде 
}]{[}{ eD εσ = ,        (Д5.66) 

где ][D  – матрица модулей упругости. Если материал упруго-изотропный, то матрица 

[ ]

0 0 0
0 0 0
0 0 0

2 ( )
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

a b b
b a b
b b a

D G T
c

c
c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⋅ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     (Д5.67) 

где 2 ( ) /(1 )G T E μ= + ; )21/()1( μμ −−=a ; )21/( μμ −=b ; 5.0=c ; ( )E E T=  – модуль Юнга; 
( )Tμ μ=  – коэффициент Пуассона. Для анизотропных материалов матрица ][D  также сим-

метрична, но имеет несколько иное заполнение. 
Д5.2.3. САУ при малых деформациях 
Используя введенные обозначения, выразим вариационный функционал (Д5.49) в мат-

ричном виде: 
{ } [ ] [ ][ ]{ } { } [ ] [ ]{ }

{ } [ ] [ ]({ } { }) { } [ ] { }

{ } [ ] { } { } [ ] { } 0.
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= Ω− Δ Ω−

− + Ω− −

− Ω− =

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫

 

(Д5.68)

 

Поскольку вектор узловых значений перемещений eq}{  не зависит от параметров ин-
тегрирования, он, а также вектор T

eq}{δ  могут быть вынесенными за границы интеграла. 
Обозначим: 

∫
Ω

Ω=
e

dBDBK T
e ]][[][][ ;       (Д5.69) 

}{][}{][}{][}{ RdSPdOP T

S

TT
e

e
p

e

φφφ ++Ω= ∫∫
Ω

;    (Д5.70) 

ΩΔ= ∫
Ω

dTDBQ
e

T
T

e }]{[][}{ α ;      (Д5.71) 

∫
Ω

Ω+=
e

dDBH CPT
e }){}]({[][}{ εε .      (Д5.72) 
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Поскольку вариации перемещений являются произвольными, то получим систему ал-
гебраических уравнений (САУ) вида 

[ ] }{}{}{}{ HQPqK ++=        (Д5.73) 
относительно глобального вектора }{q  значений узловых перемещений. В (Д5.73) обозначе-
ны сборки по степеням свободы: ∑=

e
eKK ][][ ; ∑=

e
ePP }{}{ ; ∑=

e
eQQ }{}{ ; ∑=

e
eHH }{}{ . 

Вектор }{P  обусловлен внешними силовыми нагрузками и массовыми силами; векторы }{Q  
и }{H  – фиктивными, отражающими влияния температуры (вектор }{Q ) и необратимых де-
формаций (вектор }{H ), если последние учитываются. При отсутствии необратимых дефор-
маций САУ (Д5.73) – линейная (СЛАУ), при наличии – нелинейная. 

Д5.3. Краевая задача о потере устойчивости твердого деформируемого 
тела 

Краевая задача о потере устойчивости твердого деформируемого тела, решается в NX 
Nastran 5.0 с применением подхода Эйлера, когда формы потери устойчивости считаются 
точно такими, как и формы собственных колебаний. Применяются геометрические уравне-
ния при значительных деформациях. 

Д5.3.1. Геометрические уравнения при значительных деформациях 
Обозначим 

NLijLijij )()( εεε += ,        (Д5.74) 
где Lij )(ε  – линейная часть тензора деформаций (Д5.5), т.е. (Д5.8); а NLij )(ε  – нелинейная 
часть, т.е. 

1( )
2

k
ij NL i k jU Uε = ∇ ∇ .       (Д5.75) 

В декартовой системе координат (ДСК) i
i UU = , все символы Кристоффеля 0=Γk

ij , 
/i ix∇ = ∂ ∂ , поэтому 

1( )
2

ji
ij L ДСК

j i

дUдU
дx дx

ε
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;   
1( )
2

k k
ij NL ДСК

i j

дU дU
дx дx

ε = ;   3,2,1,, =kji . (Д5.76) 

т.е. в формуле (Д5.74) остается по пять составляющих. Обозначим: 
/ij i jb U x= ∂ ∂          (Д5.77) 

и введем вектор 
T

xxx
}}{},{},{{}{ 321 θθθθ = , где T

jjjx bbbj },,{}{ 321=θ .   (Д5.78) 

Тогда второе соотношение (Д5.76) можно представить в виде 
1{ } [ ]{ }
2NL ДСК Aε θ= ,       (Д5.79) 

где матрица ][A  размерностью 96×  (трехмерный случай) в ДСК имеет вид: 
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где T}0,0,0{}0{ =  – нулевой вектор. 
Векторы }{ jx

θ  можно выразить через узловые значения перемещений как 
{ } [ ]{ }j j ex

W qθ = ,        (Д5.81) 
где матрица 

1 2[ ] [[ ],[ ],...,[ ]]j j j jMW p p p= ,  а   
⎥
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⎣
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jm
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p
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p
p

;0;0
0;;0
0;0;

][ .  (Д5.82) 

Тогда с учетом (Д5.78) 
{ } [ ]{ }eW qθ = ,        (Д5.83) 

где матрица [ ]W  размерностью M39×  

1

2

3

[ ]
[ ] [ ]

[ ]

W
W W

W

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.         (Д5.84) 

Итак, учитывая (Д5.83), можем записать, что 
{ } 0.5[ ]{ } 0.5[ ][ ]{ } 0.5[ ]{ }NL ДСК e eA A W q B qε θ= = = ,    (Д5.85) 

где обозначена матрица дифференцирования нелинейных составляющих тензора деформа-
ций (размерностью M36× ) 

[ ] [ ][ ]B A W= .         (Д5.86) 
Итак 

( ){ } ({ } { } ) [ ] 0.5[ ] { }L NL eB B qε ε ε= + = + ,      (Д5.87) 
причем матрица дифференцирования линейной части тензора деформаций ][B  соответствует 
формулам (Д5.64) и (Д5.65). 

Введем обозначение: 
[ ] [ ] 0.5[ ]B B B= + .        (Д5.88) 

Тогда окончательно запишем, что с учетом нелинейных членов 

eqB }]{
~~[}{ =ε .         (Д5.89) 

Матрица NLB][  является линейной функцией перемещений через матрицу ][A , так как 
из (Д5.80) с учетом (Д5.81): 
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.    (Д5.90) 

Поэтому, учитывая (Д5.83), (Д5.86) и (Д5.90), можно получить, что вектор приращения 
нелинейной составляющей деформаций 
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( ) ( ) ( ){ } { } 0.5[ ]{ } 0.5[ ]{ } 0.5 [ ]{ } [ ] { } [ ] { }NL NL ed d d B q d A d A A d A dε ε θ θ θ θ= = = = + = =  

ee dqBdqCA }]{[}]{][[ == .     (Д5.91) 
Итак, вектор приращений деформаций и, аналогично, вариаций деформаций:  

( ) ee dqBdqBBd }]{~[}{][][}{ =+=ε , eqB }]{~[}{ δδε = ,   (Д5.92) 

где ( )][][]~[ BBB +=  – полная матрица дифференцирования для получения вектора прираще-
ния деформаций, которая зависит от перемещений. Особо отметим, что матрица дифферен-
цирования для получения полного вектора перемещений, которая также зависит от переме-
щений, имеет несколько другое наполнение (сравните (Д5.92) с (Д5.88)). Эти общие выраже-
ния сохраняют вид и для других координатных систем. 

Д5.3.2. САУ при значительных деформациях и методы ее решения в NX Nastran 
Когда деформации – значительные, вместо (Д5.6) используется нелинейное уравнение 

(Д5.5), а вместо (Д5.55) – выражение (Д5.89). Поскольку в NX Nastran для решения нелиней-
ных САУ используется метод Ньютона-Рафсона, то для получения САУ применяется не-
сколько другой путь, чем в Разделе Д5.2.3. 

Если в функционале (Д5.61) не делать замену напряжений согласно формуле (Д5.59) на 
выражение через перемещения, то, с учетом второго выражения (Д5.92) и при условии про-
извольности вариаций перемещений получим, что: 

}{}{]~[ PdB
e

T

e

=Ω∑ ∫
Ω

σ .       (Д5.93) 

Согласно методу Ньютона-Канторовича решения нелинейных САУ считается, что 
( )

( 1) ( ) { }{ } { } { } {0}
{ }

k
k k dq

q
ψψ ψ+ ∂

≈ + ⋅ ≈
∂

;   }{}{}{ )()1( dqqq kk +=+ ,  (Д5.94) 

где вектор погрешности приближения }{ψ  определяется как разность между правой и левой 
частями САУ; k  – номер итерации. Из (Д5.93): 

∑ ∫
Ω

Ω−=
e

kTk

e

dBP )()( }){]~([}{}{ σψ ;   ,...1,0=k ;    (Д5.95) 

а в соответствии с (Д5.94) и (Д5.95), поскольку ]0[}{/}{ =∂∂ qP : 
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{ } { } e
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σσ .  (Д5.96) 

Поскольку ]0[][ ≡Bd , то с учетом (Д5.80) ... (Д5.84), (Д5.86): 
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eee
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где введены матрицы: 
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[ ]MGGGG ][...,,][,][][ 21= ;       (Д5.99) 
M  – количество узлов в КЭ, а матрица mG][  для декартовой системы координат 
( Mm ...,,2,1= ) 
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В матрице ][S  компоненты напряжений ijσ  рассчитывают в соответствии с физиче-
ским законам (см. Раздел Д5.1.4) на основе вектора узловых перемещений }{q . 

Введем глобальную симметричную матрицу 
[ ] [ ]e

e
K Kσ σ=∑ ,  где  ∫

Ω

Ω=
e

dGSGK T
e ]][[][][ σ .    (Д5.101) 

Из физического закона (Д5.59) с применением (Д5.92): 
}){}{}{}]{~]([[}){}{}{}({][}{][}{ CPT

e
CPTe ddddqBDdDdDd εεεεεεεεσ −−−=−−−== . (Д5.102) 

Подставим это выражение в (Д5.96): 
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ΩΩΩ e
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eee

dTdDBdqdBDBddB }]{[]~[}{]~][[]~[}{]~[ ασ  

∑ ∫
Ω

Ω+−
e

CPT

e

dddDB }){}]({[]~[ εε .   (Д5.103) 

Обозначим: 

∫∫∫
ΩΩΩ

Ω+Ω+Ω=
eee

dBDBdBDBdBDBK TTT
e ]][[][]][[][]][[][][ ;  (Д5.104) 

∑ ∫
Ω

Ω=
e

T
T

e

dTdDBdQ }]{[]~[}{ α ; ∑ ∫
Ω

Ω+=
e

CPT

e

dddDBdH }){}]({[]~[}{ εε , (Д5.105)
 

тогда (Д5.102) запишем в виде 
( ) }{}{}{)][]([}{]~[ dHdQdqKKddB

e
eee

e

T

e

−−⋅+=Ω ∑∑ ∫
Ω

σ  .  (Д5.106) 

Подставим полученные выражения в (Д5.96), а результат – в (Д5.94): 
( ) }{}{}{}{][][][ )()( dHdQdqKKK kk ++=++ ψσ ;   }{}{}{ )()1( dqqq kk +=+ .  (Д5.107) 
Реально рассматриваются не бесконечное малые приращения, а такие, что имеют ко-

нечные величины. Поэтому в (Д5.105) вместо знака дифференциала d  используют знак при-
ращения Δ , а вместо (Д5.107) – такое выражение: 

( ) }{}{}{}{][][][ )()( HQqKKK kk Δ+Δ+=Δ++ ψσ ;   }{}{}{ )()1( qqq kk Δ+=+ . (Д5.108) 
Формула (Д5.108) соответствует одной итерации алгоритма Ньютона-Рафсона решения 

нелинейной САУ, который построен на основе метода Ньютона-Канторовича. В (Д5.108) 
матрица нестабильна, собирается снова на каждой итерации. Для алгоритма доказаны теоре-
мы существования и единственности решения. Есть несколько вариантов модификации этого 
метода, в которых матрица САУ обновляется через несколько итераций или совсем не об-
новляется. 

Матрица ][K  носит название матрицы значительных перемещений, а ][ σK  – матрицы 
геометрической жесткости (geometric stiffness matrix). 

Д5.3.3. Краевая задача о потере устойчивости твердого деформируемого тела  
При постановке краевой задачи о потере устойчивости твердого тела различают на-

чальное и сопредельное состояния тела. 
Решение для начального состояния получается обычным способом (см. Раздел Д5.2). 

Для получения решения для сопредельного состояния есть САУ (Д5.108). Но неизвестно, ка-
кое приращение нагрузки нужно сделать, чтобы нагрузка достигла критического значения. 
Обычно делают таким образом. Процесс нагружения (от начального состояния до момента 
потери устойчивости) считается пропорциональным, тогда дополнительную нагрузку можно 
назначать подобно формуле **

jjjj PPPP α=Δ+= , т.е. *)1( jj PP −=Δ α . Это касается и темпера-
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турной нагрузки, поэтому вектор }){1(}{ *QQ −=Δ α . Поскольку начальное состояние – урав-
новешенное, то, в соответствии с формулой (Д5.95) вектор погрешности приближения 

}){1(}{ *P−= αψ . Компоненты вектора HΔ  (от необратимых деформаций) и }]{[ qK Δσ  (от 
напряжений) тоже изменятся пропорционально, хотя пропорциональные множители будут 
другими, т.е. γ  и β  соответственно. При условии }0{}{ =ΔH  (отсутствие необратимых де-
формаций) и ]0[][ =K  (деформации – малые) αβ = . Если только }0{}{ =ΔH , т.е. деформа-
ции – большие, но упругие, то αβ ≈ . 

Известно, что потеря устойчивости тела может проходить по разным геометрическим 
формам, для которых множители βα ,  и γ  должны быть своими, т.е. таких коэффициентов 
будет много (теоретически – бесконечность). Тогда из (Д5.108) получим САУ: 

( ) }){1(}){})({1(}{][][][ *** HQPqKKK iii −++−=Δ++ γαβ σ ;   ...,2,1=i , (Д5.109) 
в котором в случае малых деформаций матрица ]0[][ =K , т.е. отсутствует. 

Поскольку после потери телом устойчивости нет единого геометрического состояния 
тела, то и нет единого решения САУ (Д5.109). Т.е. матрица этой САУ в момент потери ус-
тойчивости является вырожденною, а ее детерминант равняется нулю: 

( ) 0][][][det =++ σβ KKK i ;   ...,2,1=i .     (Д5.110) 
При αβ ≈  каждое полученное значение множителя iβ  будет указывать степень недог-

руженности ( 1>iβ ) или перегруженности ( 1<iβ ) тела относительно i -го состояния потери 
устойчивости. 

На практике обычно есть смысл рассматривать лишь несколько значений iβ  (меньших 
по модулю).  

В NX Nastran для задачи потери устойчивости тела принимаются такие допущения: 
• отклонения геометрии тела перед деформированием – малые, т.е. ]0[][ =K ; 
• конфигурация равновесия тела на момент потери устойчивости – начальная геомет-
рия; 

• реакция материала на момент потери устойчивости – линейная или нелинейная, но – 
упругая, т.е. αβ ≈ ; 

• поведение тела после того, как устойчивости утрачена, не прогнозируется. 
Примечание Д5.1. Когда принимается ]0[][ =K , то расчетные критические нагрузки 

обычно являются завышенными относительно экспериментальных, поскольку при потере 
устойчивости деформации – значительные, хотя и необязательно имеют необратимую со-
ставляющую. 

Примечание Д5.2. Рекомендуется задавать начальную нагрузку такою, что близка к 
критической нагрузке.  

Д5.4. Алгоритм „двух шагов” получения решения в NX Nastran задачи 
для тел с малой жесткостью  

Если тело имеет малую жесткость, а деформации не считаются значительными, то в NX 
Nastran применяется алгоритм „двух шагов”, в котором на первом шаге решается линейная 
САУ (Д5.66), а на втором к матрице жесткости ][K  прибавляется матрица геометрической 
жесткости ][ σK  (см. формулу (Д5.101)): 

}{}{}{}]){[]([ HQPqKK ++=+ σ .      (Д5.111) 
В матрице σ][K  компоненты напряжений ijσ  рассчитывают в соответствии с физиче-

скими законами (см. Раздел Д5.1.4) на основе вектора узловых перемещений }{q , который 
получен на первом шаге. 
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