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ПЕРЕДМОВА 

Наше сьогодення - час, коли у світі господарюють високороз
винені технології, - потребує швидкого поліпшення якості про
дукції, впровадження новітніх технологій, інтенсифікації виробни
чих процесів, а стосовно такої важливої галузі промисловості, як 
машинобудування, - підвищення надійності й довговічності ма
шин - основних показників їхньої якості. 

Нині у світі кожні п'ять - сім років створюються нові покоління 
багатьох типів машин. Незалежній Україні потрібно прагнути різко
го підвищення якості машин, щоб вони стали конкурентоспромож
ними на світовому ринку. У виконанні цього завдання важлива роль 
належить розвитку наукової бази для вирішення питань міцності 
машинобудівних конструкцій, забезпечення надійності й довговіч
ності машин . Основною наукою, яка навчає методам розрахунку 
на міцність та надійність конструкцій, саме й є опір матеріалів. 

Цей підручник розрахований на студентів механічних спе
ціальностей вищих навчальних закладів України, написаний відпо
відно до чинних програм і містить основні розділи сучасного курсу 
опору матеріалів. Водночас ним можуть користуватися студенти й 
інших спеціальностей, оскільки матеріали, передбачені будь-якою 
програмою, стисло викладено у відповідних розділах та парагра
фах. 

Для кращого засвоєння студентами складного матеріалу увагу 
приділено однаковості виведення основних розрахункових формул, 
наведено багато докладно проаналізованих прикладів. Розглянуто 
розрахунки на міцність та жорсткість не тільки стрижнів, а й стриж
невих систем (ферм, рам). У підручнику докладно розглянуто основ
ні питання розрахунку на міцність та жорсткість при динамічному 
навантаженні. 

Розділ 1ВСТУП 


§ 1. 	Наука про опір матеріалів. 


Об'єкти вивчення 


ОПОРОМ матеріалів називають науку ПРО інженерні методирозрахунків 
на міцність, жорсткість і стійкість елементів машин та споруд. 

У процесі експлуатації машин та споруд їхні елементи (стрижні, бал
ки, пластини, болти, заклепки тощо) так чи інакше беруть участь у роботі 
конструкції й зазнають дії різних сил - навантажень. Для забезпечення 
нормальної роботи конструкція має задовольняти необхідні умови міц
ності, жорсткості та стійкості. 

Під міцністю розуміють здатність конструкції, її частин та деталей 
витримувати певне навантаження не руЙнуючись. 

Жорсткість - це здатність конструкції та її елементів протистояти 
деформуванню (змінюванню форми і розмірів) під дією зовнішніх наван
тажень. При заданих навантаженнях деформації не повинні перевищувати 
певного значення, встановленого ВІДПОВІДно до вимог, що ставляться до 

конструкції. 
Стійкістю називають здатність конструкції або її елементів зберігати 

певну початкову форму пружної рівноваги. 
Для того щоб конструкція цілком відповідала вимогам міцності, жор

сткості та стійкості, а отже, була надійною в експлуатації, треба надати їі 
елементам найбільш раціональної форми і, знаючи властивості матері
алів, з яких вони виготовлятимуться, визначити відповідні розміри за
лежно від навантаження та його характеру. 

На перший погляд може здатися, що для надійного опору елементів 
конструкції зовнішньому навантаженню досить збільшити їхні розміри. 
Дійсно, іноді це приводить до бажаних результатів. Однак тоді, коли влас
на вага становить значну частину навантажень, що діють на конструк
цію, збільшення розмірів її елементів, а отже, і ваги не підвищує міцності. 
Збільшення розмірів рухомих деталей механізмів і машин спричинює зро
стання сил інерції, підвищує навантаження, а це небажано, оскільки також 
може призвести до руйнування. Збільшення розмірів, яке не обумовлене 
вимогами надійності роботи конструкції, призводить до зайвої витрати 
матеріалів і підвищення її вартості. Машини і споруди треба будувати 
міцними і надійними в експлуатації, але водночас легкими й дешевими. 

Опір матеріалів розв'язує зазначені задачі міцності , rpунтуючись на 
теоретичних і дослідних даних, що мають однаково важливе значення. У 
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теоретичній частині ця наука базується на теоретичній механіці й мате
матиці, а в експериментальній - на фізиці та матеріалознавстві. 

Опір матеріалів є конче важливою інженерною наукою, потрібною для 
формування інженерів будь-якого фаху. Без фундаментальних знань у цій 
галузі не можна створити такі конструкції, як різноманітні машини і ме
ханізми, цивільні й промислові споруди, мости, лінії електропередач та 
антени, ангари, кораблі, літаки й вертольоти, турбомашини й реактивна 
техніка, та ін . 

• Отже, опір матеріалів - це найбільш загальна наука про міцність ма
шин і споруд. Проте вона не вичерпує всіх питань механіки деформівних 
тіл. Цими питаннями займаються й інші суміжні дисципліни: будівельна 
механіка стрижневих систем, теорія пружності й теорія пластичності . Між 
цими дисциплінами немає чіткої межі. Основна ж роль у розв'язанні за
дач міцності належить опору матеріалів. 

Усю різноманітність видів конструктивних елементів, що застосову
ються в спорудах і машинах, можна звести до порівняно невеликої 
кількості основних форм. Тіла, які мають ці основні форми, і є об'єктами 
розрахунку на міцність, жорсткість і стійкість. До них належать стрижні, 
оболонки, пластинки й масивні тіла. 

Стрижнем або брусом називається тіло, в якого один розмір (довжи
на) значно перевищує два інших (поперечних) розміри . 
У машинах та спорудах застосовуються стрижні як прямолінійні 

(рис. 1, а), так і криволінійні (рис. 1, 6), як призматичні (рис. 1, а), так і 
змінного перерізу (рис. 1, в). Прикладами прямих стрижнів є вали, осі, 
балки, прикладами кривих - вантажопідйомні гаки, кільця ланцюгів 
тощо. 

Стрижні, товщина стінки яких значно менша від габаритних розмірів 
поперечного перерізу, називають тонкостінними (рис. 1, г). Нині вони 
широко застосовуються в будівельних конструкціях, судно- і особливо 
авіабудуванні . 

Оболонка - це тіло , обмежене криволінійними поверхнями, які розта
шовані на близькій відстані одна від одної. 

в г 

Рис. 1 

а б 

а б 

аоО 
8 г д 

Рис. 2 

Поверхня, рівновіддалена від твердих поверхонь оболонки, назива
ється серединною. За формою серединної поверхні розрізняють оболон
ки циліндричні (рис. 2, а), конічні (рис. 2, 6), сферичні (рис. 2, в) та ін. До 
оболонок належать неплоскі стінки тонкостінних резервуарів, котлів, 
куполи будинків, обшивки фюзеляжу, крила та інших частин літальних 
апаратів, корпуси підводних човнів тощо. 

Якщо серединна поверхня є площиною, то розрахунковий об'єкт нази
вають пластинкою (рис. 2, г). Пластинки бувають круглі (рис. 2, д), прямо
кутні (рис. 2, г) й інших обрисів . Пластинками можна вважати плоскідни
ща й кришки резервуарів, перекриття інженерних споруд, диски турбо
машин. 

Тіла, в яких усі три розміри одного порядку, називають масивними 
тілами. До них належать фундаменти споруд, підпірні стінки тощо. 

В опорі матеріалів задачі, як правило, розв'язуються простими матема
тичними методами за допомогою спрощувальних гіпотез та з використан

ням експериментальних даних; розв'язки при цьому доводять до розра
хункових формул, придатних до застосування в інженерній практиці. 

Виникнення науки про опір матеріалів пов'язують з ім'ям видатного 
італійського вченого Галілео Галілея (1564-1642), який провадив досліди 
щодо вивчення міцності, хоча джерела цієї науки ми бачимо вже в творін
нях великого Леонардо да Вінчі. 

У 1678 р. англійський вчений Роберт Гук (1635-1703) установив закон 
деформування пружних тіл, за яким дефОJ1мація пружного тіла пропорцій
H~ д~ючому на нього зусиллю. Цей закон є основним у теорії опору мате
РІалІВ . 

Швидкий розвиток науки про опір матеріалів почався наприкінціXVIll ст. 
у зв 'язку з бурхливим розвитком промисловості та транспорту. Пробле
мами міцності займались академік Петербурзької академії наук Леонард 
Ейлер, видатні вчені М. О. Белелюбський, М. Г . Бубнов, А. М. Воропаєв, 
А. В . Гадолін, Х. С. Головін, Д . І. Журавський, Ф. С. Ясинський та ін . 
У хх ст . значну роль у розвитку механіки й поширенні наукових знань 

у галузі опору матеріалів відіграли підручники видатних учених В. Л . Кир
пичова, С. П . Тимошенка, М . М . Бєляєва, О. О. Уманського, В . І. Фео
досьєва, О . А. Ільюшина, І . А. Біргера та ін. 
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§ 2. 	Види деформацій стрижня. 


Поняпя про деформований стан матеріалу 


Реальні тіла можуть деформуватися, тобто змінювати свою форму й 
розміри. Деформації тіл відбуваються внаслідок навантажування їх зов
нішніми силами або зміни температури . При деформуванні тіла його точ
ки , а також подумки проведені лінії або перерізи переміщуються в пло
щині або в просторі відносно свого вихідного положення. 

При навантажуванні твердого тіла в ньому виникають внутрішні сили 
взаємодії між частинками, що протидіють зовнішнім силам і намагають
ся повернути частинки тіла в положення, яке вони займали до деформації. 

Деформації бувають пружні, тобто такі, що зникають після припинення 
дії сил, які спричинили їх, та пластичні, або залишкові, - ті , що не зникають . 

Із збільшенням зовнішніх сил внутрішні сили також збільшуються, але 
до певної межі, яка залежить від властивостей матеріалу . Настає момент, 
коли тіло вже не здатне опиратися дальшому збільшенню зовнішніх сил. 
Тоді воно руйнується. Найчастіше для деформацій елементів конструкції 
встановлюють певні обмеження. 

Основним об'єктом, що розглядається в опорі матеріалів , є стрижень з 
прямолінійною віссю. 

В опорі матеріалів вивчають такі основні види деформацій стрижня : 
розтягання, стискання, зсув (зріз), кручення та згинання . 

Розглядають також більш складні деформації, що утворюються внас
лідок сполучення кількох основних. 

Розтягання або стискання виникає, наприклад, тоді, коли до стрижня 
вздовж осі прикладені протилежно напрямлені сили (рис. З). При цьому 
відбувається переміщення перерізів уздовж осі стрижня, який при розтя
ганні подовжується, а при стисканні вкорочується. Зміну М початкової 
довжини Zстрижня називають абсолютним nодовжеШIЯМ при розтяганні 
або абсолютним укороченням при стисканні. Відношення абсолютного 
подовження (укорочення) М до початкової довжини Zстрижня називають 
середнім відносним подовженням на довжині [і, як правило, позначають Еср : 

Еср =МІ!. 

р ~	 rr r 

Рис. 3 

Чт~ 
р 

~ 
Рис. 4 

На розтягання або стискання працюють багато елементів конструкцій : 
стрижні ферм, колони, штоки парових машин та поршневих насосів , 
стяжні гвинти тощо . 

Зсув або зріз виникає тоді, коли зовнішні сили зміщують два паралель
них плоских перерізи стрижня один відносно одного при незмінній відстані 
між ними (рис. 4). Зміщення дs називається абсолютним зсуво,w. Відно
шення абсолютного зсуву до відстані а між площинами, що зміщуються 
(тангенс кута у), називають відносним зсувом. Унаслідок малості кута у 
при пружних деформаціях його тангенс вважають таким, що дорівнює 
куту перекосу розглядуваного елемента. Отже, відносний зсув 

у =дs/а. 

Відносний зсув є кутовою деформацією, яка характеризує перекіс еле
мента. На зсув або зріз працюють, наприклад, заклепки й болти, що скріплю
ють елементи, які зовнішні сили намагаються зсунути один відносно одного . 

Кручення виникає при дії на стрижень зовнішніх сил, які утворюють 
момент відносно осі стрижня (рис. 5). Деформація кручення супроводжу
ється поворотом поперечних перерізів стрижня один відносно одного нав
коло його осі. Кут повороту одного перерізу стрижня відносно іншого , 
що перебуває на відстані І, називають кутом закручування на довжині [. 
Відношення кута закручування <р до довжини [ називають відносним ку
том закручування: 

е =<рІ!. 

На кручення працюють вали, шпинделі токарних і свердлильних вер
статів, а також багато інших деталей. 

Деформація згинання (рис. 6) полягає у викривленні осі прямого стриж
ня або в зміні кривини кривого стрижня. Переміщення будь-якої точки 

р 

-----_.-........ 


Рис. 5 	 Рис. 6 
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осі стрижня, що відбувається при цьому, виражається вектором, початок 
якого суміщено з початковим положенням точки, а кінець - з положенням 
тієї самої точки у деформованому стрижні. У прямих стрижнях переміщен
ня точок, які напрямлені перпендикулярно до початкового положення осі, 
називають npoгииGМи й позначають літерою ш. При згинанні відбувається 
також поворот перерізів стрижня навколо осей, що лежать у площинах 
перерізів. Кути повороту перерізів відносно їхніх початкових положень 
позначають літерою 8. На згинання працюють, наприклад, осі залізнич
них вагонів, листові ресори, зуби шестерень, спиці коліс, балки міжпо
верхових перекриттів, важелі та багато інших деталей. 

Унаслідок одночасної дії на тіло сил, що спричинюють різні види зазна
чених основних деформацій, виникає більш складна деформація. Так, 
часто елементи машин і конструкцій зазнають дії сил, що одночасно спри
чинюють згинання і кручення, згинання і розтягання або стискання тощо. 

Описані деформації стрижня дають уявлення про зміну його форми й 
розмірів у цілому, однак вони не визначають ступінь та характер дефор
мованого стану матеріалу. Досліди свідчать, що деформований стан тіла 
взагалі нерівномірний і змінюється від точки до точки. 

Для визначення деформації в будь-якій точці А (рис. 7) проведемо в 
недеформованому тілі відрізок прямої АВ, що виходить із цієї точки в 
довільному напрямі й має довжину s. Після деформації точки А та В пере
містяться й займуть положення А І та ВІ відповідно, а відстань s між ними 
зміниться на I1s. Відношення I1sls =Єср називається середuьою відflОCl/ОЮ 
лінійною деформацією відрізка А В. Наближуючи точку В ДО точки А, тобто 
зменшуючи довжину відрізка s, дістанемо граничне значення: 

\. l1s 
lШ-=ЄАВ' 
s~ s 

Величина ЄАВ Є відносною лінійною деформацією в точці А у напрямі 
АВ. Якщо відомо, що відстань між точками А і В збільшується, то ЄАВ 
називають відносним nодО6JlсеIIflЯМ, при зменшенні цієї відстані - від
fLOСНИМ укороченням. 

У одній і тій самій точці А відносні лінійні деформації в різних напрямах 
можуть бути різними. Як правило, основними вважають напрями, паралельні 
осям вибраної прямокутної системи координат. Тоді відносні лінійні 
деформації в точці позначають відповідно єх' Є ,Є . 

для повної характеристики деформації в т6чці вводять ще й кутові де
формації. Якщо до деформації тіла з точки А (рис. 8) провести два відрізки 
АВ і А С, щО утворюють прямий кут, то після переміщення точок унаслідок 
деформації тіла відрізки займуть положення А ІВІ та А І СІ' а кут між ними 
зміниться на величину L ВА С - L ВІА І СІ' Наближуючи точки В і Сдо точ
ки А, матимемо граничнузміну початкового прямого кута на величину 

lіш (LBAC-LВIA1CI ) = УВАС" 
s~ 
s'--+0 

с ' 
ff,~ 
тім.с~8, 1~ в,А, 

А 8 А 
'.! )' і ВІ. s .1 

Рис. 7 Рис. 8 

Ця зміна прямого кута, виражена в радіанах, називається відltОСUОЮ 
кутовою деформацією в точці А У площині, де лежать відрізки АВ та Ас. 
У тій самій точці А відносні кутові деформації в різних площинах різні. 
Як правило, відносні кутові деформації визначають у трьох взаємно пер
пендикулярних площинах. Тоді їх позначають відповідно Уху' Y ' Y · xz yz 

Деформований стан у точці тіла повністю визначається шістьма компо

нентами деформації - трьома відносними лінійними деформаціями Є ,Є , 

E та трьома відносними кутовими лінійними деформаціями Уху' Y ' Y: ' уz xz z 

§ З. Основні гіпотези науки про опір матеріалів 

Для побудови теорії опору матеріалів уводять такі гіпотези щодо струк
тури й властивостей матеріалів та характеру деформацій. 

1. Гіпотеза про суцільність матеріалу. Припускається, що матеріал , 
суцільно заповнює форму тіла. Атомістична теорія дискретної будови 
речовини до уваги не береться. 

2. Гіпотеза про однорідність та ізотропність. Матеріал вважається 
однорідним та ізотропним, тобто в будь-якому об'ємі та в будь-якому на
прямі властивості матеріалу вважаються однаковими. Хоч кристали, з 
яких складаються метали, анізотропні, проте хаотичне розташування Їх 
дає змогу вважати макрооб'єми металів ізотропними. 

Інколи припущення про ізотропію неприйнятне. Наприклад, до анізо
тропних матеріалів належать деревина, властивості якої вздовж та впо
перек волокон істотно різняться, армовані матеріали тощо. 

3. Гіпотеза про малість деформацій. Припускається, що деформації малі 
порівняно з розмірами тіла. Це дає змогу здебільшого нехтувати змінами 
в розташуванні зовнішніх сил відносно окремих частин тіла й складати 
рівняння статики для недеформованого тіла. Інколи від цього принципу 
доводиться відступати. Про такі відступи йдеться окремо. 

Малі відносні деформації розглядають як нескінченно малі величини. 
4. Гіпотеза про ідеальну пружність матеріалу. Припускається, що всі 

тіла абсолютно пружні. Відхилення від ідеальної пружності, які завжди 
спостерігаються при навантажуванні реальних тіл, неістотні, й ними нехту
ють до певних меж деформування. 
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Більшість задач опору матеріалів розв'язують у припущенні лінійно 
деформованого тіла, тобто такого, при якому справедливий закон Гука, 
що відбиває пряму пропорційність між деформаціями та навантаженнями. 

Прийнявши гіпотези про малість деформацій та про лінійну залежність 
між деформаціями і зусиллями, можна при розв'язуванні більшості задач 
опору матеріалів застосовувати принцип суперпозиції (принцип незалеж
ності й додавання дії сил). Наприклад, зусилля в будь-якому елементі кон
струкції, спричинені різними факторами (кількома силами, температур
ними впливами), дорівнюють сумі зусиль, що спричинені кожним із цих 
факторів, і не залежать від порядку прикладання Їх. Це справедливо та
кож відносно деформацій. 

Зазначені гіпотези, а також деякі інші, про які йтиметься далі, дають 
змогу розв'язувати широке коло задач на міцність, жорсткість та стійкість. 
Результати розрахунків добре узгоджуються з даними практики. 

2 ГЕОМЕТРИЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ Розділ ПЛОСКИХ ПЕРЕРІЗІВ 

Як уже зазначалось (див. § І), основним об'єктом, що його вивчають у 
курсі опору матеріалів, є стрижень. 

Опір стрижня різним видам деформації часто залежить не тілЬКИ від його 
матеріалу та розмірів, а й від обрису осі, форми поперечних перерізів та розмі
щення їх. Тому в цьому розділі, незважаючи на фізичні властивості об'єкта, 
що вивчається, розглянемо основні геометричні характеристики його попе
речних перерізів, які визначають опір різним видам деформацій. До них нале
жать площі поперечних перерізів, статичні моменти та моменти інерції. 

§ 4. Статичні моменти площі. Центр ваги перерізу 

Розглянемо довільну фігуру (поперечний переріз стрижня), пов'язану з 
координатними осями Oz та Оу (рис. 9). Виділимо елемент площі dF з коор
динатами z, у. За аналогією з виразом для моменту сили відносно якої-не
будь осі можна записати вираз і для моменту площі, який називають ста
тичним моментом. Так, добуток елемента площі dF на відстань у від осі Oz 

dS =ydFz 

називається статичним моментом елемента площі відносно осі Oz. Ана
логічно dS =zdF - статичний момент елемента площі відносно осі Оу.y 
Підсумувавши такі добутки по всій площі F фігури, дістанемо відповідно 
статичні моменти відносно осей z та у: 

Sz = JydF; Sy = JzdF. (2.1) 
F F 

Статичний момент виражається в одиницях довжини в третьому сте
пені (наприклад, см3). 

Позначимо zc, ус координати центра ваги (ц. в.) фігури. Продовжую
чи аналогію з моментами сил, на підставі теореми про момент рівнодій
ної можна записати такі вирази: 

(2.2)S Щіі ~ "~zl ки," ЬК й на~6нальний І 
де F - площа фігури. уНіверситет будівництва 

і архітектури . 
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Звідси координати центра ваги 

zC=S/F; YC=S/F. (2.3) 

Із формул (2.2) випливає, що статичні моменти 
площі відносно центральних осей, тобто осей, що 
проходять через центр ваги, дорівнюють нулю. 

Як приклад визначимо статичний моменто' z 
площі трикутника (рис. 1О) відносно осі, яка про

Рис. 9 
ходить через основу. На відстані У від неї виділи
мо елементарну площадку у вигляді смужки, па

IJ ралельної осі z. Площа смужки dF= b(y)dy. Вва
жаючи, що 

Ь(у) =(Ь/ h)(h- у), 

маємо 
hо 'k': " 'z 

м2 

Sz= fydF=;,ЬІy(h-у)dУ=6· 
Рис. 10 

F о 

Простіше можна розв'язати цей приклад, ви
користавши формули (2.2). Очевидно, що 

1 1F =-bh· Ус =-h
2' 3 ' 

отже, 2 
S = .!bh.!.h _ bh 

z 2 3 -6· 

Для визначення статичних моментів складної фігури їі розбивають на 
прості частини (рис. 11), для кожної з яких відомі площа Fi та положення 
центра ваги zі і уі.Статичний момент площі всієї фігури відносно даної осі 
визначається як сума статичних моментів кожної частини: 

IJ 	 lJа 20 

z 

z 

Рис. 12 

" 
Sz =F(Y1 +F2Y2 + ... +Fnyn = 	I,F;Yi; 

і=1 (2.4)
n 

Sy =F(zl +F2z2 + ... +F"zn = :LF;zi· 
і=1 

За формулами (2.3) та (2.4) легко знайти координати центра ваги склад
ної фігури: 

n n 

:L F;zi :LF;Yi
Sy_~; Sz -L=L-. --- n

Zc - F :LF; Ус =У- ±F; 	 (2.5) 

і=1 	 і=1 

Визначимо, наприклад, положення центра ваги фігури, зображеної на 
рис. 12. Розбиваємо фігуру на два прямокутники. Результати обчислення 
зводимо в табл. 1. 

Таблиця 1 

Номер 
частини 

фігури 

Площа F. 
частини, с/.і2 

Координати центра 

ваги частини 

в системі zy, СМ 
FiZ i FiYi 

Zc'Yc' СМ 

Zi уі см3 

І 
II 

20 
16 

1 
4 

7 
1 

20 140 
64 16 

-
r ~ -

Для всієї 
фігури 

• 
36 

-

г 

_-/"J. _ 

-
~ 

' \ 

84 156 

: 

84Zc =-=2 33
36 ' 
156

ус =-=4 33
36 ' 

§ 5. Моменти інерції плоских фігур 

Осьовим, або екваторіальним, моментом інерції площі фігури назива
ють інтеграл добутків площ елементарних площадок на квадрати відста
ней Їх від розглядуваної осі, що лежить у площині фігури. Так, моменти 
інерції довільної фігури (рис. 13) відносно осей z та У 
відповідно 

Ij 

Jz =Jy2dF; J y =Jz2dF. (2.6) 
F F 

Полярним моментом інерції площі фігури віднос
но даної точки (полюса О) називають інтеграл до
бутків площ елементарних площадок на квадрати 
відстаней Їх від полюса (рис. 13): 

J = Jp2dF. 	 (2 .7) ок 'z 
p 

Рис. ІЗF 
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Іу 

О 

df IJ df 

І 

01 L 

а б 8 

Рис. 14 

Якщо через полюс проведено систему прямокутних осей z та у, то р2 = 
=z2 + у2. Тоді з виразу (2.7) маємо 

J =Ну2 +z2)dF =Jy2dF + Jz2dF =Jz +J . (2.8)p y 
F F F 

Зазначимо, що осьові та полярні моменти інерції можуть набирати 
лише додатних значень. 

Відцентровим моментом інерції називають інтеграл добутків площ 
елементарних площадок на відстані Їх від осей z та у: 

J zy = JzydF. (2.9) 
· F 

Відцентровий момент інерції залежно від положення осей може бути 
додатним чи від'ємним або дорівнювати нулю. Так, відцентровий момент 
інерції площі фігури (рис. 14, а) відносно осей z та у додатний, оскільки 
координати z, у всіх елементів площі додатні. При повороті осей навколо 
початку координат на 900 (рис. 14, б) знак відцентрового моменту інерції 
фігури змінюється на протилежний, оскільки в цьому положенні коорди
нати z всіх елементів додатні, а координати у від'ємні. 

Очевидно, при поступовому повороті осей можна знайти таке положення 
ЇХ, при якому відцентровий момент інерції дорівнюватиме нулю. Такі осі на
зивають головними осями інерцй: Дві взаємно перпендикулярні осі, з яких хоча 
б одна є віссю симетрії фігури, завжди будуть їі головними осями інерції, оскіль
ки в цьому разі кожній додатній величині zуdFвідповідає така сама від'ємна 
по інший бік від осі симетрії (рис. 14, в) і сума їх по всій площі фігури дорів
нює нулю. Головні осі, що проходять через центр ват перерізу, називають 
головними центральними осями. 

Момент інерції площі фігури виражається в одиницях довжини в чет
вертому степені (наприклад, см4). 

Визначимо момент інерції прямокутника відносно центральних осей z, у, 
паралельних його сторонам (рис. 15). 

Для визначення моменту інерції відносно осі z елементарною площад
кою вважатимемо безмежно вузький прямокутник, паралельний осі z, зав
вишки dy і завширшки Ь. Отже, 

dF= bdy; 

у 

~'" 

..c::j",~'" 

z 

Рис.1S Рис. 16 Рис. 17 

IJ 
h/2 h/2 3 


J z =JіdF =Ь J іdy =2Ь Jіdy =bh . (2.1 О) 

df

F -h/2 О 12 

Очевидно, що 
zlу =(hb3)/12. (2.11) 

Зазначимо, що інтеграл lz не зміниться, якщо 
всі смужки dF =bdy перемістити паралельно осі z, 

dвідносно якої визначається момент інерції. Отже, 
момент інерції nаралелограма (рис. 16) відносно Рис. 18 
центральної осі z, паралельної основі, 

lz =(hb3)/12. (2.12) 

Визначимо момент інерції трикутника відносно осі, яка проходить 
через основу (рис. 17). 

Виділимо елементарну смужку, паралельну зазначеній осі: 

dF= b(y)dy. 

Очевидно, ширина смужки, розміщеної на відстані у від осі z, 

Ь(у) =(b/h)(h - у). 
Отже, 3 

Jz = JУ2dF=-Ь Jу2 ( h-y ) dy=-.dh (2.13) 
F ПО 12 

Визначимо полярний момент інерції площі круга відносно його цент
ра, а також момент інерції відносно центральної осі. 

При визначенні полярного моменту інерції виділимо елементарну 
площадку у вигляді безмежно тонкого кільця радіусом р завтовшки dp 
(рис. 18). Площа такого елемента 

dF= 21tpdp. 

Полярний момент інерції 

4 м4
2 r 3 w

J = Jр dF=21tJp dp=-=-. (2.14)
p 

F О 2 32 

20 21 



Моменти інерції площі круга відносно центральних осей легко знай
ти, використавши формулу (2.8). 

Унаслідок симетрії 
J =]

z у ' 

01Же, 


/ z =/ =1./ = nг4 _м4 	

(2.15)у 2 р 4 -м· 

Знайдемо осьовий момент інерції кругового сектора ОАВ (рис. 19) від
носно осі z. 

Використавши полярні координати р, <р , виділимо елементарну пло
щадку dF =pd<pdp. Оскільки 

У =Р sin <р, 
то 

/ f 2d'F I~IГ 2 . 2 d,,,A , 
4 [(А ) Sin2/3-sin2ex]z = У = Р sш <р' р 'І'" Р = - ... - ех - . 

F аО 8 2 (2.16) 

Для чверті круга ех = О; /3 = тrJ2. Тоді / z = (nг4)116. Взявши /3 = n, ех = О, 
знайдемо момент інерції площі півкруга відносно діаметра: 

Jz =(nг4)/8. 

Визначимо момент інерції еліпса з півосями а, Ь (рис. 20) відносно цен
тральної осі z. 

Задачу можна розв'язати дуже просто, якщо розглядати еліпс як про
екцію нахиленого круга . При цьому 

У/УІ =Ь/а . 

Покажемо момент інерції еліпса як суму моментів інерції елементар
них прямокутників заввишки У та завширшки dz: 

/z =f уЗdz =d: f yfdz. 
F 12 а F 12 

Останній інтеграл у правій частині є моментом інерції площі круга ра
діусом а відносно осі z; він доIJ 

~ А. 	 cb~ рівнює (nа4)/4. Отже, момент 
// ~ інерції еліпса

J.l \ І 
ЬЗ 4 

z na naЬЗ 

/ z =34=-4- (2.17) 
а 

Очевидно, 
z а 

/ = naЗЬ 
Рис. 19 Рис. 20 	 у -4- ' 

§ 6. Моменти інерції складних перерізів 

При розв'язанні різних практичних задач часто виникає потреба визна
чити моменти інерції складних перерізів відносно тих чи інших осей , що 
лежать у площині фігури. Для стандартних поперечних перерізів стриж
нів - кутових рівнобоких (рис. 21, а) та нерівнобоких (рис. 21 , 6), дво
таврових (рис. 21, в), швелерних (рис. 21 , г) та інших - моменти інерції 
відносно різних осей наведено в таблицях сортаментів ГОСТ 8509- 93, 
ГОСТ 8510-86, ГОСТ 8239-89, ДСТУ 3436-96 (ГОСТ 8240-97) поряд 
із розмірами, площами перерізів , положеннями центрів ваги та іншими 
характеристиками. У сортаменті центральні осі перерізів позначені літе
рами х, У (рис. 21). 

- -х 

u 

Рис. 21 

у 

Г--l1Г-Х х 

Ij 	 у 

а 	 в г 

При визначенні моментів інерції складних перерізів останні можна 
розбити на прості частини, моменти інерції яких відомі. З основної власти
вості інтеграла суми випливає, що момент інерції складної фігури дорів
нює сумі моментів інерції й складових частин. 

Наприклад, треба визначити момент інерції склад- Ij 

ної фігури відносно осі z (рис. 22): 

/z = f idF. (2.18) 
F ~II І І іР 

z 
Розбиваємо фігуру на прості частини І, ІІ, ІІІ, на аС

приклад, так, як зображено на цьому рисунку. Інтегру l 

ємо (2.18) послідовно по площах FI, F2, Fз простих фігур: Рис. 22 

/ z = f idF+ f idF+ f y2dF. У 


F2 Fз 


Кожний із цих інтегралів є моментом інерції відповід


Fj 	

~~IM 
ної простої фігури. Отже, z 

/ =JI+JII+JIII 	 ~~ 
z z z z' (2.19) 

Якщо в перерізі є отвір, його зручно вважати части ь 

ною фігури з від'ємною площею. Наприклад, переріз, Рис. 23 

23 22 
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наведений на рис. 23, можна розбити на прямокутник Ь х h та отвір радіу
сом r від'ємної площі. Тоді 

Ь з 4 
J =J! -JlІ =~-~ z z z 12 4' 

§ 7. Моменти інерції відносно паралельних осей 

Припустимо, що відомі моменти інерції фігури відносно центральних 
осей z, у: 

Jz = f idF; J y = f z2dF; J zy = f zydF. (2.20) 
F F F 

Треба визначити моменти інерції відносно осей, паралельних централь
ним (рис. 24): 

Jz = f yfdF; J y = f zldF; J z!YI --І zly1dF. (2.21) 
1 F 1 F F 

Координати будь-якої точки в новій системі z І О lУ І можна виразити 
через координати в старих осях: 

ZI =z+b; УІ =у+а. 

Підставляємо ці величини у формули (2.21) та інтегруємо почленно: 

= f yfdF = f (y+a)2 dF = f y2dF + а 2 f dF +2а f ydF; (2.22)J Z1 
F F F F F 

JY1 = f zfdF = f (z +b)2 dF = f z2dF + ь 2 f dF +2Ь f zdF; (2.23) 
F F F F F 

JZ!YI = f zйdF = J(z+b)(y+a)dF= f zydF+abf dF+ аІ zdF+bf ydF. 
F F F F F F 

(2.24) 

Оскільки інтеграли f ydF = Sz та f zdF = Sу дорівнюють нулю як ста

TичHi моменти відносно~ентральних 6сей, то формули (2.22), (2.23), (2.24) 

з урахуванням (2.20) набирають вигляду 

J Z1 =Jz +a2F; JY1 =Jy +b2F; (2.25) 

+abF. (2.26)J Z1Y1 =Jzy 
Отже: 1) момент інерції фігури відносно довільної осі дорівнює моменту 

інерції відносно центральноїосі, паралельної даній, плюс добуток площі фігу
ри на квадрат відстані між цими осями; 2) відцентровий момент інерції 
відносно довільноїсистеми взаємно перпендикулярних осей дорівнює відцент

у, 
у 1J0z. у z 

у 

-<:: 
z 

Zo 

z0,' z, 
Рис. 24 Рис. 25 Рис. 26 

ровому моменту інерції відносно центральних осей, паралельних даним, плюс 
добуток площі фігури на координати її центра ваги в нових осях. 

Зазначимо, що координати а, Ь у формулі (2.26) треба підставляти, 
враховуючи Їхній знак. 

Формули (2.25) показують, що моменти інерції перерізу відносно цен
тральних осей завжди будуть меншими порівняно з моментами інерції 
відносно паралельних осей. 

Визначимо момент інерції двотаврового перерізу відносно централь
ної осі z (рис. 25) . 

Переріз, що складається з двох однакових полиць Ь х 8 та стінки h1 х t, 
розбиваємо на ці три прості частини. Тоді 

J =J! +JlI +J11l 
z z z Z ' 

Момент інерції полиці відносно осі z згідно з формулою (2.25) 

J! =J11l =J! +(h1+8)2 F=Ь8З 
+(h1+8)\8. 

z z Zl 2 12 2 

Момент інерції стінки 
з 

JlI _ th\ 
с --

12 
Отже, момент інерції двотавра 

J = 2[МЗ 
+(h\ +8)2 м]+ thi. (2.27) 

z 12 2 12 

Визначимо відцентровий момент інерції прямокутного трикутника 
відносно осей z, у (рис. 26), що збігаються з катетами, а також відносно 
центральних осей Zo, У<У паралельних Їм. 

Елементарну площадку беремо у вигляді смужки завширшки Ь (у) та 
заввишки dy.. Її площа 

h-y
dF =b(y)dy =-h-bdy. 
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Горизонтальна координата центра ваги смужки 

1 h-y
z =-Ь(у) =--Ь2 2h· 

Відцентровий момент інерції відносно осей z, у 

h 	 h 
ь 2 2

h 	 hl = JzydF= Jh;: Ьу ~УЬdУ=-2ь
2 Jу(h-у)2 dу =---м-. (2.28)

zy 
F о 2h о 

Відцентровий момент інерції відносно центральних осей ZO, уо згідно з 
формулою (2.26) 

= lzy -аоЬоF,l z0yO 
причому 

ао =h/3; Ьо =Ь/3. 

Тоді 	 b2h2 b2h2bh Ь h 
І 	 = ------=--- (2.29) 

zoyo 24 2 3 3 72 

§ 8. 	Залежність між моментами інерції 


при повороті координатних осей 


Припустимо, що відомі моменти інерції довільної фігури (рис. 27) 
відносно координатних осей z, у: 

l = J idF; lу = J z2 dF ; Іzy = J zydF. (2.30)
z 

F F F 

Повернемо осі z, у на кут а проти годинникової стрілки, вважаючи 
кут повороту осей у цьому напрямі додатним. Знайдемо тепер моменти 
інерції перерізу відносно повернутих осей z l' УІ: 

l = JyfdF; = JzldF; = Jz1Y1dF. (2.31)
Z1 lУI l Z1Y1 

F F F 

Координати довільної елементарної площадки в нових осях zl' УІ мож
на виразити через й координати z, у в початковій системі за формулами 

ZI =OC=OE+AD=zcosa+ysina; 
(2.32) 

УІ = ВС = BD - ЕА = У cos а - z sin а. 

Підставивши ці значення у формули (2.31), матимемо 

l 
Z1 

= J (ycosa -zsina)2 dF = cos2а J idF +sin2а J z2dF -sin2a J zydF; 
F 	 F F F 

26 

= f (zcosa + ysina)2 dF = sin 2а J idF +Cos2а f z2dF + sin2a J zydF;lУI 
F 	 F F F 

1 7 У = J(zcos а + ysin a)(ycos а - z sin a)dF = (2.33) 

=(COs 

-І 

2 
І 

a!sin2a)J ZYdF+1-sіП2а(J idF- f z2dF ) . 

F 2 F F 


Ураховуючи формули (2.30), остаточно знайдемо 

f/ 

1 ZI = 1= cos2 а + J у sin 2 а - 1=У sin 2 а ; 
(2.34) 

sin 2 а+1у cos2 a+1 sin2a;1У1 =Jz zy 


1 _у = 17у cos 2а _1- (Іу - 1, ) sin 2а . (2.35)

" І І - 2 

Зазначимо, що ці формули, здобуті при повороті 
ДОВІЛьної системи прямокутних осей, звичайно спра

ведливі й для центральних осей. Рис. 27 
Додаючи почленно вирази (2.34), знаходимо 

l +lу = Ір. 	 (2.36)
Z1 +IУI = l z 

Отже, при повороті прямокутних осей сума осьових моментів інерції 
не змінюється і дорівнює полярному моменту інерції відносно початку 
координат. 

При повороті системи осей на кут а =900 


l =lу ; = l z ; = -lzy · 
Z1 
lУI l zlY1 

§ 9. 	Визначення напряму головних осей інерції. 

Головні моменти інерції 


Найбільше практичне значення мають головні центральні осі, відцен
тровий момент інерції відносно яких дорівнює нулю. Будемо позначати 
такі осі літерами u, и. Отже, 

1иu =о. 	 Ij 
tТ 

Для визначення положення головних централь
них осей несиметричної фігури повернемо довільну 
початкову систему центральних осей z, у (рис. 28) 
на деякий кут ао, при якому відцентровий момент 

zінерції дорівнюватиме нулю: 

l 
Z1Y1 

=lиu =о. 

Тоді з формули (2.35) 	 Рис. 28 

l y -lz . 
= lzycos2ao- ,., sш2ао =0, (2.37)l zlY1 
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звідки 2Jzy
tg 2ао = ----' (2.38)

J -Jy z 

Добуті з формули (2.38) два значення кута а різняться між собою на 900 
і дають положення головних осей. Менший із цих кутів за модулем не пере
вищує rrJ4. Будемо далі користуватися тільки меншим кутом. Проведену під 
цим кутом (додатним чи від'ємним) головну вісь будемо позначати літерою 
и. Нагадаємо, що від'ємні кути ао відКладаються від осі z за годинниковою 
стрілкою. На рис. 29 наведено деякі приклади позначення головних осей 
згідно із зазначеним правилом. Початкові осі позначtjно літерами z та у. 

Головні моменти інерції можна знайти із загальних формул (2.34) пе
реходу до повернутих осей, взявши а=ао: 

Ju =Jz cos2 ао + Jy sin2a o - J zy sin 2ао; 
(2.39) 

J =Jz sin2ao + Jycos2a O+ Jzysin 2ао · v 

Перетворимо формули (2.39) для головних центральних моментів 
інерції, склавши вирази для їхніх суми та різниці. Маємо 

J + J =J + Jy; (2.40)u v z 

J u -Jv =(Jz -Jy )cos2ao -2Jzy sin 2ао =(Jz -Jy)~ (2.41) 

причому у виразі (2.41) зроблено заміну Jzy із формули (2.38): 

2Jzy =(Jy -Jz )tg2ao . 

Тепер із формул (2.40) та (2.41) знаходимо більш зручні вирази: 

1 
J u =t[(Jz +]у)+ (Jz -]у) cos 2aJ J v =~[(Jz +Jy )-(Jz -Jy ) cos;aJ· 

(2.42) 

'І 

а б в г 

11 >lv 11 >11j 11 <11j ]1 <]1/ 

1l1J < О 11'1>0 11'1 < 7J 111/>0 
()(о>о ()(о<о ()(о<о ()(о>о 

Рис. 29 

Очевидно, що при Jz > Jy момент J > J .u v
Використовуючи формулу (2.38), можна виключити з виразів (2.42) 

величину 

4J2 
• _+f1 2 1+ zycos2ao - -...; + tg 2ао = ± (J -J )_. 

z y 

Тоді матимемо 

J u =~(Jz +Jy )±~(Jz _Jy )2 +4J~; (2.43) 

= ~[(Jz +Jy )+~(Jz _Jy )2 +4J~J (2.44) 

причому верхні знаки беремо при Jz > Jy' а нижні - при Jz < Jy 
Отже, формули (2.38), (2.43) і (2.44) дають змогу визначити положення 

головних осей та головні центральні моменти інерції. 
Якщо тепер замість довільної початкової системи центральних осей 

zOy взяти головні осі (рис. 30), то формули (2.34), (2.35) переходу до по
вернутих осей спростяться: 

J v 

2J z\ = J u cos a+Jv sin2 а; J y\ = J u sin2 a+J cos2 а;v 

(2.45) 
= ~(Ju -Jv )sin2a.J ZiYI 

Важливо зазначити, що головні моменти інерції мають властивість 
екстремальності. У цьому легко переконатися, продиференціювавши ви
раз для моменту інерції відносно довільної осі [див. формули (2.34)] по 
змінній а: 

dJ 
d~l (=...с] Z sin 2а ~]y_s~n 2а - 2J]zY cos 2а = 

=-2 J zy cos2a- у 2 z sin2a =-2JZ \Y\. 

Звідси випливає, що похідна dJ І da дорівнює нулю, коли J = О, а . ~ ~ 
це означає, що екстремальНl значення мають мо- І v 
менти інерції відносно головних осей. \ v, 

Ураховуючи, що сума моментів інерції віднос
но двох взаємно перпендикулярних осей - вели
чина стала, можна дійти висновку, що відносно 
однієї з головних осей момент інерції має макси ц 

мальне значення, а відносно іншої - мінімальне. 
Зауважимо, що площини, проведені через вісь 

стрижня та головні осі його поперечного перерізу, 
називають головнимu nлощuнамu. Рис. зо 
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§ 10. Графічне зображування моментів інерції 

Визначення моментів інерції за формулами (2.45) чи (2.43), (2.44) мож
на замінити простою графічною побудовою. При цьому розрізняють пря
му та обернену задачі. Перша полягає у визначенні моментів інерції віднос
но довільних центральних осей z, у за відомими напрямами головних осей 
та головними моментами інерції [формули (2.45)]. Найбільше практичне 
значення має друга задача. Вона полягає у визначенні положення голов
них осей та значень головних центральних моментів інерції за відомими 
моментами інерції lz' іу, lzy відносно будь-якої системи прямокутних цен

тральних осей [формули (2.43), (2.44) і (2.38)]. 
Пряма задача. Нехай треба визначити моменти інерції lz' іу' lzy віднос

но осей z, у (рис. 31, а) за відомими напрямами головних осей та величи
нами іи, 1и. Для певності вважаємо іи > іи· 

Аналітичний розв'язок подається формулами (2.45). 
Для графічної побудови введемо в розгляд геометричну площину та 

віднесемо ії до прямокутної системи координат. По осі абсцис відклада
тимемо осьові моменти інерції іосии' іи, lz' іу' ... ), а по осі ординат 
відцентрові lвц(Jzу' ... ). 

у певному масштабі від початку координат О вздовж осі абсцис 
(рис. 31, 6) відкладаємо відрізки ОА та ОВ, які дорівнюють головним мо
ментам інерції. Відрізок АВ ділимо навпіл так, щоб ВС =СА =(іи - іи)/2. 
Із точки С радіусом СА описуємо коло, яке називають кругом інерцй: Для 
визначення моменту інерції відносно осі z, проведеної під кутом а до голов
ної осі и, із центра круга під кутом 2а проводимо промінь CDz (додатні кути 
відкладають проти годинникової стрілки). 

Покажемо, що ордината точки Dz круга дорівнює відцентровому мо

менту інерції lzy' абсциса - моменту інерції відносно даної осі z. Маємс> 

DzK :::: CD sin2a:::: Ju ;Jv sin2a. (2.46)z z 

V/
16ц / 

М/ 

М 
Т-

в 

J.t 
L 

І..
~ 

а б 

Рис. 31 

зо 

Порівнюючи формули (2.46) та (2.45), бачимо, що DzK =lzy. Отже,z 

OKz :::: ОВ+ ВС+ CKz :::: іи +k(Ju -Jv )+k(Ju -іи )cos2a:::: kJu (1 +cos2a)+ 

+kJv (l-cos2a):::: Ju cos 2 а + J v sin 2 а. (2.47) 

Згідно з формулою (2.45), OKz = lz. Отже, у певному масштабі абсциси 
точок круга інерції дають нам значення осьових моментів інерції, а ордина
ти - відцентрових. 
Щоб визначити момент інерції відносно осі у, перпендикулярної до 

осі z і, отже, проведеної під додатним кутом 13 = а + rr./2 до головної осі и, 
із центра круга проводимо промінь CDy під кутом 213 =2 (а + rr./2). Оче
видно, він є продовженням променя CDz. Абсциса точки Dу (відрізок ОК) 
дорівнює моменту інерції 1 . Ордината цієї точки КуDудає нам значення 
відцентрового моменту iHe~цiї з протилежним знаком (-lzy)' що відпові
дає повороту осей на 900. 

Зазначимо, що двом взаємно перпендикулярним осям відповідають дві 
точки круга D ,Dу' що лежать на одному діаметрі. 

Із точки D,Zпроведемо пряму (штрихова лінія на рис. 31, 6), паралельну 
осі z, якій ця точка і належить. Точку М перетину прямої з кругом називають 
полюсом круга інерції*. Легко показати, що лінія, яка сполучає полюс з будь
якою точкою круга, дає напрям осі, якій ця точка круга належить. 

Покажемо, наприклад, що пряма МА дає напрям головної осі и. За 
побудовою кут ACD дорівнює подвоєному куту а між осями u та z. Кутz 
DzMA як вписаний та обпертий на ту саму дугу AD дорівнює половиніz 
центрального кута ACDz, тобто а. Отже, лінія МА, що утворює з напря
мом осі z кут а, паралельна осі и. Аналогічно пряма МВ паралельна го
ловній осі v. 

Обернена задача. Нехай відомі моменти інерції lz' іу' lz площі перері
зу стрижня відносно деякої системи перпендикулярних осей-і, у (рис. 32, а). 
Треба визначити головні моменти інерції та положення головних осей. 
Для певності побудови припустимо, що lz > іу' lzy > о. 

у геометричній площині (рис. 32, б) будуємо точки Dz та Dу' які відпові
дають моментам інерції відносно осей z та у. Абсцисами цих точок є осьові 
моменти інерції OK =lz; ОКу =іу' ординатами - відцентровий моментz 
інерції lzy' пр~чому KzD z =lzy, KyD у =..-lzJ'" Оскільки обидві точк~ нал~.
жать одному Діаметру, то, сполучивши lX, матимемо центр С круга шеРЦll. 

Із центра С описуємо коло радіусом 

I[JZ _Jy )2 2 
CDz ::::CDy ::::,/ 2 +Jzy, (2.48) 

*Іноді цю точку називають головною точкою або фокусом круга інерції. 
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яке перетинає вісь абсцис у точках А та В. Очевидно, що абсциси цих 
точок - відрізки ОА та ОВ - і є шуканими головними моментами інерції 

Ju' Jj). Дійсно, 
2J -J 

OA=OKy+KyC+CA=Jy + z у + I(Jz -Jy ) +J2zy
2 

= t[(Jz +Jy)+~(Jz _Jy )2 +4J;y J; 

J -J 
ОВ=ОК +К C-CB=J +_z_ у (J, ;Jy J+J~

у у у 

= t[(Jz +Jy)-~(Jz _Jy )2 +4J;y J. 
Для визначення напряму головних осей побудуємо фокус круга інерції. 

Для цього з точки Dz (Dy) проведемо лінію, паралельну осі z (У), до перети
ну з кругом у фокусі М. Сполучаючи фокус з точками А, В круга, дістане
мо напрям головних осей u та v (рис. 32, б). 

Графічне розв'язання оберненої задачі відповідно до чотирьох схем, 
зображених на рис. 29, наведено на рис. 33. 

§ 11. ПОНЯТТЯ про радіус і еліпс інерції 

Момент інерції фігури відносно будь-якої осі можна подати у вигляді 
добутку площі фігури на квадрат деякої величини, що називають радіу
сом інерції: 

J z =f у2dF =п; , (2.49) 
F 

де iz -- радіус інерції відносно осі z. 
Із виразу (2.49) випливає, що 

iz =~JzIF . (2.50) 

Аналогічно радіус інерції площі перерізу відносно осі у 

iy=JJyIF. (2.51) 

Головним центральним осям інерції відповідають головні радіуси 
інерції 

іи =~JuIF; іІ) =~Jj)/F. (2.52) 
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Наприклад, для прямокутника, зображеного на 
рис. 15, головні радіуси інерції 

. _ГJ._fbhЗ_ h .. _Г!;_ Ь 
lz - 'ір - 'іШh - 2.Jз' lу - ~F - 2.Jз . 

Побудуємо на головних центральних осях 

інерції фігури еліпс з півосями, що дорівнюють 
головним радіусам інерції, причому вздовж осі 
u відкладаємо відрізки іи , а вздовж осі v 

Рис. 34 відрізки іи (рис. 34). Цей еліпс, який називають 
еліпсом інерціі: має таку властивість. Радіус 

інерції відносно довільної осі z визначається перпендикуляром ОА, по
ставленим із центра еліпса на дотичну до еліпса, паралельну цій осі. Для 
визначення точки дотику досить провести паралельно даній осі z будь
яку хорду. Точка перетину еліпса з прямою, що сполучає центр О із середи
ною хорди, і є точкою дотику. Вимірявши потім відрізок ОА =iz, знахо
димо момент інерції 

Jz = Fi;. 

§ 12. Порядок розрахунку 

Можна рекомендувати такий порядок визначення положення голов

них осей та значень головних центральних моментів інерції складного 
поперечного перерізу, що складається з простих частин, характеристики 

яких легко дістати. 
1. Проводимо довільну систему прямокутних координат. Розбиваємо 

фігуру на прості частини та визначаємо за формулами (2.5) положення ії 
центра ваги. 

2. Проводимо початкову систему центральних осей z, у так, щоб можна 
було найпростіше визначити моменти інерції частин фігури відносно цих 
осей. Для цього знаходимо моменти інерції частин фігури відносно їхніх 
власних центральних осей, проведених паралельно осям z, у, та користує
мося формулами переходу до паралельних осей (2.25) та (2.26). У такий 
спосіб знаходимо значення Jz, Jy' J;:y' 

3. Визначаємо із формули (2.38) кут нахилу головних центральних осей, 
причому вісь, проведену під меншим кутом (додатним чи від'ємним), по
значаємо ЛІТерою и, а перпендикулярну до неї - літерою и. 

4. За формулами (2.43) та (2.44) визначаємо головні моменти інерції. 

Приклад 1. Для перерізу, зображеного на рис. 35, а, визначимо положення головних 
осей інерції: головні моменти інерції та радіуси інерції. Координати центра ваги цієї 
фігури в системі осей ZcV'O такі (див. табл. 1): Zo = 2,33 СМ; уо = 4,33 С,И. 
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Рис. 35 

Проводимо початкову систему центральних осей Z, у паралельно сторонам кутни
ка. Для визначення моментів інерції відносно цих осей розбиваємо фігуру на прості 

частини - прямокутники І і ІІ - та проводимо через їхні центри ваги власні цент

ральні осі z" У, та Z2' У2 паралельно сторонам. 
Моменти інерції кожного прямокутника відносно власних центральних осей лег

ко визначити за формулами (2.10) і (2.11): 
3 10 23

J! = l.:..!.Q.. = 166 7 см4. J! = -'- = 6 7 см4. 
Zl 12 ' , УІ 12 ' , 

3 2 83JII =.§..:l.. = 5 33 см4. JI1 = -'- = 85 3 см4• 
Z2 12 ' 'У2 12 ' 

Моменти інерції кожної простої фігури відносно центральних осей Z, У знаходимо 
за формулами переходу до паралельних осей - (2.25) та (2.26). Наприклад: 

!! 2 2 4 З О ",З 4
Jz=Jz]+Fia, =166,7+20·2,67 см ~ см ; 

J~y=J~]y] +Fia,q =0-20·2,67·1,33 см4 =-71 см4 • 

Результати обчислень зводимо в табл. 2. 

Таблиця 2 

Координати Моменти інерції частини, см4, відносно=:І::І:= 
= центра ваги 2Е t; = власних централь центральних осей() Fjb? FiaibiFjaiчастини фігури 

фігуриних осей:т:т '"'" в системі zOy, см
0..= "''''S::1 

::1>'

<>0.. 

о () см4 Ji Ji JiЬ;0<" а; J z; J y; J ziyi z zyУ
х:& e~'" 

-71 166,7 6,7- 1,33 142,6 35,4 309,3 42,1 -71І 20 2,67 О 
- 89 5,344,6 85,3 182,7ІІ 16 - 3,33 1,67 177,4 О 129,9 -89 
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Підсумовуючи останні три колонки таблиці, знаходимо моменти інерції фігури 
відносно центральних осей І, у: 

1: =492,0 см4; 1у = 172,0 см4; 1:у =- 160,0 см4 . 

Кут нахилу головних центральних осей до осі z визначимо за формулою (2.З8): 

t 2а. = 21zy = -2 ·160, О = І О 
g о 1 - 1 172 О - 492 О " 

у z ' , 

звідки а.о = 220 ЗО'. 
Головні центральні моменти інерції визначаємо за формулами (2.4З) та (2.44) 

І ~ 2 2 І 4 4.1u = 2(J + J у) + (Jz - J у) + 41zy = 2(664,0 + 452,5) см = 558,З см ,z 

J =H(J +Jy)-~(Jz _Jy )2 +4J~ J=1(664,0-452,5) см4 = 105,8 см4 . v z 

Головні центральні радіуси інерції 

. _ [J.: _~558,З _ З 94 . . - fJ,; - ~105,8 - І 71'u - '41"" - 36 см -, см, 'и - '41"" - 36 см -, см. 


Графічне розв'язання задачі наведено на рис. З5, б. 


ЗОВНІШНІ Й ВНУТРІШНІ СИЛИ. 

МЕТОД ПЕРЕРІЗІВ.Розділ З ЕПЮРИ ВНУТРІШНІХ СИЛ 

§ 1з. Класифікація зовнішніх сил 

Зовllішніми силами називають сили взаємодіl"міжрозглядуваним елеJ1;lен
том конструкції" та пов 'язаними з ним тілами. 

Якщо зовнішні сили є наслідком безпосередньої контактної взаємодії 
даного ТІла з іншими тілами, то вони прикладені тільки до точок поверхні 
тіла в місці контакту і називаються поверхневими силами. Поверхневі сили 
можуть бути неперервно розподілені по всій поверхні тіла або її частині, 
наприклад тиск пари в котлі, вітрове та снігове навантаження, тиск газу в 
циліндрі двигуна. 

Навантаження, що припадає на одиницю площі, називається інтенсив
ністю навантажеmlЯ. Її, як правило, позначають р й виражають у паска
лях (Па) або кратних йому одиницях (кПа, МПа, ГПа). Часто наванта
ження, розподілене по поверхні (рис. 36, а), зводять до головної площини 
(рис. 36, 6), унаслідок чого створюється навантаження, розподілене по лінії, 
або лініЙllе навантаження. Інтенсивністю такого навантаження q, Н/м, 
кН/м, МНІм, називають навантаження, що припадає на одиницю довжини 
лінії. Інтенсивність може бути змінною по цій довжині. Характер зміни 
навантаження, як правило, зображують у вигляді епюри (графіка) q. 
у разі рівномірно розподіленого навантаження (рис. 36, а) епюра q 

прямокутна (рис. 36, 6). При дії гідростатичного тиску епюра наванта
ження q трикутна (рис. 37). Бувають епюри q і більш складних видів: тра
пецієподібна, синусоїдна та ін. 

Зазначимо, що рівllодійна розподіленого навантаження чисельно дорів
нює площі його епюри і прикладена в центрі її ваги. 

Якщо навантаження розподілене по невеликій частині поверхні тіла, 
то його завжди замінюють рівнодійною, яку називають зосеред:женою 
силою Р, Н, кН або МН. Крім того, бувають навантаження, які можна 
подати у вигляді зосередженого моменту (пари). Моменти М (Н . м, кН . м 
або МН . м) зображатимемо одним із двох способів, наведених на рис. 38, 
а, б. Іноді момент зручно подавати у вигляді вектора, перпендикулярно
го до площини дії пари. Вектор моменту домовимося завжди вважати пра
вогвинтовим. Для того щоб відрізняти його від вектора сили, лінію век
тора-моменту зображують хвилястою (рис. 38, г) або ставлять дві стрілки 
(рис. 38, в). 
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Бувають такі навантаження, 
які не є наслідком контакту двох ,v1Т:~~,+ тіл , наприклад власна вага, сили 

інерції тіла, що рухається, та ін. 
~q(x}dx Ці сили прикладені в кожній 

точці об'єму, який займає тіло, іа q=pb 
тому називаються об 'ємними або 
масовими силами . Власна вагаJlIIIIIII~ 
деталей або частин машин таІ 

)( споруд, як правило, менша, ніж
6 

інші навантаження, що діють на 
Рис. 36 Рис. 37 

них. Тому, якщо немає особли
вого застереження, далі власну 
вагу не братимемо до уваги. 

Залежно від характеру при
кладання сил у часі розрізнюють~44'~/м<1 навантаження статичні й ди

а 6 в г 
намічні. Навантаження вважа

Рис. 38 
ється статичним, якщо воно ВЩ

НОСНО повільно й плавно (хоча б протягом кількох секунд) зростає від нуля до 
свого граничного значення, а далі залишається незмінним. При цьому можна 
знехтувати прискореннями деформованих мас, а отже, й силами інерції. 

Динамічні навантаження супроводжуються значними прискореннями 

як деформованого тіла, так і тіл, що взаємодіють з ним. При цьому вини
кають сили інерції, якими не можна нехтувати. Динамічні навантаження 
поділяють на миттєво прикладені, ударні та повторно-змінні. 

Навантаження вважається миттєво прикладеним, якщо воно зростає 
від нуля до свого граничного значення за дуже малий проміжок часу (част
ки секунди). Таким є навантаження при займанні пального в циліндрі 
двигуна внутрішнього згоряння або при зрушуванні з місця поїзда. 

Для ударного навантаження характерне те, що в мить його прикла
дання тіло, яке спричинює навантаження, має певну кінетичну енергію. 
Таке навантаження утворюється, наприклад, при забиванні паль за допо
могою копра, в деталях механічного ковальського молота. 

Багато деталей машин (шатуни, вали, осі залізничних вагонів тощо) 
зазнають дії навантажень, які безперервно й періодично змінюються в часі. 
Такі навантаження називають повторно-змінними. Вони, як правило, по
в 'язані з рухами деталей, що циклічно змінюються. Це зворотно-посту
пальні рухи штока поршня, коливання елементів конструкцій тощо. 

§ 14. Внутрішні сили. Метод перерізів. Епюри 

Між сусідніми частинками тіла (кристалами, молекулами, атомами) 
завжди є певні сили взаємодії, тобто внутрішні сили. Ці сили в усіх випад
ках намагаються зберегти тіло як єдине ціле, протидіють усякій спробі 

38 

змінити взаємне розміщення частинок . Отже, внутрішні сили, що діють між 
двома будь-якими частинками, в навантаженому та ненавантаженому тілі 
будуть різними. 

В опорі матеріалів не розглядають та не беруть до уваги внутрішні сили, 
що діють в тілі, яке перебуває в своєму природному (ненавантаженому) стані, 
а вивчають й визначають тільки ті додаткові внутрішні сили, які виникають 
внаслідок навантажування тіла. Тому надалі, кажучи про внутрішні сили, 
матимемо на увазі власне ці додаткові сили взаємодії, що виникають внаслі
док навантажування. Внутрішні сили часто називають зусиллями . 

Для виявлення, а потім і визначення внутрішніх сил в опорі матеріалів 
широко застосовують метод перерізів. 

Розглянемо довільне тіло, навантажене самозрівноваженою системою 
сил. У місці , яке нас цікавить, подумки розсічемо його деякою площиною 
на дві частини - А і В (рис . 39, а). При цьому переріз тепер матиме два 
боки: один, що належить частині А тіла (лівий), і другий, що належить 
частині В (правий). У кожній точці обох боків перерізу діятимуть сили 
взаємодії (рис. 39, 6). Виходячи із уведеної гіпотези про суцільність матері
алу, доводиться зважати на те, що внутрішні сили діють в усіх точках 
проведеного перерізу і, отже, є розподіленим навантаженням. Залежно 
від форми тіла і характеру зовнішніх навантажень інтенсивність внут
рішніх сил у різних точках може бути різною. 

Слід зазначити, що внутрішні сили, які діють по перерізу, що належить 
частині А тіла, відповідно до третього закону Ньютона дорівнюють за 
модулем та протилежні за напрямом внутрішнім силам, які діють по перері
зу, що належить частині В тіла (рис. 39, 6). Інакше кажучи, внутрішні сили, 
що діють на різні частини тіла, взаємні . Як усяку систему сил, їх можна 
звести до однієї точки (як правило, до центра ваги перерізу), внаслідок чо
го на кожному боці перерізу матимемо головний вектор та головний момент 
внутрішніх сил у перерізі (рис. 39, в). 

Зокрема, стрижень розсікають пло
щиною, перпендикулярною до осі, тоб
то поперечним перерізом (рис . 40, а). 
Якщо головний вектор та головний 
момент внутрішніх сил спроекціювати 
на вісь стрижня х та головні центральні 
осі перерізу у та z, то на кожному боці 
перерізу матимемо шість внутрішніх 
силових факторів (рис. 40, 6): три сили ~~~. 
(N., Qy' Qz) і три моменти (Мх' Му' М). ~ ~I ' 
ЦІ величини називають внутРІШНІми 
зусиллями в перерізі стрижня. 

Зусилля N спричинює поздовжнюде
формацію стрижня (розтягання або стис ~~ 
кання); Qy та Qz - зсув боків перерізу в 

відповідно в напрямах осей у та z; Мх  Рис. 39 
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кручення стрижня; Му та М= - зги
нання стрижня в головних площинах 

(zx та yz). Тому для зусиль і моментів 
х 	 у перерізі прийняті такі назви: N 

поздовжня або осьова (напрямлена 
вздовж осі стрижня) сила; Q , Qz

Ij 
а 

поперечні (рідше - переріз1вальНі) 
сили; МХ =Мкр - ~рутний момент; 
Му' М_ - згинальНІ моменти. 

Для зусиль та моментів у пеN 
х рерізі можна дати такі означення: 

ГJ. поздовжня сила N - це сума проек
цій усіх внутрішніх сил, що діють у 

6 перерізі, на нормаль до перерізу 
Рис. 40 (або на вісь стрижня); поперечні 

. .. . . сил~ Qy та Qz ~ ц~ суми .проекціЙ 
УСІХ ВНУТрІШНІХ сил У перерlЗl на ГОЛОВНІ центральНІ ОСІ перерІЗУ у та z 
відповідно; крутний момент Мх (або МКР) - це сума моментів усіх 
внутрішніх сил у перерізі відносно осі стрижня; згинальні моменти Му та 
M - це суми моментів усіх внутрішніх сил у перерізі відносно головнихz 
центральних осей перерізу у та z відповідно. 

Кожне з цих зусиль або моментів, як уже зазначалось, є наслідком взає
модії частинок розсіченого тіла, а тому має подаватись у вигляді двох 
протилежно напрямлених, проте однакових за модулем векторів або мо
ментів (рис. 40, 6). Сукупність величин N, Qy" Qz, ... , прикладених до пра
вого боку перерізу, замінює дію вилученої лівої частини стрижня на пра
ву частину; сукупність зусиль та моментів, що прикладені до лівого боку 
перерізу, визначають дію правої частини стрижня на ліву. 

для практичного обчислення зусиль та моментів у перерізі доводиться 
зважати на таке: N чисельнодорівнює алгебраїчЮй сумі проекцій на вісь стриж
ня (на нормаль до перерізу) всіх зовнішніх сил, що діють на одну з частин 
(ліву чи праву) розсіченого стрижня; Qy - те саме, але на вісь у; Qz - те саме, 
але на вісь:; Мкр :и~льно дорівІ;'ЮЄ алгебраї~Ній сумі Mo~eHтiB відносно o~i 

-стрижня ВСІХ ЗОВНlШНІХ сил, ЩО ДІЮть на одну ІЗ частин (шву чи праву) РОЗСІ
ченого стрижня; Му - те саме відносно осі у; МІ - те саме, але відносно осі z. 
До цього висновку легко дійти, якщо розглянути рівновагу кожної з частин 
розсіченого стрижня. При цьому сума проекцій (або моментів) сил ліворуч 
від перерізу має бути прикладена до правої частини стрижня, і навпаки. 

Отже, метод перерізів дає змогу знайти всі зусилля та моменти в будь
якому перерізі стрижня при дії будь-якого навантаження. для цього треба: 

І) знайти головні центральні осі поперечних перерізів стрижня; 
2) подумки провести поперечний переріз стрижня в тому місці, де тре

ба знайти зусилля та моменти; 

З) визнач~~ти сили N,. Qy' Qz. та .моменти М.КР' Му' М= ~K алгебраї,!ні 
суми проекц!и та моментІВ ЗОВНІШНІХ сил, ЩО ДІЮТЬ на одну ІЗ частин (шву 
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Рис. 41 

чи праву відносно перерізу) розсіченого стрижня (як правило, на ту, де 
проекції та моменти знаходяться простіше). 

Як ілюстрацію до використання методу перерізів розглянемо такий 
приклад: знайти зусилля та моменти в перерізі, ЩО розміщений посере
дині стрижня (рис. 41). 

Оскільки переріз стрижня - це прямокутник, то головними централь
ними осями перерізу мають бути осі симетрії прямокутника. Зусилля та 
моменти в перерізі знаходимо як суми проекцій та моментів сил, що діють 
на ліву частину розсіченого стрижня: 

N= ІОР' Q =р. Q =0' М =0' , у 'І ' КР , 

Му =О; M z =-Рі. 
Неважко перевірити, ЩО, обчислюючи суми проекцій та моментів сил, 

які діють на праву частину стрижня, дістанемо той самий результат. На
приклад, 

І 2 	 1 1М =-10Р--І+Р-=--РІ. 
z 2 15 2 6 

Зусилля та моменти в різних перерізах одного й того самого стрижня 
різні . Графіки (діаграми), що показують, як змінюється внутрішнє зусШUlЯ 
при переході від перерізу до перерізу, називають епюрами. Зазначимо деякі 
правила, ЩО застосовують при побудові епюр: 

1. Вісь (базу), на якій будується епюра, завжди вибирають так, щоб 
вона була паралельна або просто збігалася з віссю стрижня. 

2. Ординати епюри відкладають від осі епюри по перпендикуляру. 
З. Штрихують епюри лініями, які перпендикулярні до бази. 

41 



4. Для зусиль та моментів вибирають певний масштаб . Ординати 
відкладають строго в масштабі . Крім того , на епюрах проставляють числа, 
що показують значення характерних ординат, а в полі епюри в кружку 

ставлять знак зусилля. 

§ 15. Епюри поздовжніх сил 

Поздовжня (осьова) сила вважається додатною, ЯКЩО вона сnричиюоє 
розтягання, та від 'ЄМНОЮ, ЯКЩО спричинює стискання. Зовнішні сили самі 
по собі ні додатні, ні від'ємні, але кожна дає у виразі для N доданок пев
ного знака. 

Як приклад побудови епюр осьових сил розглянемо стрижень (рис. 42), на
вантажений у точках А, В та С зосередженими силами РІ' Р2, Рз уздовж осі. 

Розпочинаючи будувати епюру, стрижень поділяють наділянки.Ділян
КОЮ називають частину стрижня між точками прикладання зосереджених 
сил. Якщо на стрижень діє розподілене навантаження, ділянкою називають 
частину стрижня, на якій розподілене навантаження змінюється за одним 
законом. 

у розглядуваному прикладі дві ділянки - І (А В) та ІІ (ВС). 
Щоб побудувати епюри, треба скласти вирази для осьових сил у довіль

ному переРІЗІ кожної ділянки. 
Виберемо початок координат у крайній лівій точці стрижня; вісь х 

напрямлено вздовж його осі. У довільному перерізі будь-якої ділянки на 
відстані х від початку координат знаходимо осьову силу як суму проекцій 
усіх зовнішніх сил ліворуч чи праворуч від перерізу, що розглядається: 

І ділянка (О ~ х < а) 


ліворуч: N (х) =РІ =2 кН; 

праворуч: N (х) = Р2 - Рз = (5 - 3) кН = 2 кН; 


ІІ ділянка (а < х ~ І) 

ліворуч: N (х) = РІ - Р2 = (2 - 5) кН = - 3 кН; 
праворуч: N (х) = - Рз = - 3 кН. 

Оскільки ці величини не залежать від абсциси перерізу, то в усіх пере
різах ділянки І поздовжня сила N =2 кН, а для будь-якого перерізу ділян
ки ІІ N =-3 кН . Відкладаючи здобуті ординати від осі епюри, будуємо 
епюру N. Зазначимо, що штриховка епюри показує ординати, які відкла

даються. У перерізах А , В та С на епюрі 
_ маємо стрибки, що дорівнюють відповід

P,-ZхН .< -оо" !і р'"3хНх но 2,5 та 3 кН, тобто тим самим силам, які 
с прикладені до стрижня в цих перерізах. 

n Я " 
х -	 кщо на стрижень ДІЮТЬ ТІльки зосере

I---+----.:.~-..j 	 джені сили , то лінії епюри паралельні й осі 
(епюра N складається з прямокутників і має 
стрибки в тих перерізах, де прикладені 

Рис . 42 зовнішні сили). Так, неважко переконати
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ся, що для стрижня, зображеного на рис. 43, епюра матиме такий вигляд, 
як наведено на рисунку. 

Якщо стрижень розміщений вертикально і враховується його власна 
вага , то лінія епюри нахилена до осі (для циліндричного стрижня) або кри
волінійна (для стрижня з розмірами перерізів, що неперервно змінюються). 

Приклад 2. Побудуємо еmору N для східчастого стрижня зурахувШ/f/ЯJI1 його власної 
ваги (рис. 44) . Площа перерізу верхньої частш/U стрижня - F" нижньої- F . Пито
ма вага у, Н/А13 . 	 2 

Початок координат вибираємо в точці А (на рисунку наведено тільки вісь х). По
здовжню силу В будь-якому перерізі знаходимо як суму зовнішніх сил (щоб спочатку 
не визначати реакції в опорі). Тоді для ділянки АВ 

N(x)= - Р - уF,х, (О:О;х:О;а);
для вс 

N(x ) =-Р - yF,a - yFix - а), (а < Х:О; 1). 

Це рівняння похилих прямих , отже, епюра N трапецієподібна . Проте, оскільки 
площі поперечних перерізів на ділянках різні , нахил епюри на ділянках АВ та ВС неод
наковий : 

tg а, =yF, ; tg а2 =yF2. 

При х = / і з другого рівняння знаходимо найбільше за модулем поздовжнє зусилля: 
N =-[Р + yF[a + yFi/ - а)] . Цій самій величині дорівнює й реакція в закріпленні . 

Приклад З. ПобудуЄАIО епюру N для конічного стрижня від його влаCfIOЇ ваги (рис. 45) . 
При будь-якому значенні х осьове зусилля в перерізі дорівнює вазі нижньої відносно 

перерізу частини конуса . Діаметр основи цієї частини 

d
d(x) = ,(І - х) , 

тому 

у rrd3 3N(x) =--2 (І - х) . 
З 4/ 

Звідси випливає, що крива епюри буде кубічною параболою, причому 

d;X)/ _=_ пy~2 (І-х)2/ =О . 
х-І 4/ х=1 


Отже, в нижній точці епюра торкається осі . При х =О 

2

N = yrrd / 
тах 12 
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§ 16. Епюри крутних моментів 

Деформація кручення найбільш поширена у валах. Якщо навантаження 
на прямолінійний стрижень (вал) складається тільки з моментів Мк' пло
щини яких перпендикулярні до осі стрижня, то із шести зусиль та моментів 
у довільному перерізі залишається лише крутний момент МКР' 

~~утрі~JJНій MOM~HT м.КР ~иражаєть~я через зо~нішні Мк: МКр' .у п~
рерlЗ1 ДОРІВнює СУМІ ЗОВНІШНІх моментІВ Мк' РОЗМІщених по один БІК вІД 
перерізу. Якщо стрижень (вал) обtртається рівномірно, то алгебраїчна 
сума всіх Мк дорівнює нулю. Тому при визначенні Мкр матимемо один і 
той самий результат незалежно від того, чи братимемо суму моментів Мк' 
розміщених ліворуч або праворуч від перерізу. 

Крутний момент МКР вважається додатним, якщо при спостеріганні з 
торця вздовж осі розглядуваної частини він намагається обертати переріз 
за годинниковою стрілкою (рис. 46). 

Розглянемо як приклад побудову епюр крутних моментів для трансмі
сійного вала (рис. 47, а). 

Розбиваємо стрижень на ділянки І, ІІ, ІІІ, ІV. Вибираємо початок коор
динат у крайній лівій точці вала. Оскільки тертям у підшипниках нехтуємо, 
то в будь-якому перерізі на ділянці І (О ~ х < а) 

Мкр = О. 

Провівши довільні перерізи зі змінною абсцисою х, на решті ділянок 
вала дістанемо відповідно: 

ІІ ділянка (О < х < 2а); =160 Н . м (ліворуч);Мкр =Мк1 
ІІІ ділянка (2а < х < 3а); Мкр =Мк1 + Мк2 =(160 + 80) Н· м = 

=240 Н . м (ліворуч); 
IV ділянка (3а < х < 5а); Мкр =Мк1 + Мк2 Мкз = 

= (160 + 80 - 300) Н . м = - 60 Н . м (ліворуч); 
Мкр =-Мк4 =-60 Н . м (праворуч). 

Крутний момент на кожній ділянці не залежить від абсциси перерізу , 
тому епюра крyrних моментів має вигляд трьох прямокyrників (рис. 47, 6). 
У перерізах, де прикладені зосереджені зовнішні моменти Мк' утворюють
ся стрибки на значення цих моментів. Зазначимо, що в місці стрибка крутні 
моменти не визначають. Їх обчислюють на нескінченно близьких відстанях 

ліворуч та праворуч від стрибка. 
Побудована епюра (рис. 47, 6) по

казує, що хоч до вала й прикладеН0 
момент Мк3 =300 Н . м, проте най
більший крyrний момент у перерізі 
дорівнює лише 240 Н . м.Цезначення 
й треба використовувати при розра

Рис. 46 хунках на міцність та жорсткість. На
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прями крyrних моментів у перерізах найбільш навантаженої частини вала _ 
ділянки ІІІ - зображено на рис. 47, 8. 

На практиці часто задаються не моменти МК' Н . м, прикладені до дис
ків (шківів або зубчастих коліс), а потужності К, Вт, що передаються на 
них або знімаються з них, та частота обертання вала n. Установимо за
лежність між цими величинами. 

Як відомо з курсу теоретичної механіки, момент здійснює роботу на 
куті повороту. Позначивши кутову швидкість вала оо, знайдемо, що за час 
! диск обернеться разом із валом на кут ОО!, рад: 

ОО! = ПП! 
30 ' 

і моментМк здійснить роботу 

А = М ОО! = Пп М ! 
к 30 к' 

де А - робота, Дж; Мк - момент, Н . м; n - частота обертання, хв-І; !_ 
час, с. 

Тоді потужність (робота за 1 с) УІ • І 
А nпMK

К=Т=ЗО' 
Звідси випливає, що 

К
Мк = 9,549- , (3.1) 

n 
де К - потужність, Вт. 

Раніше в технічній літературі викорис
товувалася позасистемна одиниця потуж

ності - кінська сила (1 к. С. "" 736 Вт). б 

Якщо потужність, що передається або 
знімається, дорівнює N, к. С., то К=736 N 
і з виразу (3.1) ~ 

N N в 

Мк =9,549·736-=7028,8- (3.2) 
Рис. 47n n 

Рис. 48 
в 

45 



8 

Приклад 4. ПобудУЄА1О епюру крутних А/ОЛlент;в для бруса, який наваllтажено за 
ехеА/ОЮ (рис. 48, а). 

Легко побачити, що навантаження, яке діє на стрижень, еквівалентне розподіле
ним крутним моментам тк (рис. 48, б) інтенсивністю qb, Н . мІм. 

Брус має лише одну ділянку, в довільному перерізі якої 

Мкр (х) = -';'~ = -qbx, (О ~ х ~ О ; 

Мкр(О) = О; Мкр(Т) = -qbl. 

У результаті матимемо трикутну епюру (рис. 48, в), причому Мкр тах = - qbl при х = І . 

§ 17. Балки та їхні опори 

Балками назuватимемо прямолінійні стри;нсні, що працюють на згинан

ня. В опорі матеріалів термін «балка» значно ширший , ніж у звичайному 
використанні цього слова: з точки зору розрахунків на міцність, жорст
кість та стійкість балкою є не тільки будівельна балка, а також і вал, болт, 
вісь залізничного вагона, зуб шестерні тощо. 

Спочатку обмежимося побудовою епюр для найпростішого випадку зги
нання балок, при якому всі задані навантаження діють в одній площині, що 
називається силовою (на рис. 49, а - площина П), причому ця площина збі

гається з однією із головних площин балки. Та
кий випадок називатимемо плоским згинанням*. 

На розрахунковій схемі балку прийнято зам
іняти їі віссю (рис. 49, 6). При цьому всі наван
таження, природно, зводитимуться до осі балки, 

х а силова площина збігатиметься з площиною 

рисунка. 

Як правило, балки мають ті чи інші опорні 
пристрої - опори. Конструктивні форми опор 

а дуже різноманітні. Для розрахунку Їх схемати
зують у вигляді трьох основних типів опор: 

а) шарнірно-рухома опора (рис. 50, а), в якій 
може виникати тільки одна складова реакції
RА' що напрямлена вздовж опорного стрижня;

2 
б) шарнірно-нерухома опора (рис. 50, 6), в 

Рис. 49 якій можуть виникати дві складові - вертикаль
на реакція RА та горизонтальна реакція НА; 

11" 

т ;/ ааа tг RA 
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НАt~A r ~ ~ ааа 
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Рис. 50 

*Детально плоске згинання розглядається в § 60. 
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Рис. 51 
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Рис. S2 

в) затиснення (жорстке затиснення або закріплення), де можуть бути 
три складові - вертикальна RА і горизонтальна НА реакції й опорний момент 
МА (рис. 50, в). 

Усі реакції та моменти вважаються прикладеними в точці А - центрі 
ваги опорного перерізу. 

Балка, яку наведено на рис. 51, а, називається простою, або одноnрого
новою, або двохопорною, а відстань І між опорами - прогоном. 

Консоллю називається балка, яка жорстко закріплена одним кінцем і 
не має інших опор (див. рис. 49, 6), або частина балки, що звисає за опори 
(частина балки ВС на рис. 51, б; частини АС та BD на рис. 5~, в). Балки, 
які мають частини, що звисають, називаються консольними (рис. 51, б, в). 

Як відомо, для плоскої системи сил можна скласти три рівняння ста
тики для визначення невідомих реакцій. Отже, балка буде статично визна
чувана, якщо кількість невідомих опорних реакцій не перевищуватиме 
трьох; у противному разі балка статично невизначувана. Очевидно, що 
балки, зображені на рис. 49 та 51, статично визначувані. 

Балка, зображена на рис. 52, а, називається нерозрізною і є статично 
невизначуваною, оскільки має п'ять невідомих опорних реакцій: три в 
опорі А і по одній в опорах В та С. Поставивши в перерізі балки шарніри, 
наприклад, в точках D і Е (рис. 52, 6), матимемо статично визначувану 
шарнірну балку, бо кожний такий проміжний шарнір до трьох основних 
рівнянь статики додає одне додаткове рівняння: сума моментів відносно 
центра шарніра від усіх сил, розміщених по один бік від нього, дорівнює нулю. 

Побудова епюр для статично невизначуваних балок потребує вміння 
обчислювати деформації, а тому обмежимося поки що виключно статич
но визначуваними балками. 

§ 18. Визначення реакцій 

Способи визначення опорних реакцій вивчають у курсі теоретичної 
механіки. Тому тут зупинимося тільки на деяких практичних питаннях. 
Для цього розглянемо просту балку (див. рис. 51, а). 
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1. Опори позначають літерами А і В. Три невідомі реакції дістають з 
таких рівнянь рівноваги: 

а) сума проекцій усіх сил на вісь балки дорівнює нулю: 

LX=O, 
звідки знаходять НА; 

б) сума моментів усіх сил відносно опорного шарніра А дорівнює нулю: 

LMA =0, 
звідки знаходять RB ; 

в) сума моментів усіх сил відносно шарніра В дорівнює нулю: 

LMB=O, 
звідки знаходять RА' 

2. Для контролю можна використовувати умову рівності нулю суми 
проекцій всіх сил на вертикаль: 

LY=O 

або умову рівності нулю суми моментів усіх сил відносно будь-якої точки 
С, щО відрізняється від точок А і В, тобто 

LMc=O' 

Умовою L У=О користуватися простіше, проте вона дає надійну пере
вірку тільки тоді, коли на балку не діють зосереджені моменти. 

3. Перш ніж скласти рівняння рівноваги, потрібно вибрати (довільно) 
напрями реакцій і зобразити їх на рисунку. Якщо внаслідок розрахунку 
яка-небудь реакція буде від'ємною, треба на рисунку поміняти й напрям 
на обернений і надалі вважати цю реакцію додатною. 

4. Здебільшого навантаження перпен
дикулярні до осі балки. Тоді НА = О, і 
рівнянням LХ =О не користуються. 

5. Якщо на балку діє розподілене на
вантаження, то для визначення реакції їі 
заміняють рівнодійною, яка дорівнює 
площі епюри навантаження й прикладе
на в центрі ваги цієї епюри. 

Приклад 5. Визначимо опорні реакції балки (рис. 53). 
Передусім дістаємо рівнодійні РІ та Р2 навантажень, розподілених на ділянках 

АСта СВ: 

РІ =20 · 2 =40 кН; Р2 =1.. 20 · з =ЗО кН. 
2 

Сила РІ прикладена в центрі ваги прямокутника, а Р2 - У центрі ваги трикутни
ка. Визначаємо реакції: 

'ЕМА =60 . І + 40 . І + зо . з + 50 - Rв . 5 =О; Rв =48 кН; 

'ЕМв =RА . 5 - 60 . 4 - 40 . 4 - зо . 2 + 50 =О; RА =82 кН. 

П-еревірка: 
'ЕМс = 82 . 2 - 60 . І - 40 . І + зо . І + 50 - 48 . З = О. 

Рис. 53 

§ 19. Поперечні сили і моменти в перерізах балки 

При плоскому згинанні все навантаження зосереджене в головній пло
щині стрижня ху (див. рис. 49, а), тому воно не дає проекцій на вісь z та 
моментів відносно осей х і у. Отже, в будь-якому перерізі балки 

Qz =Мх =Мкр =Му =О, 

і не є нульовими тільки три величини: N, Qy та M . Надалі позначатимеz
мо Їх N, Q та М. Ці зусилля діють також у перерізах елементів рам та 
криволінійних стрижнів. У балках при навантаженні, перпендикулярно
му до осі балки, поздовжня сила також дорівнюватиме нулю. Тому на
далі вважатимемо, що в будь-якому перерізі балки можуть бути два 
внутрішніх зусилля: поперечна сила Q та згинальний момент М. 

Установимо такі правила знаків для Q і М у балках: 
1) поперечна сила Q у перерізі додатна, якщо ії вектори намагаються 

обертати частини розсіченої балки за годинниковою стрілкою (рис. 54, а); 
2) згинальний моментМуперерізі додатний, якщо він спричинює стискан

ня у верхніх волокнах балки, і напрямлений так, як зображено на рис. 54, а. 
Від'ємні напрями Q та м наведено на рис. 54, б. 
Для практичних розрахунків можна рекомендувати таке. 
1. Якщо зовнішня сила намагається повернути балку відносно розгля

дуваного перерізу за годинниковою стрілкою, то у виразі для Q в цьому 
перерізі вона дає додатний доданок. Так, реакція RA (рис. 55, а) нама
гається повернути балку відносно перерізу С за годинниковою стрілкою, 
а сили Р та R - проти. Тому поперечна сила в перерізі С 

QC=PA -Р, 
або 

Qc =-Рв. 

2. Якщо зовнішнє навантаження створює відносно розглядуваного 
перерізу момент, який спричинює стискання верхніх волокон балки, то у 

а 

Ij
х 

х 

ІР ~ а 
Ч?-::~----

...- 'б 
х 

~ --B~~f~ 
б 

Рис. 54 Рис. 55 
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виразі для М у цьому перерізі воно дає додатний доданок. Найпростіше 
з'ясувати знак М для консолі. Так, на двох верхніх консолях, наведених 
на рис. 56, а, навантаження відгинає балку вгору; стиснутими будуть верхні 
волокна, тому згинальний момент додатний. На рис. 56, б стиснуті нижні 
волокна, і М < О. 

у більш складних випадках (див., наприклад, рис. 55) можна уявити, 
що балка звільнена від усіх опор і затиснута в розглядуваному перерізі. 
Тоді вона перетворюється на дві консолі. Потрібно розглядати ліву кон
соль, якщо згинальний момент визначається як сума моментів сил, розмі
щених ліворуч від перерізу (рис. 55, 6). Тоді 

Ме = М(х) = RAx - Р(х - а). 

Якщо М визначається як сума моментів сил, розміщених праворуч від 
перерізу (рис. 55, в), то 

Ме = М(х) =Rb(l-х) - М. 

§ 20. Побудова епюр Q і М У балках 

Розглянемо порядок побудови епюр Q та М для найхарактерніших 
випадків навантажування балок. 

Зосереджена сила на вільному кінці консолі (рис. 57). Балка має лише 
одну ділянку . Початок координат вибираємо в крайній лівій точці А бал
ки, вісь х напрямляємо вздовж осі балки праворуч. 

Визначимо Qта М у довільному перерізі з абсцисою х. Праворуч від 
перерізу, що розглядається, діє тільки одна сила Р, тому 

Q(x) =Р; М(х) = - Р . КВ =- P(l- х) . 

Із цих рівнянь випливає, що поперечна сила однакова в усіх перерізах 
балки, тому епюра Q має вигляд прямокутника. Функція М(х) лінійна. 
Для побудови їі епюри (графіка) досить знайти дві точки - на початку та 
в кінці ділянки: 

при х =О (переріз А) МА =-Рl; 

при х = І (переріз В) Мв=О. 

За цими даними будуємо епюру М. Зазначимо, що додаткові ордина
ти епюр Qта М відкладаються вгору від бази . 

На рис. 57 штриховою лінією АВ] зображено балку в деформованому 
стані . Як бачимо з рисунка, стиснутими є нижні волокна балки. Якщо 
сумістити базову лінію епюри згинальних моментів з віссю балки, то епюра 
М буде мовби побудованою на стиснутих волокнах. 

Рівномірно розподілене навантаження інтенсивністю q, НІм, на консолі 
(рис. 58). Поперечну силу та згинальний момент у довільному перерізі К 
визначатимемо як наслідок дії розподіленого навантаження ліворуч від 
перер1ЗУ: 

Q(x) = - q. АК = - qx; 

2q.AK2 _ qx
M(x)=-q·АК ·LK = 2 - - -2

Отже, поперечна сила Q(x) змінюється за законом прямої лінії, а зги
нальний момент М(х) - за параболічним законом. Для побудови епюри 
Q визначаємо ординати в двох точках: 

при х =О QA = О; 

при х = І QB =-ql 

і проводимо пряму. Враховуючи, що епюра М криволінійна, для її побудо
ви знаходимо ординати в трьох точках: 

при х = ОМА = О; 
/ /2

при Х=2 Ме =-;--; 
_ qz2

прих-/ МВ= -Т 

і проводимо через добуті три точки криву. Це й буде епюра М. 
Навантаження інтенсивністю q, НІм, рівномірно розподілене по всій 

довжині прогону двохопорної балки (рис. 59). У цьому разі треба спочатку 

~ IJ 

І 11111111 1 1110............... І ['ТГТl-ГГ-Г--

ql 

~~ Т 
Рис. 58 Рис. 59 
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визначити опорні реакції. Рівнодійна всього розподіленого навантажен
ня дорівнює q/, і лінія й дії проходить через середину балки. Тому 

ІМв =RA' - q//2 = О; ІМА = RB / - q//2 = О, 
звідки RA =RB =ql/2. 

Обчислюючи поперечну силу і згинальний момент у довільному пе
рерізі К як наслідок дії сил ліворуч від перерізу К, матимемо 

q/ .
Q(x)= R A -qx = T - qx, 

M(x)=RAx - qх~=q/ x _ 
qx2 

. 
2 2 2 

Очевидно, що епюра Q буде прямолінійна, а епюра М - параболічна. 
Для побудови епюр дістаємо: 

ql ql
Q(O)=T; Q(Z)= - T; М(О)=О; 

2 2 2 
М (і) = q' і -~ = ~. М (І) = q' , -~ = О. 

2 22 8 8' 2 2 

Щоб визначити екстремальне значення згинального моменту, прирів
няємо до нуля похідну від згинального моменту М(х) по абсцисі х перерізу: 

dM(x) = q' -qх=О' 
dx 2 ' 

звідси х = l/ 2. 

Оскільки друга похідна 

d 2M(x) 
2 =-q,

dx 
тобто від'ємна, то в перерізі балки при х =1/2 згинальний момент буде 
максимальний: 

=M(l/ 2) =q12/ 8.МтаХ 
Епюри Q та М наведено на рис. 59. 
Зосереджена сила Р, прикладена до двохопорної балки (рис. 60). Перед

усім знайдемо опорні реакції: 

ІМв= RAI - РЬ =О ; R A =Pb/l; 

ІМА =Ра - RBI =О; RB =Pa/l. 

у цьому разі маємо на балці дві ділянки. 

З~аходимо Q T~ М У ~овільному перерізі К , l/ І а ІР ЬІ 
РОЗМІщеному на ДІЛянЦІ А С (О ~ х ~ а): . 

х 

Q(x) = =РЬ/ /.RA 

Отже, в усіх перерізах ділянки поперечні сили 


однакові й епюра Q має вигляд прямокутника . 


Згинальний момент М(х) змінюється за 
 ® 
лінійним законом: rlllllll~'llllllglllllllj ~a 

РЬ
М(х ) = RAx = -І-Х' 

ДЛЯ побудови епюри визначимо ординати 

на межах ДІЛянки : 

РIIС.60при х =ОМА =О ; 

при х = аМе = Pab/l. 

у довільному перерізі К2 на ділянці СВ (а ~ х ~ /), розглядаючи дію сил, 
розміщених праворуч від нього, дістанемо 

Q(x)= -RB =- ~a; М(х)= RB ·К2В = ~a (Z - х). 
До такого самого результату можна дійти, розглядаючи дію сил , роз. . 

МІщених ЛІворуч: 

Q(x) =R A - Р; М(х) =R A . АК2 - р. СК2 . 

Епюра Q на ділянці СВ, як і на ділянці А С, має вигляд прямокутника. 
Для побудови епюри М знайдемо значення ординат моментів у перерізах 
СтаВ: 

при х = а Ме = - РІа (і-а)= РаЬ . 
/ ' 

при х = І = О .МВ 
у результаті дістанемо епюри, які наведено на рис. 60. Вони показують, 

що при х = а функція Q(x) розривається і на епюрі Q має місце стрибок, 
що за модулем дорівнює зовнішній силі Р у цьому перерізі : 

РЬ Ра _ Р(а+Ь) _ РІ _ р . 
/+/- І -,- ' 

на епюрі М у цьому перерізі є перелом (кутова точка). 
Зосереджений момент у прогоні двохопорної балки (рис. 61). Знаходи

мо опорні реакції, напрямляючи Їх угору : 

ІМв= RAI + МІ =О; ІМА= RBI - МІ =О ; 
звідси 

RA =-МІ/І; RB =МІ//. 
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Ij Змінюємо напрім RА на обернений. По

мітивши на ділянк~х А С і СВ довільні перерізи 
К) і К?., запишемо рівняння для функцій Q(x) 
таМ(х): 

для ділянки А С(О ~ х ~ а) 

М М 
Q(x)=-RA =-т; M(x)=-RАх=--fХ; 

для ділянки СВ(а ~ х ~ l) 

! 

' Х 

~' "~I' fИ!!!!!!JI1"'"'-1 ®""ЧІ ііі' Q(x)=-RB =- ~) ; 
НІй 
-[-

M(x)=-RB ·К2В=- ~) (І-х).
Рис. 61 

На підставі цих рівнянь будуємо епюри Q 
та М. Епюра Мрозміщена частково під віссю, частково над віссю. Оскіль
ки вона побудована на стиснутих волокнах, бачимо, що на ділянці -А С 
стиснутими є нижні волокна, а на ділянці СВ - верхні. Цьому відповідає 
зображена штриховою кривою деформована вісь балки. У тому перерізі, 
де згинальний момент змінює знак, на осі буде точка перегину. 

Неважко бачити, що 

tg а = tg ~ = М)/І, 

а тому прямі на епюрі М на ділянках А С та СВ паралельні. 
Звернемо увагу на те, що там, де прикладений зовнішній момент (пере

різ С), на епюрі Q ніяких змін немає, функція М(х) розривається, а на 
епюрі М має місце стрибок, що дорівнює значенню зовнішнього моменту. 
у тому разі коли момент прикладений в опорному перерізі, на підставі 

наведених вище формул при а = О дістанемо епюри, які зображено на
""' рис. 62. 

Зосереджені моменти на опорах ОДНОПРОГОНО80Ї балки (рис. 63). Знахо
димо опорні реакції: 

"'.іМв =RAI+M-M=O; RA =0; 

"'.iMA=-Rвl+М-М=О; RB=O. 

r-------'--~I® 
ІІІІІІІІІІІІІІЛІІІІІІІІІІІІІ'@ 

Рис. 62 Рис. 63 

Тоді для довільного перерізу на відстані х від лівої опори 

Q(x) = RА =О; М(х) =М=const. 

Отже, в будь-якому перерізі Q =О, а згинальний момент однаковий по 
всій довжині балки. Таке згинання балки має назву чистого згинаllНЯ. 

§ 21. Диференціальні залежності при згинанні. 

Деякі особливості епюр Q і М 


Визначимо деякі характерні особливості епюр поперечних сил Q та 
згинальних моментів М, знання яких полегшує побудову епюр і дає змогу 
певною мірою контролювати правильність Їх. 

Розглянемо балку з довільним навантаженням (рис. 64, а). Розподіле
не навантаження вважатимемо додатним, напрямленим вгору (таке на
вантаження дає додатну складову для згинального моменту в будь-якому 
перерізі). 

Виділимо на ділянці, де немає зосереджених сил і моментів, малий еле
мент 0)02' Він перебуває в рівновазі під дією зовнішнього навантажен
ня, поперечних сил та згинальних моментів у перерізах О) і 02' розміще
них на відстані dx один від одного (рис. 64, 6). Оскільки взагалі Q і М 
змінюються вздовж осі балки, то в перерізі О) маємо Q(x) і М(х), а в пе
рерізі 02 маємо Q(x) + dQ і М(х) + dM. Для виводу, як завжди, будемо їх 
вважати додатними. З умови рівноваги виділеної елементарної ділянки 
балки завдовжки dx дістанемо 

"'.іУ = Q + qdx - (Q +dQ) = О; 

'іМО2 =М +Qdx+qdx~ -(М +dM)=O. 

Перше рівняння дає умову 

dQ 
dx =q. (3.3) 

Із другого рівняння, нехтуючи членом qdx(dx/2) другого порядку малості, 
знайдемо 

dM =0. (3.4)
dx 

_ , OP'~"x ~~ aiffIП
_ )( . rjx 

а 

Q 

86 

Рис. 64 
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Рис. 65 Рис. 66 

На підставі формул (3.3) і (3.4) матимемо 

d 2M
-2-=q· (3.5) 
dx 

Якщо на ділянці, яку розглядаємо, крім розподіленого навантаження 
діє розподілений момент m, Н . мІм (рис. 64, в), формула (3.4) набирає 
вигляду 

dM =Q+m; (3.6)
dx 

при цьому формули (3.3) і (3.5) залишаються без змін. 
Співвідношення (3.3) - (3.6) називають диференціальними залежностя

ми при згинанні. 

Аналіз прикладів § 20 і добуті диференціальні залежності дають змогу 
встановити деякі особливості епюр поперечних сил та згинальних мо
менТІВ. 

1. На ділянках, де немає розподіленого навантаження, епюри Q окрес
люються прямими, паралельними базі, а епюри М у загальному випадку
похилими прямими (рис. 65). 

2. На ділянках, де до балок прикладене рівномірно розподілене наван
таження q, епюра Qобмежується похилою прямою, а епюра М - квадра
тичною параболою (рис. 66). Оскільки епюру Q будуємо на стиснутих 
волокнах, то опуклість параболи звернена в бік , протилежний напряму 
дії навантаження q (рис . 67, а, 6). 

3. У перерізах, де Q =О, дотична до епюри М паралельна базі епюри 
(рис. 66, 67). 

4. На ділянках, де Q > О , момент М зростає, тобто зліва направо до
датні ординати епюри М збільшуються, а від'ємні - зменшуються (див. 
рис. 65, 66, ділянки А С та ВЕ); на ділянках, де Q < О, момент М змен
шується (див. рис . 65 , 66, ділянки CD та DB) . 

5. У перерізах , де до балки прикладені зосереджені сили: 

і j ,І) 
І Q І 

, '"'''' , І) (І, jj lІаll 
" " , ' " ",..со "о;;,,@ !I~@ (І І і t І і +) 

... ,І"""І""І",.@ 

а б 
Рис. 67 Рис. 68 

" ' , Ч" , " , "І" І_ IliiliOv:.;Jrfri' 

F а б 

Рис. 69 Рис. 70 

а) на епюрі Qбудуть стрибки на значення прикладених сил у напрямі їх
ньої дії (на рис. 65 та 66 ці стрибки зображено товстими лініями зі стрілками); 

б) на епюрі М будуть переломи (рис. 68), причому вістря перелому 
напрямлене проти дії сили (див. також перерізи С, D та В на рис. 65 та 
переріз В на рис. 66). 

6. у перерізах, де до балки прикладені зосереджені моменти, на епюрі 
М будуть стрибки на значення цих моментів (на епюрі Q змін не буде). 
Напрям стрибка залежить від напряму зовнішнього моменту (рис. 69). 
Вітки епюри до стрибка і за ним паралельні. Так, на рис. 69 АВ 11 CD 11 EF 
(див. також рис. 61 та 70, а). Зазначимо, що це не стосується випадку, 
коли в одній точці прикладені сила і момент (рис. 70, 6), - сила спричи
нює перелом і порушує паралельність . 

7. Якщо на кінці консолі або в кінцевій опорі 
до балки при~а:дений зосер~джений MOMe~T, то м;p-п-q. ~ 
в цьому перерІЗІ згинальнии момент ДОРІВнює f' 

зовнішньому моменту (рис. 71, перерізи В та С) . 
Якщо у кінцевій шарнірній опорі або на кінці 
консолі балка не навантажена зовнішнім момен
том, то в них М =О, що відбувається найчастіше 
(див. рис. 65 і 66, перерізи А та Е). Рис. 71 
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8. Епюра Qє діаграмою похідної від епюри моментів. Отже, ординати 
епюри Qпропорційні тангенсу кута нахилу дотичної до епюри М. 

ДЛЯ обrpунтування зазначених властивостей епюр розглянемо таке. 

Якщо немає розподіленого навантаження, то 

dQ 
dx =q =0. 

Інтегруючи, дістанемо 

Q(x) = СІ =const. (З.7) 

Отже, dM-=Q=CIdx ' 
ЗВІДки 

М(х) =СІх + С2 . 	 (З.8) 

Рівняння (З.7) та (З.8) доводять властивість 1, оскільки для функції (З.7) 
графік матиме вигляд горизонтальної прямої, а для функції (З.8) - в за
гальному випадку - похилої прямої (якщо СІ "* о). Аналогічно доводиться 
й решта властивостей. 

Зазначимо, однак, що поява стрибків на епюрі Q пов'язана із введенням 
умовного поняття про зосереджену силу. Як уже зазначалося, зосередже

ною силою вважатимемо навантаження, розподілене на невеликій довжиН!. 
Якщо завантажити балку таким дійсним навантаженням, то ніяких стрибків 
на епюрі Q та переломів на епюрі М не буде (рис. 72). Це зауваження має 
відношення також і до дії зосередженого зовнішнього моменту. 

Розглянемо більш складні побудови епюр Qта М. 

Приклад 6. Побудуємо епюри Q та М для простої балки, HaeaHmaJlCeHOЇ за схемою, 
яку наведено на рис. 73. 

Перш за все визначимо опорні реакції. Рівнодійна всього розподіленого наванта
ження дорівнює ql/2 і проходить через центр ваги вантажної епюри, який віддалений 

на 1I3 від правої опори. Тому 
ql І 	 ql2

ІМв =RAI---=O· ІМА =RBI---I=O 
2 3 	 ' 2 3 ' 

звідки 

R A = ql/6; = ql/3 . R B 

Поперечну силу та згинальний момент у довільному перерізі К знайдемо як наслі
док дії сил, розмішених ліворуч від перерізу К, - реакції RА та рівнодійної розподіле
ного навантаження (1/2) q(x)x. З подібності трикутників 

q(x) =qx/I. 
Тому 

ql qx2
. q/ qx3 

Q(x)=--- М(х)=--х--.
6 2/ ' 6 6/ 

Із цих рівнянь видно, шо епюра Qокреслена квадратичною параболою, а епюра М 
кубічною. Для побудови їх визначимо ординати в характерних точках : 

ql
при х 	= О QA ="6 ; 

-І Q _ ql.
прих- в--з, 

q 
А 

1""'/11"""'111'1'1'1""'" ~®
"ЧJ 1011 

/11'11/1\ ")1'N @11 іІІ ІІІ 11111 іі 11.11 

РИС. 72 	 РИС. 73 

ql qхб 	 z .
Q =Опри - --=0 тобто при хо= г.:'

6 2/ ' ,,3 

dQ __ qx =0. при х = О 
dx - / 

Отже, епюра Q має такий вигляд, як показано 
на рис. 73, причому в перерізі А(х = О) дотична 
до епюри Q паралельна осі. 

Далі, 

при х = ОМА = О; 

при х = ІМв = о. 

При х = хо = //J3 похідна 
2 

dM = q/ _ qxo =Q(xo} 
dx 	 6 2/ 

перетворюється на нуль, а 

( d2M) (qx) ql ш2 х=/Fз = - т х=/ІFз = - J3 < о. 

50/(Нм 

LtO 
Отже, у перерізі х = хо = І/J3 маємо макси РИС. 74 
мум М, причому 

М 	 =q/ -.L _!L(-.L)3 =~ 
тах 	 6 J3 6/ J3 ·9JЗ

Приклад 7. Побудує.мо епюри Qта М для балки, яку наведено на рис. 74. Визначимо 
опорні реакції: 

ЕМА =30·2,6·0,7 - 50 - R B · 2,5 + 40 ·3,5 = О; R = 57,8 кН;
B 

ЕМв = - 30 . 2,6 . 1,8 + RA ·2,5 - 50 + 40 . І =0; R = 60,2 кН.
A 
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Перевірка: 


L У = 60,2 - 30 . 2,6 + 57,8 - 40 = 118,0 - 118,0 = о. 


Балка має п'ять ділянок. У довільних перерізах кожної з них записуємо вирази для 
Q і М, перевіряючи при цьому, ЧИ виконується рівність Q = dM/dx, та обчислюємо Q 
і М У характерних перерізах. 

Для ділянки FA(O -;:; х -;:; 0,6 м) 


2 

Q(x)= - 30x; м(х)=_30; ; QF = Q(O) = О; МF = М(О) = О; 


30·0,62
QАлів =Q(O,6)=-30·0,6 kH= -18,ОкН; МА =M(O,6)=--2-кН . м = -5,4 кН · м. 

Для ділянки АЕ(О,6 м ~ х ~ 1,6 м) 
2 

Q(x) = -30х + 60,2; М(х) = _30; +60,2(х-О,6); 


QA =Q(O,6)=(-30·0,6+60,2) кН=42,2 кН. 

пр J30 ·062МА =М(О,6)= - -2-'-+0 kH·m=-5,4 кН·м;( 

QE=Q(I,6)=(-30·1,6+60,2) кН=12,2 кН; 

30.1 62 ]МЕ. =М(I,6)= ---'-+60,2(1,6-0,6) кН·м=21,8 кН·м. 
ЛІВ [ 2 

Для ділянки ED (1,6 м ~ х ~ 2,6 м) 

2 


Q(x) = -30х+60,2; М (х) = - 30; +60,2(х-О,6)-50; 

QE=Q(I,6)=(-30·1,6+60,2) кН=12,2 кН; 

30.1 62 ]МЕ =М(I,6)= ---'-+60,2(1,6-0,6)-50 kH·m=-28,2 кН·м; 
пр [ 2 

QD=Q(2,6)=(-30·2,6+60,2) кН=-17,8 кН; 

30 ·262 ]MD =M(2,6)= --2-'-+60,2(2,6-0,6)-50 kH·m=-31 кН·м.[ 

Для ділянки DB (2,6 м -;:; х -;:; 3,1 м) 

Q(x) = (- 57,8 + 40) кН = - 17,8 кН; 


М(х) = 57,8(3,I - х) - 40(4, I - х) = - 17,8х + 15,2; 


МD = М(2 , 6) = (- 17,8 . 2,6 + 15,2) кН . м = - 31 кН· м; 


= М(3 , 1) = (- 17,8·3,1 + 15,2) кН· м = -40 кН · м.МВ 
Для ділянки ВС(3,1 м ~ х ~ 4,1 м) 

Q(x) =40 кН; М(х) =-40(4, I - х); 


Мв = М(3,1) = -40(4,1 - 3,1) = -40 кН· м; 


Ме = М(4 , 1) = -40(4,1- 4,1) = о. 


Побудувавши за цими даними епюру Q, бачимо, шо в деякому перерізі хо на ділянці 
ED зусилля Qдорівнює нулю, а отже, там дотична до епюри М буде горизонтальною. 
Для побудови епюри М потрібно ще об'IИСЛИТИ ординату м(хо). Скориставшись ви

разом для Q(x) на ді!lянці ED, знаходимо хо з умови 

Q(xo) = -30хо + 60,2 = О, 


звідки 


60,2 М = 2,01 м.
хо =--зо 


Тоді 


30·2012 ]м(хо)= - .; +60,2(2,0 1-0,6)-50 кН·м =-25,7 кН·м.[ 

За здобутими даними будуємо епюру М. 

Розглядаючи епюри Q, Мта навантаження на балку з точки зору загальних власти

востей епюр, виявляємо, що побудовані епюри не містять принципових помилок: на
приклад, усюди, де Q > о, момент М зростає, а там, де Q < о, - зменшуєт»ся; в пе

рерізі Е на епюрі М має місце стрибок на значення 50 кН· м; У перерізах FTa С момент 
М =О і т. Д. 

Приклад 8. Побудуємо епюри Q та М для UЮр1lір1l0Ї балки, lІаванта:женої за схе

мою, яку наведено на рис. 75. 
Ця балка має чотири невідомі складові 

опорних реакцій - МА' НА' КА та R E. На i(,fВ.. ,С .....t 1. F('OKH 
явність проміжного шарніра в точці С додає 

одне додаткове рівняння статики і перетво
рює балку на статично визначувану шарнір
ну . Визначимо опорні реакції: 

кН 

LX= НА = о . 

ІМе = 20 ·5,5-RE · 4+60 ·2, 5 = О; RE =65 кН; 
пр 

ІУ = RA -40-60+65-20 = О; = 55 кН;RA 

І Ме =-МА +55·2-40·1 = О; МА=70кН·м. 
лjв Рис. 75 

Перевірка: 

ІМF = -70+55· 7,5-40·6,5-60·3+65·1,5 = О . 

Тепер звичайним способом будуємо епюру поперечних сил Q, а потім визначаємо 
згинальні моменти в характерних перерізах: 

МА = - 70 кН · м; Мв = (- 70 + 55·1) кН· м = - 15 кН· м; 


МD = (-20 . 3 + 65 . 1,5) кН . м = 37,5 кН . м; 


МЕ = - 20 . 1,5 кН . м = - 30 кН . м; МF = о. 


Користуючись цими даними, будуємо епюру М. 

Слід звернути увагу на те, шо на епюрі М у перерізі, де розміщено проміжний 
шарнір, згинальний момент завжди дорівнює нулю. 

Іноді можна будувати епюри, не складаючи виразів для Qта м у довіль
них перерізах ділянок. Досить лише обчислити величини Q та Му харак
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терних перерізах. Для цих випадків можна рекомендувати такий порядок 
побудови епюр: 

1. Знайти опорні реакції (для консолі Їх можна не знаходити). 
2. За стрибками та нахилами, йдучи вздовж балки, обов'язково зліва 

направо, побудувати епюру Q(ніяких записів для цього робити не треба) . 
3. Знайти характерні перерізи балки, тобто ті , в яких прикладені зо

середжені сили та моменти, розпочинається або закінчується розподілене 
навантаження, а також ті , в яких Q перетворюється на нуль. 

4. Визначити в характерних 'перерізах моменти і за знайденими ордина
тами побудувати епюру М. При цьому слід керуватися загальними власти
востями епюр, а для консольних ділянок балок доцільно використати 
відомі для них епюри (див. рис. 57 і 58). 

§ 22. Побудова епюр внутрішніх зусиль ДЛЯ рам 

Рамами називають системи, які складаються з nрш.юлініЙних стрижнів, 
з'єднаних жорсткими вузлами. Вертикально розміщені стрижні рами на
зивають стояками, горизонтальні - ригелями. Жорсткість вузлів виклю
чає взаємний поворот скріплених стрижнів, тобто у вузлових точках кути 
між осями з'єднаних стрижнів залишаються незмінними. 

Вісь рами є ламаною лінією, а кожний прямолінійний елемент рами 
можна розглядати як балку. Тому щоб побудувати яку-небудь епюру для 
рами, треба побудувати й для кожної окремої балки , що входить до скла
ду рами. На відміну від звичайних балок у перерізах стрижнів рами, крім 
згинальних моментів М і поперечних сил Q, як правило, діють ще поз
довжні зусилля N. Отже, для рам доводиться будувати епюри N, Q та М. 

ДЛЯ N та Q зберігаються раніше введені правила знаків: 
N > О, якщо поздовжня сила спричинює розтягання; 
Q > О, якщо її вектори намагаються обертати частини розсіченоїрами 

(відносно точок, близьких до перерізу) за годИllllUковою стрілкою. 
Для згинальних моментів спеціального правила знаків не встановлю

ють, а при складанні виразів для М(х) вибирають за власним розсудом 
який-небудь момент додатним. 

Вирази для N(x) , Q(x) та М(х) записують дуже рідко - здебільшого 
для тих ділянок, де діють розподілені навантаження. Найчастіше просто 
обчислюють значення N, Q та м у характерних перерізах (на межах діля
нок та в екстремальних точках), а потім проводять лінії епюр, зважаючи 
на їхні властивості, про які йшлося в § 21. 

Ординати епюр, як і завжди, відкладаємо перпендикулярно до осей 
стрижнів рами, що утворюють базу, контур якої збігається з контуром 
рами, причому додатні ординати N та Q- із зовнішнього боку рами, а 
від'ємні - з внутрішнього (якщо, звичайно, рама має таку конфігурацію, 
що можна розрізнити й зовнішній і внутрішній боки) . Епюру М домови
мося і для рам будувати на стиснутих волокнах. 
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Рис. 76 

Якщо рама має більше ніж одну опору, то, почи в Q ~ наючи будувати епюри, треба звичайними метода ~!;:l·
ми статики знайти опорні реакції. ffr 

Побудуємо епюри N, Q та м для рами, зображе
а 6 

ної на рис. 76. Зазначимо, що оскільки немає роз
Рис. 77 

поділених навантажень, всі епюри окреслюватимуть

ся прямими лініями. 
Щоб побудувати епюру N, треба спроекціювати сили, прикладені до 

частини рами, що лежить з одного боку від перерізу, на вісь стрижня. 
Отже, для будь-якого перерізу матимемо: N =О на ділянці АВ; N =Р на 
ділянці BD (розтяг); N = - 2Р на ділянці DK (стиск). За цими даними бу
дуємо епюру N. Вона має вигляд двох прямокутників, розміщених на ри
гелі та лівому стояку. 

Тепер побудуємо епюру Q. Для будь-якого перерізу на ділянці АВ сума 
проекцій сил, що лежать внизу на перерізі, однакова, дорівнює Р і дає 
від'ємну величину Q, тобто Q =-Р. Так само в будь-якому перерізі стрижня 
на ділянці DK поперечна сила Q = Р. Щоб пояснити знаки Q в цьому 
прикладі, на рис. 77 зображено напрями векторів Q, наприклад, у пере
різах І і І V. На рис. 77, а вектори намагаються повернути частини розсіче
ної рами проти годинникової стрілки, отже, тут Q < О, а на рис. 77, б - за 
годинниковою стрілкою, тому тут Q > О. 

у перерізі ІІ, як і в будь-якому перерізі ділянки ВС, сума проекцій на 
переріз (на вертикаль) сил, прикладених до частини рами, що лежить пра

воруч від перерізу (тобто одна сила Р), дорівнює нулю. Отже, на ділянці 
ВС зусилля Q =О. 

ДЛЯ перерізу ІІІ і взагалі для будь-якого перерізу ділянки CD про
екціюватися на переріз буде тільки сила 2Р, тому в цих перерізах Q = 
=2Р. 

Отже, на ділянці АВ Q =-Р; на ділянці ВС Q =О; на ділянці CD Q = 
= 2Р; на ділянці DK Q = Р. Епюра Q на цих ділянках має вигляд трьох 
прямокутників. 

Для побудови епюр моментів М обчислюватимемо згинальні момен
ти в характерних точках А, В, С, D , Ета К. Очевидно, МА =О. у перерізі 
В стрижня АВ (тобто в перерізі І, нескінченно близькому дО В) маємо 

мв =Р . АВ =Р//2, 
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причому від дії цього моменту стиснуті зовнішні (праві) волокна, бо зги
нальний момент, прикладений до верхнього боку перерізу І, напрямлений 
проти годинникової стрілки. Тому на епюрі М із точки В відкладаємо із 
зовнішнього боку ординату, що дорівнює Р//2, і проводимо пряму аЬ. 
У перерізі В стрижня BD (тобто в перерізі ІІ, нескінченно близькому 

до В) маємо ту саму величину: 

Мв =р. АВ =Р//1 

і стиснуті знову зовнішні (верхні) волокна. Такий самий згинальний мо
мент буде і в перерізі С: 

Ме = P1/2. 

Відкладаємо в перерізах В та С із зовнішнього боку ординати, що до

рівнюють Р1I2, і проводимо пряму Ь1с. Продовжувати цю пряму далі ліво
руч не можна, оскільки в цьому перерізі на епюрі М має бути перелом. 

У перерізі D стрижня DB (у перерізі ІІІ) згинальний момент має бути 
обчислений від дії сил Р та 2Р. Вважаючи, наприклад, що ДЛЯ стрижня 
DB додатним буде такий згинальний момент, який спричинює стискання 
верхніх волокон, знаходимо, що 

І І РІM D =P·A1D-2P·CD=P--2P-=--. 
2 2 2 

Знак «мінус» свідчить про те, що в перерізі ІІІ стиснуті нижні волокна. 
Відкладаємо вниз ординату, що дорівнює Pl/2, і проводимо на епюрі М 
пряму cd. 

Переходимо до побудови епюри М на стояку DK, вважаючи, наприк
лад, що згинальний момент додатний, якщо він спричинює стискання 
внутрішніх (правих) волокон. Тоді в перерізі IV 

І І РІ
МD = - р. А D + 2Р· CD - Р - + 2Р - = - .1 2 2 2 

У перерізі Е на епюрі М має бути стрибок, тому значення М визначає

мо окремо: 

в перерізі V 

МЕ =Р·А Е+2Р·ЕС = р!...+ 2Р!... =ІРІ,1 І 6 2 6 

а в перерізі VI 

МЕ =Р·А Е+2Р·ЕС -М = р!...+ 2Р!...-РІ =l.РІ1 1 6 2 6' 

Нарешті, в перерізі К 

Z Z І
Мк =РАК +2Р'КС2 -М =Р-+2Р--РІ =-РІ.

2 2 2 

Усі моменти виявилися додатними. Отже, в усіх цих перерізах, згідно з 
прийнятим для стояка DK правилом знаків, стиснуті праві волокна. Тому 

відкладаємо відповідні ординати і, ПРОВОДЯLІИ прямі d, е, та e2k, закінчуємо 
побудову епюри М. 

Приклад 9. Побудуємо епюри N, Qта м для раАЩ зобра:же/lОЇ на рис. 78. 
Оскільки ця рама не консольна , то перш за все знайдемо опорні реакції. У кожно

му нерухомому опорному шарнірі А та В буде по дві складові реакції: вертикальні R 
A

і RB та горизонтальні НА іНв. Дійсні напрями цих реакцій ще не відомі, тому напрям
ляємо Їх поки що довільно, наПРllклад, вертикальні реакції вгору, а горизонтальні 
праворуч (чому реакції НА та Нв закреслено, с"ане зрозуміло пізніше). 

Для визначення чотирьох невідомих складових реакцій RA , R B, НА ' НВ' крім зви 
чайних рівнянь статики, маємо ще умову рівності нулю суми моментів відносно точки 
е усіх сил, розміщених по один бік від неї (інакше кажучи, рівність нулю згинального 
моменту в перерізі С, де є шарнір). 

Взагалі можна вибрати різні варіанти чотирьох рівнянь статики для визначення 
реакцій. Найзручніше розглядати сумн моментів відносно шарнірів А, В та С. При 
складанні рівнянь беремо до уваги закреслений варіант реакцій НА та Нв: 

f.Мв =40·З+20 · ! - RА ·2=О; RA =70 кН; 

ША =40·1+20·I+Rв ·2= О; Rв= -ЗО кН; 

'10кн 
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'і Ме =-70 · 1+40 · 2+НА · 2 =О; НА =-5 кН; 
лів 

'іМе =-20 · 1-30·I+Нв · 2 =О; НВ =25 кН. 
пр 

Реакції RА та Нв виявилися додатними, отже, вони дійсно напрямлені так , як було 
вибрано : R - вгору, Нв- праворуч ; реакції НА та RB від'ємні , отже, мають напрям ,

A
протилежний вибраному, а саме : НА напрям,лена ліворуч , а R B - вниз . Змінимо на 
рисунку напрям цих реакцій на протилежний і вважатимемо всі реакції додатними: 

R
A 

=70KH; НА =5кН; Rв=ЗОкН; Нв =25КН. 

Перевіримо , чи правильно знайдено реакції: 

~X = -НА - 20 + Нв = - 5 - 20 + 25 = О ; 

~y = R - 40 - = 70 - 40 - ЗО = О .A RB 

Тепер можна побудувати епюри М, Q та N таким самим способом , як це було 
зроблено в попередньому прикладі, оскільки опорні реакції визначено, а тому відомі 
всі зовнішні сили, прикладені до рами. 

Перш за все зробимо деякі зауваження щодо загального вигляду епюр М та Q. Ос
кільки розподіленого навантаження немає, контури епюр М та Q будуть прямолінійні, 
причому епюра Q складатиметься з прямокутників. У точці D на ній буде стрибок , а на 
епюрі М - перелом . У точках А , В, Ста F згинальний момент дорівнює нулю. 

Для побудови епюри N знаходимо, що 

на ділянці ВК N=Rв=ЗОкН; 

» » КЕ N= НА =5 кН; 

» »АЕ N= - = -70кН;RA 

» »FE N=O. 

За цими даними будуємо епюру N. 
Для побудови епюри Q визначаємо характерні ординати : 

на ділянці BD Q = -Нв= - 25 кН; 

» »DK Q = -Нв + 20 = (- 25 + 20) кН = - 5 кН; 

» » КЕ Q=Rв=ЗОкН; 

» »FE Q =-40 кН; 

» »АЕ Q =НА =5 кН. 

За цими даними будуємо епюру Q. 
Тепер визначаємо згинальні моменти: 

МD = Нв ' І = 25 . ІкН = 25 кН . м (стиснуті праві волокна) ; 

МІ = Нв . 2 - 20 . І = (25 . 2 - 20 . 1) кН . м = ЗО кН . м (стиснуті ліві волокна); 

Ми = МІ = ЗО кН . м (стиснуті верхні волокна); 

' 2 - 40 · 1 = (5 · 2 - 40 · 1) кН · м = -зо кН · м (стиснуті нижні волокна) ;Мlll = НА
 

' 2 = 5·2 кН· м = 10 кН · м (стиснуті ліві волокна);
M I v = НА 

МV = 40 . І кН · м = 40 кН . м (стиснуті нижні волокна) 

і будуємо епюру М. 

§ 23. 	Побудова епюр внутрішніх зусиль 


ДЛЯ криволінійних стрижнів 


у поперечних перерізах плоского кривого стрижня можуть діяти, як і 
в рамах, три внутрішніх силових зусилля N, Q та М. Найчастіше мають 
справу зі стрижнями, вісь яких окреслена по дузі кола. У цьому разі поло
ження будь-якого перерізу зручно визначати за допомогою полярної сис
теми координат, тоді поздовжня, поперечна сили та згинальний момент 
будуть функціями кута <р: N(qJ) , Q(<p) та М(<р) . 

ДЛЯ N та Q візьмемо звичайні правила знаків (див. § 15 та 19), епюри 
М, як і в рамках, будуватимемо на стиснутих волокнах. 

Як приклад розглянемо плоский кривий брус, схему якого наведено 
на рис. 79, а . Запишемо вирази N(<p), Q(<p) та М(<р) дЛЯ довільного пере
різу С. Щоб дістати N(<p), потрібно визначити проекції сил РІ та Р2 на 
напрям осі стрижня в перерізі С, тобто на дотичну KL. Для зручності згада
ні проекції можна уявити перенесеними в точку С (на рис. 79, а Їх зобра
жено штриховими лініями) . Тоді 

N(qJ) =РІ cos <р + Р2 sin <р. 

Щоб дістати Q(<p), слід знайти проекції сил, прикладених на ділянці 
дуги АС, на площину перерізу, тобто на напрям OS: 

Q(<p) =РІ sin <р - Р2 cos ЧJ. 

При складанні виразу для згинального моменту в довільному перерізі 
домовимося, наприклад, вважати згинальний момент додатним, якщо він 
спричинює стискання волокон, що лежать із внутрішнього боку стрижня 
(тобто якщо він збільшує кривину стрижня). Тоді матимемо 

М(<р) =р. AD-P2 ·CD =ljR(l - соs<р) - Р2Rsіп<р. 

Добуті формули дають змогу будувати епюри N, Q та М. Візьмемо ДЛЯ 
певності РІ = Р та Р2 = О,5Р. Тоді 

р 

~Hmm 
pz 

ра 	
б 

Рис. 79 
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Таблиця З 

ср, о sin ср cos ср 0,5 sin ср 0,5 cos ср N(cp)/P Q(cp)/Р M(cp)/PR 

О О 1,000 О 0,500 1,000 - 0,500 О 
10 0,174 0,985 0,087 0,498 1,072 '--0,324 - 0,072 
20 0,342 0,940 0, 171 0,470 1,111 - 0,128 - 0,111 
30 0,500 0,866 0,250 0,433 1,116 0,067 - 0,116 
40 0,643 0,766 0,322 0,383 1,088 0,260 -0,088 
50 0,766 0,643 0,383 0,322 1,026 0,444 - 0,026 
60 0,866 0,500 0,433 0,250 0,933 0,616 0,067 
70 0,940 0,342 0,470 ОЛ1 0,812 0,769 0,188 
80 0,985 0,174 0,498 0,087 0,672 0,898 0,328 
90 1,000 О . 0,500 О 0,500 1,000 0,500 

N(<p) =(cOs <р + 0,5 sin <р)Р; Q(<p) =(sin <р - 0,5cos <р)Р; 
(3.9) 

М(<р) =PR(l - cos <р - 0,5sin <р). 

Користуючись формулами (3.9), визначимо значення N, Q та м у дея
ких перерізах (табл. 3). 

Розмістивши вісь стрижня, відкладаємо через 10° у масштабі по нор
малі до осі стрижня (тобто по радіусу) відповідні ординати дЛЯ N, Q (до
датні - назовні, від'ємні - всередину) та для М (на стиснутих волокнах), 
сполучаємо кінці ординат плавною кривою і дістаємо епюри N, Q та м 
(рис. 79, 6). 

Розглянемо деякі загальні питання побудови епюр внутрішніх зусиль 
для криволінійних стрижнів. 

Зокрема, зупинимося на побудові епюр внутрішніх зусиль у кривих 
стрижнях при дії рівномірно розподіленого навантаження. У цьому разі 
корисно мати на увазі таку теорему: рівнодіЙllа рівномірно розподіленого 
навантажеlllЩ яке прикладене до дуги будь-якого обрису, дорівнює добут
ку iHmeHcuellocmi наванта:жеЮ-lЯ на дов:жину хорди, яка стягує ЦЮ дугу, 
nерnендиКУЛЯРllа до цієї хорди і проходить через її середину. 

Для доведення цієї теореми розглянемо довільний плоский стрижень 
АВС, навантажений рівномірно розподіленим навантаженням інтенсивніс
тю q (рис. 80). 

Виділимо на цьому кривому брусі елемент завдовжки ds, центр якого 
має координати х та у, а дотична до дуги в точці з координатами х, у утво
рює з віссю абсцис кут а. На цей елемент ds діє сила qds, складова якої по 
осі х дорівнює qds sin а, а по осі у - qds cos а. Однак ds cos а =сіх, а ds sin а = 
=dy, тому складові будуть відповідно дорівнювати qdy та qdx (рис. 80). 

Позначимо рівнодійну навантаження (тобто елементарних сил qds) 
через Р. Тоді проекція РХ рівнодійної на вісь х 

В О 

РХ = J qdy = q J dy =q J dy =О . 
АСВ А О 

1/ 

х 

Рис. 80 

Аналогічно знаходимо рівнодійну зусиль на вісь у: 

В І 

Ру = J qdx =q J dx = q J dx =ql . 
АСВ А О 

Звідси випливає, що рівнодійна 

Р = Р
у 

=ql, 

тобто дорівнює добутку інтенсивності навантаження на довжину хорди, 
ЩО стягує дугу А СВ. 

Оскільки Рх = О, то рівнодійна перпендикулярна до осі х, тобто до 
хорди, оскільки вісь х напрямлена вздовж хорди. 

Тепер обчислимо суму моментів елементарних сил відносно початку 
координат: 

в В 

І,МА = J qdx· х+ f qdy .у = q J хсіх +q J ydy = 
АСВ АСВ А А 

І О І2 
=qJxdx+q f ydy= ~. 

о о 

Нехай плече рівнодійної відносно початку координат дорівнює Хр. Тоді 
за теоремою про момент рівнодійної 

РХр =І,МА' або qZ·xp = qZ2 /2, 
звідки 

Хр =l/2. 

Отже, рівнодійна проходить через середину хорди. Теорему доведено. 
Як ілюстрацію застосування цієї теореми розглянемо приклад побу

дови епюр внутрішніх зусиль N, Qта мдля кривого стрижня, навантаже
Ного за схемою, яку наведено на рис. 81, а (величини q, R, а та f3 вважати
мемо заданими). 
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а 

у довільному перерізі D I на ділянці стрижня АВ (О ~ <р:<:; а) визначаємо 
внутрішні зусилля як наслідок дії навантаження, прикладеного до дуги АD І ' 
Рівнодійна цього навантаження РІ перпендикулярна до хорди AD j і про
ходить через й середину, отже, напрямлена вздовж бісектриси кута АOD I : 

РІ =q.AD I =2qR sin(q>/2). 

Для зручності визначення N та 
Q на ділянці АВ(О:<:; <р:<:; а) рівнодій
ну РІ зображено також у перерізі 
D I . Тоді матимемо: 

N(q» = -РІ sin (q>/2) = 


= - 2q Rsin2 (q>/2) =- qR (1 - cosq»; 


Q(q» =РІ cos (q>/2) = 

= 2qR sin (q>/2) cos (q>I2) =qR sin <р; 


при а =600 та 13 =1200 наведено в табл . 4 та 5, а епюри, побудовані за цими 
даними, зображено на рис . 81, б. 

Таблиця 4 

<р,0 sin <р cos (j) 1 - cos (j) N«j»/qR Q(<p)/qR M«j»/qR2 

о 0,000 1,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
15 0,259 0,966 0,034 - 0,034 0,259 0,034 
30 0,500 0,866 0,134 - 0,134 0,500 0,134 
45 0,707 0,707 0,293 -0,293 0,707 0,293 
60 0,866 0,500 0,500 - 0,500 0,866 0,500 

Таблиця 5 

<Р, О (j) _ 300 sin (<р  300) cos «j) - 300) N(<p)/qR Q«j»/qR M«j»/qR2 

60 30 0,500 0,866 -0,500 0,866 0,500 
75 45 0,707 0,707 -0,707 0,707 0,707 
90 60 0,866 0,500 - 0,866 0,500 0,866 

105 75 0,966 0,259 -0,966 0,259 0,966 
120 90 1,000 0,000 - 1,000 0,000 1,000 

L _______ __ _________ ------  - --- 

§ 24. 	Диференціальні залежності 


при згинанні плоских криволінійних стрижнів 


Нехай на криволінійний стрижень*діє довільне навантаження (рис. 82). 
Провівши два перерізи під кутами q> та q> + dq>, виділимо елемент стрижня 
АВ, на якому не буде зосереджених зусиль . Довжина дуги виділеного еле
мента кривого бруса радіусом r буде ds =rdq>. Додатний кут q> відкладає
мо, як завжди, проти годинникової стрілки. 
у перерізах, що обмежують елемент стрижня ds, діють поздовжні сили 

N та N + dN, поперечні сили Q та Q + dQ, а також згинальні моменти Мта 
М + dM (рис. 83), які замінюють дію відкинутих частин кривого стрижня. 

При виведенні диференціальних залежностей між внутрішніми зусил
лями в кривих стрижнях вважатимемо, що згинальний момент є додат

ним, якщо він спричинює стисканuя внутрішніх волокон стрижня (волокон, 
розміщених на угнутому боці), а розподілене навантажеН11Я додатuе, якщо 
воно напрямлене в центр кривини. 

Розглянемо умови рівноваги елемента ds (рис. 83) - суми проекцій всіх 
сил на осі АВта ОКвідповідно та суму моментів сил відносно точки В: 

= (Q+dQ)sin d q> +(N + dN)cos d q> +Qsin d q> Lпр.на АЕ 2 2 2
- N cos dq> = О . 

2 ' 

·Обмежимося розглядом стрижня, вісь якого не має точок перегину. 

q, 

@ 


б 
Рис. 81 
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M(q» =P I (AD/2) =2qR2 sin2( <р/2) = 
=qR2(I-соsq». (3.10) 

Зусилля та згинальний момент у 

довільному перерізі D2 ділянки ВС 
(а:<:; <р:<:; (3) є наслідком дії всього 
розподіленого навантаження на 

ділянці АВ, рівнодійна якого 

Р2 =q. АВ =2qR sin (а/2) 

перпендикулярна до хорди АВ і 
напрямлена по бісектрисі кута 
АОВ. Тому при а:<:; <р:<:; 13 

N(q» =-Р2 sin (q> - а/2) = 

= -2qR sin (а/2) sin (q> - а/2); 


Q(q» =Р2 cos (q> - а/2) = 

= 2qR sin (а/2) cos (q> - а/2); (3.11) 


M(q» =Р2 . D2K = 


=P2R sin (q> - а/2) = 

= 2qR2 sin (а/2) sin (q> - а/2). 


Вибравши кути а та 13, обчис
лимо значення N(q», Q(q» та M(q» 
при різних кутах q> і побудуємо 
епюри . Результати розрахунків 

6) 
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drp 
"2 

о 

Рис. 83Рис. 82 

d<p ( ). d<p d<p
Lпр.наОК = (Q+dQ )COST - N+dN sшт-Qсоsт

_ N sin d<p - q .АВ =о· (З.12) 
2 ' 

АВ
LM =_ (M+dM)+M+Q.BC+N . AC+q.AB 2 =0. 

B 

Ураховуючи, що 
. d<p d<p d<p
sш-""_· cos-""I · 

2 2' 2' 

АВ = 2г sin d<p "" rd(n·2 '1', 

АС =го -cosd<p)"" О; ВС =,.·sind<p "" rd<p, 

та нехтуючи добутком диференціалів, дістанемо: 

Qd<p + dN = О; dQ - Nd<p - qrd<p =О; 

-dМ +Qrd<p=O. 

Поділивши кожне з цих рівнянь на d<p, матимемо 

dN-= - Q. (з. 13)
d<p , 

dQ
-=N+qr· (З.14)
d<p , 

dM =Qr (З.15)
d<p 

Це шукані диференціальні залежності при згинанні криволінійного 
стрижня. Оскільки rd<p =ds, їх можна записати ще й в такому вигляді : 

dN = _ Q . (з. 16) 
ds г ' 

dQ =q+ N. (З.17)ds ,. , 

dM =Q (З.18)ds . 

Залежності (з. ІЗ) - (З.15) дають змогу перевіряти правильність ск.па
дання виразів для N(<p), Q(<p) та М(<р) при згинанні, зокрема колового кри
волінійного стрижня. Отже, легко переконатися, що залежності (З.9)
(З.ll) у прикладах, що розглядалися, складено правильно . 

Із формул (з. ІЗ) та (З.15) випливає, що в перерізах, де М та N досяга
ють екстремальних значень, Q =о. Це дає змогу певною мірою контролю
вати справедливість побудови епюр N, Q та М. Так, на епюрах рис. 79, б 
у перерізі Е, де Q =О, момент М=Мшіп' а зусилля N =N шах. Екстремальні 
значення М та N можна знайти так. Із другого рівняння (З.9) видно, що 
Q =О, якщо 

sin <р - 0,5 cos <р =О, 

тобто, якщо tg <р =0,5; <р =260З4'; sin <р =0,447; cos <р =0,894. Підставив
ши ці значення sin <р і cos <р у перше та третє рівняння (З.9), знайдемо: 

(1 - 0,894 - 0,5· 0,447)PR = 0,118PR;Мшіп = 

= (0,894 + 0,5 . 0,447)Р =1,118Р.Nl11ax 

Залежність (З.14) дає змогу визначити екстремальні точки на епюрі Q. 
У тих перерізах, де Q =Qшах або Q = Qшіп' 

N =-qr, (З.19) 

якщо на цій ділянці стрижня є й розподілене навантаження, або 

N=O, (З.20) 

якщо розподіленого навантаження немає. Внаслідок цього на рис. 79, напри
клад, зусилля Q ніде не досягає екстремального значення (дотична до епюри 
Q ніде не буде паралельна дотичнjй до осі стрижня в тому самому перерізі), 
оскільки розподіленого навантаження немає, а N ніколи не дорівнює нулю. 

Слід зазначити, що умови Q = О , (З . 19) та (З.20) необхідні, проте не 
достатні для досягнення функціями N(<р) , Q(<р) та М(<р) екстремальних зна
чень ; при виконанні їх екстремума може й не бути, але тоді на відповідній 
епюрі буде точка перегину, причому дотична до епюри обов'язково буде 
паралельна осі стрижня в цьому перерізі. 

Епюри N, Qта М для криволінійних стрижнів мають такі властивості 
[(частина з них випливає із визначення N, Q та М, решта - з формул 
(з. ІЗ) - (З.15)]: 

1) у кінцевій шарнірній опорі та на вільному кінці консолі , якщо вони 
не навантажені зовнішніми моментами, М =О; 
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2) у перерізах, де до стрижня прикладений зосереджений момент, на 
епюрі М буде стрибок (рис. 84), причому дотичні до епюри до стрибка та 
за ним будуть паралельні; 

3) у перерізах, де до стрижня прикладені зосереджені сили, перпенди
кулярні до осі стрижня (тобто напрямлені по радіусу), на епюрі Q буде 
стрибок, а на епюрах Мта N - переломи (рис. 85); 

4) У перерізах, де прикладені зосереджені сили, напрямлені по дотичній 
до осі стрижня, на епюрі N будуть стрибки, а на епюрах Q та м - перело
ми (рис. 86); 

5) у перерізах, де Q = О, на епюрах М та N будуть екстремуми, тобто 
дотичні до епюр будуть паралельні дотичним до осі стрижня в цих пере
різах (рис. 86); 

6) у перерізах, де N = О, на епюрі Q будуть екстремуми (рис . 85); 
7) на ділянках, де Q> О, М зростає, а N зменшується у напрямі відліку 

ср; там, де Q < О, М зменшується, а N - зростає (рис. 85, 86); 
8) на ділянках, де N > о, Q зростає в напрямі відліку ср, а де N < О, 

зменшується (рис. 85 та 86). 
Якщо стрижень має прямолінійні та криволінійні ділянки, то на пря

молінійних ділянках епюри будують так само, як для балок або рам, а на 
криволінійних - так, як було наведено в попередніх прикладах. 

Приклад 10. Побудуємо епюри N, Q та М для стрижня, наведеного на рис. 87, а. 
Склавши рівняння І.МА =О; І.Х =О; І.У =О, знаходимо: RA =0,104Р; RE =1,104Р; 

НА =Р. 
На ділянці СЕ(йдучи справа) будуємо епюру так, 

як для балки (рис. 87, 6). Потім вибираємо довіль
ний переріз К і записуємо для ділянки СВ:1h ~ \.::.. !;J ® М(<р) = 1,104Р(СЕ + R sin <р) - P(CD + R sin <р) = 

Рис. 84 = (0,604 + 0,104 sin <p)PR; (З . 21) 

Q(<p) = -0, 104Р cos <р ; N(<p) = 0 , 104Р sin <р . 

~~ ~ 
~ " ~ @~ ® ® 

Рис. 85 

С Affl
7 'Рі ® ® ®rn ~ ~ 


Рис.8б 

QБОчРR 
~ 

1,1О4Р 

б 

® 
Рис. 87 

Ураховуючи навантаження ліворуч від перерізу К2, записуємо для ділянки ВА: 

М (<р) = [cos<p - О, 104(1- sin <р )]RP; 

Q(<р) = (sin <р - О, 1 04cos<p) Р; (З.22) 

N( <р) = (cos<p +0,104<р)Р. 

Перевіряємо ці вирази за формулами (З . ІЗ) - (З . 15) і складаємо табл. 6 для ділян
ки СВ та табл . 7 для ділянки АВ. 

За добутими значеннями М, N та Qбудуємо епюри на криволінійній ділянці стриж
ня (рис. 87, 6). 

Таблиця 6 

<р , рад sin <р cos <р NIP= 
=0,104 sin <р 

MIPR =0,604 + 
+ 0,104 sin <р 

QIP= 
=-0,104 cos <р 

О 
0,08З41t 
0,166л 
0, 250л 

О 
0,259 
0,500 
0,707 

1 
0,966 
0,866 
0,707 

О 
0,027 
0,052 
0,074 

0,604 
0,631 
0,656 
0,678 

- 0,104 
-0,100 
-0,090 
- 0,074 
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Таблиця 7 
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0,25п 0,707 0,707 0,293 - 0,030 -0,074 0,074 0,677 0,633 0,784 
0, 333п 0,866 0,500 0,134 - 0,014 - 0,052 0,090 0,486 0,814 0,590 
0,417п 0,966 0,259 0,034 -0,004 -0,027 0,100 0,255 0,939 0,359 
0,5п І О О О О 0,104 О І 0,104 

§ 25. Побудова епюр внутрішніх зусиль 
ДЛЯ просторових рам 

у багатьох конструкціях застосовуються стрижні, осі яких не лежать в 
одній площині, а також і плоскі системи, що перебувають під дією просто
рових навантажень. Упоперечних перерізах елементів таких систем можуть 
діяти всі шість внутрішніх силових факторів: N, Q ,Q ,Мх, М, (див. рис. 40).. у z _ . 

Методику побудови епюр у цьому раЗі розглянемо на приклаДі стриж
ня, осі якого становлять просторову ламану лінію (рис. 88). Умовимося 
при переході від одного стрижня системи до іншого суміщати вісь Х з віссю 
розглядуваного стрижня, відповідно розміщуючи додатні напрями осей 
у та z (рис. 88, а, 6). 

Епюри згинальних моментів, як і раніше, будуватимемо на стиснутих 

волокнах, причому орієнтувати іх треба так, щоб 1Vlощиnа епюри збігалася 
з 1VlОЩИfIOЮ дії пари того згинального моменту, для якого її nобудовшlO. 
Знак згинального моменту береться довільно і до того ж тільки у разі 
потреби записати відповідне рівняння (як для плоских рам та криволіній
них стрижнів) . Для поздовжніх сил і крутних моментів залишаються рані
~e взяті правила знаків. Епюри. N та Мкр можуть бути.орієн:овані до
ВіЛьно, проте ординати завжди ВіДкладаються по нормалі до ОСі стрижня. 

Поперечні сили в перерізі вважаються додатними, якщо їхній напрям 
збігається з додатним напрямом осей у та z. 

Побудову розпочинаємо з ділянки АВ. ДЛЯ довільного перерізу на 
відстані Х від точки В визначаємо результат дії сил, розміщених ліворуч 
від перерізу (тобто сили Р та рівнодійної розподіленого навантаження q): 

N=.O; Qy=-q(ll - x); Qz = - P; Мкр=,О; 

q(! -х )
M 12 2 (стиснуті нижні волокна); (3.23)z 

Му =P(l1 -Х) (стиснуті ліві волокна). (3.24) 

у перерізі В (при Х =О) 

N = О· Q = - ql· Q = _р. М = о· , у І' z ' кр , 

12 
M z = q21 

; Му=РІ1 • 
Користуючись цими даними, будуємо епюри для ділянки АВ (рис. 89). Мо
мент МzДіє у вертикальній площині ХУ, в цій площині й орієнтуємо парабо
лі:ну епюру. Момент Му діє в горизонтальній площині xz, у цій площині й 
ОРІЄНТУЄМО трикутну епюру. 

Переходимо до ділянки ВС. Проекцію на вісь стрижня дає тільки розпо
ділене навантаження, отже, N =qll' і епюра N на ділянці ВС прямокутна. 
Легко бачити, що Qz =О, а Qy =-Р, тому епюра Qy прямокутна. 

Момент відносно осі стрижня утворюється тільки від сили Р, причому 
до верхнього боку будь-якого перерізу він прикладений проти годиннико
вої стрілки (якщо дивитися знизу вгору, тобто проти напряму осі Х). Відпо
відно до правила знаків для 
крутних моментів на ділянці 

ВС Мкр =-Рl , і епюра Мкр1 
тут прямокутна. 

Епюри згинальних момен ~ 
х 

тів Му та ':1z H~ ділянці ВС 
'< 

прямокутНl, ОСКіЛьки розпо

діленого навантаження на ній z 
немає. Отже, досить визначи
ти згинальні моменти в двох хІ Ij 

перерізах, наприклад у В та С. 
у перерізі В момент M = О,z 
оскільки сила Р та рівнодійна 
розподіленого навантаження 
проходять через вісь z цього 

а 

перерізу. В перерізі С момент Рис. 88 

РІ, 

Рис. 89 
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M~ =Р12 . Рівнод~йна розподілено:о навант~ження не дає в цьому перерізі 
моменту М_, ОСКІЛьки перетинає ВІСЬ z перерІЗУ С. За цими даними будуємо 
трикутник епюри м_(рис. 89) на стиснутих волокнах, розміщуючи його в 
площині ху, в якій діє згинальний момент М7 • 

ДЛЯ згинального моменту Му в перерізах В та С 

I1 qll
2 

Му =qll"2=T · 

Сила Р не дає моменту відносно осей у в перерізах В та С, оскільки вона 
паралельна цим осям. Отже, епюра Му на ділянці ВС прямокутна. На 
рис. 89 прямокутник побудовано на стиснутих волокнах і розміщено в 
площині xz. 

Залишилося побудувати епюри на ділянці CD. На вісь х проекціюється 
тільки сила Р, яка спричинює стискання. Тому тут N =-Р, і епюра поз
довжніх сил прямокутна . 

у довільному перерізі ділянки Qz = О, а Qy = -qll' тому епюра Qy пря
мокутна . 

Крутний момент відносно осі х утворюється тільки від дії розподіле
ного навантаження q (бо сила Р паралельна осі х), причому, згідно з пра
вилом знаків для крутних моментів, цей момент від'ємний: 

2
I1 qll (3.25)Мкр =-qll"2=-T· 

Епюра Мкр знову буде прямокутною. 

Оскільки епюри згинальних моментів Му та M прямокутні, визначимоz 
їхні значення тільки в двох перерізах - Ста D: 
у перерізі С 

M =р. ВС =РІ2 (стиснуті нижні волокна);z 

Му = р. АВ = РІ (стиснуті ліві волокна);1 
у перерізі D 

M =р. ВС + qll . CD =РІ2 + ql1/з (стиснуті нижні волокна);z 

Му =р. АВ =РІ (стиснуті ліві волокна).1 
у За добутими даними будуємо епюру згинального 

Mr~Pll+ql'{J моменту Му в горизонтальній площині та трапеціє
подібну епюру згинального моменту M у вертиz 
кальній площині. 

ql,l Користуючись побудованими епюрами (рис. 89), 
МХ=2 можна в будь-якому перерізі просторового стрижня 

знайти згинальні та крутні моменти, поздовжні та 
х поперечні сили та їхні напрями. Як ілюстрацію на 

рис. 90 зображено внутрішні зусилля та моменти в 
Рис. 90 перерізі D. 

'''8 
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Побудову епюр внутрішніх зусиль 600 

при просторовому навантаженні кривих 


стрижнів покажемо на такому прикладі. 8 
 8 
в 

Приклад 11. Побудуємо епюри внутріШl/іх 


зусиль для просторового навантаженого кри


волінійного стрижня (рис. 91, а), РОЗ.lllіщеного 
 + 
в горизонтальній площині. 

800Перерізи стрижня (наприклад, який наве
дено на рисунку заштрихованим прямокутни

@Н.мком) такі, що одна з головних центральних осей 
у збігається з напрямом радіуса, проведеного А 

в центр ваги перерізу, а друга z - вертикаль
на. Дотична до кола дає для кожного перерізу Рис. 93 
напрям осі стрижня (осі х) . Сила Р вертикаль
на, а зовнішній момент М прикладений в площині кінцевого перерізу А . 

ДЛЯ побудови епюр N, Qта М у кривому брусі потрібно ввести кутову координату 
q> та записати формули для зусиль і моментів . При цьому розглянемо проекцію стрижня 
на горизонтальну площину (рис. 91 , 6). Вісь z тоді збігається з точкою С і позначена 
точкою в кружку, а сила Р - з точкою А й позначена хрестиком у кружку; діючий 
зовнішній момент зображено у вигляді вектора-моменту . 

Унаслідок дії прикладених до стрижня зовнішніх навантажень (сили Р та моменту 
М) у будь-якому довільному перерізі С будуть такі внутрішні зусилля : 

N(q» =LХ=О; Q(q» =Р; QyCq» =О; Mz(q» =LMz =о. 

Згинальний момент М = Му та крутний момент Мкр = Мх від сили Р знайдемо, 
помноживши силу Р на віДПОВІдне плече: AD = R sіп q> та АЕ = DC =R(l - cos <р). 
Проекції цього вектора на осі у та х дадуть відповідно складові згинального та крут
ного моментів у перерізі С. Дотримуючись взятого правила знаків для Мкр і вважаючи 
М додатним , якщо він спричинює стискання нижніх волокон стрижня , матимемо такі 
формули: 

M(q» =Му (q» =РRsіпq>+МА sinq> =(PR+MA)sinq>; 

Мкр (q» = Мх (q» = -РR(l - соsq>)+МА cosq> = (PR +МА )cosq> - PR . 

Якщо Р=2000 Н , МА =200Н · м , R = О, З М , ТО 

М (q» = 800sinq> Н · М ; Мкр (q» = (800cosq> - 600) Н · М . 
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Таблиця 8 

І 2 3 4 5 6 

<р , о sin !р cos <р 800· [3] Мкр = [4] 
-600Н , м 

М = 800 х 
х[2] Н,м 

О 
15 
30 
45 
60 
75 
90 

О 
0,259 
0,500 , 
0,707 
0,866 
0,966 
І 

, 

І 
0,966 
0,866 
0,707 
0,500 
0,259 
О 

800 
773 
693 
566 
400 
207 
О 

200 
173 
93 

- 34 
-200 
- 393 
- 600 

------

О 
207 
400 
566 
693 
773 
800 

Користуючись цими формулами, складаємо табл. 8* і за добутими даними будуємо 
епюри Q, М та Мкр (рис. 92). 

Іноді епюри для просторово навантажених кривих стрижнів будують не на проекції 
стрижня, як це зроблено на рис. 92, а в перспективі (рис. 93). 

§ 26. Напруження в перерізі 

Як уже зазначалося (див. § 14), в перерізі навантаженого стрижня діють 
неперервно розподілені по перерізу внутрішні зусилля. Зводячи Їх до цент

ра ваги перерізу, дістаємо головний вектор R та головний момент М, 
проекції яких на головні центральні осі у, z перерізу та вісь х стрижня 
дають величини Qy' Qz, N, Му' M z' Мх = ' що називаються зусиллямиМкр

та моментами в перерізі. На рис. 94, а 
зображено розподілені по лівому пе

R рерізу зусилля, які є наслідком дії 
г1"-,. ... ~ правої частини стрижня (зображено--:ttt І '1"1"'1", штриховими лініl!МИ) на ліву, їхні~"'~/-.:.- l tit ttci}?)
~ М----.. /" , голов~й вектор В. та головний мо
Х -- __ , ~ 

мент М. Вектор R є сумою зусиль, 
---- І /..(1 розподілених по всій площі перерізу.---- ---..~ --------- '\ . --7 Розглянемо нескінченно малийа --~_1_/" 

елемент площі dF(рис. 94, 6). Унаслі
dO" dR ~dQdQ док малості елемента можна вважа

dFlJ,?'dzQz dQz 
ти, що внутрішні зусилля, які діють 

dN ~ z 
в його різних точках, однакові за o~\.~. модулем та напрямом. Тоді Їхня рів

нодійна dR проходитиме через центр6 в 

ваги елемента dF, координати якого
Рис. 94 

*Тут і далі цифри в квадратних дужках у головках таблиць вказують значення відповід
ної графи. 
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у та z. Отже, зводячи ці зусилля до центра ваги елемента dF, матимемо 
головний вектор dR та головний момент dM, що дорівнюють нулю. 

Проекціями dR на осі х, у, z будуть елементарна поздовжня сила dN та 
елементарні поперечні сили dQy і dQz. Оскільки, як було сказано, зусилля 
на елементі dFможна вважати розподіленими рівномірно, то, поділивши 
dN, dQy Ta.dQz на площу dF, дістанемо зн.ачення поздовжніх та попереч
них сил, яКІ припадають на одиницю ПЛОЩІ: 

dN dQy dQz 
(3.26)cr = dF; 'ty = dF; 'tz = dF . 

Ці величини називають напруженнями в точці у, z проведеного перерізу 
стрижня, причому cr - нормальне наnРУ:JlСеНflЯ, 't - дотичне напруження . 
Їх виражають у паскалях (Па) та кратних йому одиницях (кПа, МПа). 

Отже, наnРУ:JlСеЮ1ЯМ називається внутрішня сила, віднесена до одиниці 
площі в даній точці розглядуваного перерізу. 
~ Іноді крім нормальних напружень cr та дотичних 't ' 't розглядають щеy z 
и повне напруження 

dR 
р= dF' (3.27) 

тобто повне зусилля, яке припадає на одиницю площі. Очевидно, 

р= ~ 2cr 2 2+'ty+'tz . (3.28) 

У загальному випадку навантажування тіла напруження в різних точ
ках перерізу різні (як кажуть, напруження розподілені по перерізу нерівно
мірно), однак бувають також і рівномірно розподілені напруження. 

Поняття «напруження» відіграє дуже важливу роль у розрахунках на 
міцність. Тому значна частина курсу опору матеріалів приділяється ви
вченню способів визначення напружень cr та 't. 

Неважко визначити загальні залежності між cr та 't, з одного боку, та 
N, Qy' Qz' Му' M та Мх - з іншого. Виходячи з означень зусиль та моz 
ментів (див. § 14) і враховуючи формули (3.26), маємо: 

N = f dN = f crdF; (3.29) 
F F 

Qy = f dQy = f 'tydF; (3.30) 
F F 

Qz = f dQz =f 'tzdF; (3.31) 
F F 

Му =f zdN =f crzdF; (3.32) 
F F 

M z = f ydN = f crydF; (3.33) 
F F 
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Мкр = f (ydQz -ZdQу) =f (ytz -Пу )dF = f p'tdF. (3 .34) 
F F F 

У формулі (3.34) 't є повним дотичним напруженням у точці перерізу з 
координатами у, Z: 

І 2 2 
_ dQ _ "dQy +dQz _ ~ 


't - dF - dF - "СУ + 'tz ' 


ар - відстань від центра ваги перерізу до лінії дій dQ (рис. 94, в) . 
Добуті формули (3.29) - (3.34), які встановлюють зв'язок між напру

женнями та внутрішніми зусиллями, називатимемо статичниА1U рівнян
нями або інтегральними рівняннями рівноваги . 

Незважаючи на те що компоненти внутрішніх зусиль у будь-якому 
перерізі стрижня, як правило, легко визначити, наприклад з епюр, для 
практичних розрахунків добуті залежності безпосередньо використати не 
можна, оскільки невідомий закон розподілу напружень по перерізу. Отже, 
задача обчислення напружень у перерізі завжди є статично невизначу
ваною. Наприклад, знаючи згинальний момент М у перерізі, не можна 
знайти нормальні напруження із формули (3 .32). Однак, якщо скориста
тися тими чи іншими міркуваннями, вдається не тільки встановити закон 
розподілу а та 't по перерізу, а й за формулами (3.29) - (3.34) знайти самі 
напруження. 

Узагалі при виведенні формул для досліджування напруженого стану 
стрижнів завжди слід дотримуватися такої схеми: 

1. Розглядаємо статичний аспект задачі, тобто записуємо ті з рівнянь 
(3.29) - (3 .34), які потрібні для розглядуваної задачі. 

2. Розглядаємо геометричний аспект задачі: на базі експериментально
го вивчення даного виду деформації стрижня та певних гіпотез (зокрема, 
гіпотези плоских перерізів) установлюємо залежності між переміщення
ми точок стрижня та їхнім положенням у перерізі відносно вибраної сис
теми координат. Ці залежності називають геометричними рівняннями. 

3. Розглядаємо фізичний аспект задачі: на підставі експерименталь
них досліджень фізичних властивостей матеріалу визначаємо залежності 
між напруженнями та деформаціями (або переміщеннями). Ці залежності 
називають фізичними рівНЯННЯJ14.U. 

4. Виконуємо синтез, тобто разом розв'язуємо всі рівняння, здобуті в 
п. 1 - 3, і через виключення деформацій (або переміщень) дістаємо фор
мули, що виражають напруження через зусилля або моменти в перерізі. 

РОЗТЯГ І СТИСК. 
МЕХАН ІЧН І ХАРАКТЕРИСТИКИ 
МАТЕРІАЛ І ВРозділ 4 

§ 27. Напруження і деформації при розтяганні й стисканні. 
Розрахунок на міцність і жорсткість 

Розтягання або стискання стрижня спричинюється силами, що діють 
уздовж його осі. У цьому разі в поперечних перерізах стрижня із шести 
внутрішніх силових факторів виникає лише один - поздовжня (осьова) 
сила N. Найпростіший приклад розтягання стрижня й епюру поздовжніх 
сил наведено на рис. 95, а, б. Осьова сила в перерізі є рівнодійною нор
мальних напружень, що виникають у кожній із точок перерізу. Відсутність 
поперечних сил дає підставу припустити, що дотичні напруження в кожній . .. 
точЦІ поперечного перерІЗУ ДОРІВнюють нулю. 

Виведемо формулу для визначення нормальних напружень. При розв'я
занні цієї задачі будемо дотримуватися послідовності, наведеної в § 26. 

Розсічемо стрижень довільним поперечним перерізом n - n (рис. 95, в). 
Статичний аспект задачі виражається вже відомим рівнянням (3.29) 

N = fadF. (4.1) 
F 

Із рівняння (4.1) не можна визначити напруження а, оскільки невідо
мий закон розподілу Їх у точках поперечного перерізу. 

Розглянемо геометричний аспект задачі. При спостеріганні деформації 
розтягання стрижня, на поверхні якого нанесено лінії, перпендикулярні 
до осі бруса (рис. 95, а), можна помітити, що ці лінії, зміщуючись пара
лельно самим собі, залишаються прямими і перпендикулярними до осі 
бруса. Припускаючи, що зазначена картина переміщування перерізів має 
місце й усередині стрижня, приходимо до гіпотези плоских перерізів: попе
речні перерізи стрижня, nлоскі до дефорлшцй; залщuаlOться nлоскими і після 
неі; переміЩУlOчись поступово вздовж осі стрижня. Поділимо тепер стри
жень на поздовжні (паралельні осі стрижня) елементи нескінченно ма
лих поперечних перерізів і відтак називатимемо Їх волокнами. На під
ставі гіпотези плоских перерізів можна дійти висновку, що всі волокна 
подовжуються на одну і ту саму величину і їхні відносні подовження Е 
однакові: 

Е =дІЛ =сопst . (4.2) 

Це аналітичний вираз геометричного аспекту задачі. 
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Фізичний аспект задачі полягає у встановленні залежності деформацій 
від напружень. При пружних деформаціях ця залежність лінійна і, як відо
мо, називається законом Гука: 

10= а/Е, або cr =Еє, (4.3) 

де Е - коефіцієнт пропорційності, що називається модулем поздовжньої 
пружності, модулем пружності першого роду або модулем Юнга. Модуль 
пружності - це одна з фізичних констант матеріалу. Виражається мо

дуль ПРУЖНОСТІ В паскалях. 

Ураховуючи сталість модуля пружності Е для однорідного й ізотроп
ного матеріалу, а також вирази (4.2) і (4.3), знаходимо, що 

cr =Еє =const. (4.4) 

Підставляючи вираз (4.4) У формулу (4.1), маємо 

N = JEEdF =ЕЕJdF =EEF =crF, (4.5) 
F F 

ЗВІДки 

cr =N/F. (4.6) 

Знак напруження залежить від знака поздовжньої сили в розглядува
ному перерізі. У разі стискання напруження вважають від'ємними. 

Зазначимо, що формула (4.6) справедлива лише для перерізів, досить 
віддалених від місць прикладання зосереджених навантажень. Поблизу 
місць прикладання навантажень розподіл напружень має складний ха
рактер і потребує більш точних методів досліджування. 

Визначаючи напруження при розтяганні, стисканні й інших видах де
формування, в опорі матеріалів, а також у теорії пружності широко кори
стуються таким дуже важливим положенням, яке має назву принципу Сен
Венана: якщо тіло навантажується статично еквівалентними система

ми сил, тобто такими, в яких головний вектор та головний момент одна
кові, й при цьому розміри зони прикладення ІІавантажень невеликі nорівнЯlЮ 
з розмірами тіла, то в перерізах, які достатньо віддалені від місць nрикла-. 
дення сил, напруження мало залежать від способу навантажування. За
гального теоретичного обrрунтування принципу Сен-Венана немає, проте 

-р р 

а в 

% 

а б в г 

Рис. 96 Рис. 97 

його справедливість підтверджується численними теоретичними й експе
риментальними дослідженнями. 

Пояснимо цей принцип на такому прикладі. Один і той самий стрижень, 
закріплений верхнім кінцем (рис. 96), навантажується на вільному кінці ста
тично еквівалентними навантаженнями, рівнодійні яких визначаються век
тором Р. Навантаження прикладено різними способами: а - у вигляді зосе
редженої сили; б - у вигляді двох сил; в - у вигляді розподіленого наван
таження. Дослідження показують, що в усіх цих прикладах у поперечному 
перерізі, віддаленому на відстань, що перевищує в 1,5 ... 2 рази його попе
речні розміри, напруження практично однакові. Проте в перерізах поблизу 
місця прикладення сил напруження та характер розподілу їх різні. 

Перейдемо до визначення деформацій стрижня. Із виразу (4.5) можна 
знайти відносне подовження: 

N10- --о (4.7)- EF 

У межах призматичної ділянки стрижня завдовжки І, виготовленого з 
однорідного матеріалу (Е =const) і у перерізах якого діють однакові по
здовжні сили N, подовження кожної одиниці довжини однакові й, отже, 
абсолютне подовження 

М=єl = Nl (4.8)EF' 

Формула (4.8) виражає закон Гука для абсолютних подовжень. Добуток 
EF у знаменнику формули називається жорсткістю nоnеречного перерізу 
стрижня при розтяганні та стисканні й має розмірність сили. Величину 
с =EF/l називають жорсткістю стрижня. 

Якщо на розглядуваній ділянці поздовжня сила та поперечний переріз 
змінні (рис. 97, а-в), то для елемента нескінченно малої довжини dx 
(рис. 97, г) на підставі формули (4.8) можна записати 

(dx)= N(x)dx 
t!. EF(x) . 
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Повне подовження ділянки завдовжки І 
дістанемо, підсумувавши подовження всіх 
нескінченно малих відрізків:1=~~=r~1jз 

І 

а б l=fN(x)dx (4.9)
f<1 EF(x) . 

Рис. 98 
о 

Зауважимо, що переміщення деякого пе
рерізу відносно іншого дорівнює поздовжній деформації відрізка стриж
ня між розглядуваними перерізами і позначається літерою л. 

Розтягання та стискання супроводжуються зміною поперечних розмірів 
стрижня (рис. 98, а, 6). При розтяганні вони зменшуються, а при стискан
ні збільшуються. 

За аналогією з поздовжньою деформацією різницю відповідних попе
речних розмірів після деформації й до неї назвемо абсолют1l0Ю nоnереч
ною деформацією: 

f<1a =а - а; f<1b =Ь - Ь. 	 (4.1 О)1 1 
При розтяганні поперечні деформації від'ємні, а при стисканні - додатні. 

Поділивши абсолютну поперечну деформацію на відповідний почат
ковий розмір, дістанемо відНОСllУ nоnереЧllУ деформацію, яку позначимо 
є'. Відносна поперечна деформація для ізотропних матеріалів в усіх попе
речних напрямах однакова: 

є' =f<1a/a =f<1b/b. 	 (4.11) 

Між поперечною та поздовжньою відносними деформаціями при про
стих розтяганні та стисканні в межах застосування закону Гука існує по
стійне співвідношення. Абсолютне значення цього відношення має назву 
коефіціЄllта ПуаССОllа і позначається літерою /l: 

/l = lє' /єl· 	 (4.12) 

Коефіцієнт Пуассона - безрозмірна величина. 
Урахов~ючи, що поздовжня й поперечна деформації завжди мають 

протилежНІ знаки, маємо 

є' = -/lЕ, (4.13) 

або, згідно з формулою (4.3), 
, а 

є =-/l Е' 	 (4.14) 

При стисканні напруження у формулу (4.14) слід підставляти зі знаком 
«мінус». 

Коефіцієнт Пуассона /l, як і модуль пружності Е, характеризує пружні 
властивості матеріалу . Для всіх ізотропних матеріалів значення коефіцієн
та Пуассона перебуває в межах 0 ... 0,5. Зокрема, для корка /l наближається 
до нуля, для каучуку -- до 0,5, для сталі /l "" 0,3. Значення модулів пруж
ності Е та коефіцієнтів /l для деяких матеріалів наведено в дод. 9. 

§ 28. 	Умови міцності і жорсткості. 

Види розрахунків 


Основна задача опору матеріалів - забезпечити надійні розміри дета
лей, що зазнають того чи іншого силового, температурного (теплового) 
або іншого впливу. Такі розміри можна визначити з розрахунків на міц
ність та жорсткість . Здебільшого основним буває розрахунок на міцність. 

Розглянемо умови міцності та жорсткості для простих розтягання та 

стискання. 

Зазначимо передусім, що небезпека початку руйнування характеризується 
не стільки значеннями внутрішніх зусиль та моментів у перерізі, скільки значен
нями найбільших нормальних тадотичних напружень, а також комбінаціями 
їх, які діють у небезпечних (тобто найбільш напружених) точках перерізу. 

Фізично очевидно, що які завгодно великі напруження матеріал не 
може витримати. Тому найбільші напруження з умови надіЙної.роботи 
деталі потрібно обмежувати деякими допустимими значеннями. Іх нази
вають допустимими наnру;жеm/ями. При розтяганні та стисканні допустимі 
напруження позначають відповідно [а+] та [а_], при зсуві- [-r]*. 

Якщо відомі допустимі напруження і є формули, що визначають напру
ження через зусилля і моменти в перерізі, то у принципі можна розраху
вати на міцність будь-яку деталь. 
у разі розтягання або стискання стрижня знаходять небезпечні пере

різи, в яких напруження досягають найбільших за модулем значень, і для 
цих перерізів записують умову міцності: 

атах =IN;axl~[a]. 	 (4.15) 

При розтяганні в праву частину цієї умови підставляють допустимі напру
ження на розтяг [а+], а при стисканні - допустимі напруження на стиск [а_] . 

Використовуючи умову міцності (4.15), можна розв'язувати три типи задач: 
1) за відомими навантаженнями для вибраного матеріалу знайти 

надійні з погляду міцності розміри поперечного перерізу стрижня (проек
тувальний розрахунок); 

2) за відомими розмірами та матеріалом деталі перевірити, чи зможе 
вона витримати задане навантаження (перевірний розрахунок); 

3) за відомими розмірами деталі, матеріалом і схемою навантажуван
ня визначити допустиме навантаження. 

Іноді для забезпечення нормальної роботи машин та споруд розміри 
їхніх деталей потрібно вибирати так, щоб задовольнити умову жорсткості. 
При розтяганні (стисканні) умова жорсткості має такий вигляд: 

N(x)dx
f<1l=L ",,,,1 . . \ ~[f<1l], 	 (4.16)f 

де N - зміна довжини деталі; [f<1~ - допустиме значення цієї зміни. 

·Деякі міркування щодо вибору допустимих напружень наведено в § 34. 
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Нагадаємо, що розрахунок за умовою жорсткості завжди слід допов
нювати розрахунком на міцність. Якщо умова жорсткості виконується, а 
умова міцності ні, то задачу слід розв'язувати з умови міцності. 

Аналогічно розраховують на міцність та жорсткість при інших про
стих деформаціях стрижня. Міркування щодо розрахунку на міцність при 
складних напружених станах викладено в розділі 7. 

§ 29. Випробування матеріалів на розтягання 

Під час проектування й розрахунків на міцність, жорсткість і стійкість 
елементів механізмів, машин та споруд треба знати властивості матері
алів. Тому матеріали випробовують на розтягання, стискання, зсув, кру
чення, згинання та твердість. Докладні описи всіх видів механічних випро
бувань, а також машин та приладів, що при цьому застосовуються, наведе
но в спеціальних курсах і посібниках з лабораторних робіт з опору мате
ріалів. Обмежимося лише коротким описом деяких поширених видів 
механізмів випробувань та здобутих при цьому результатів. 

Одним із основних видів випробувань матеріалів є випробовування 
на розтягання, оскільки при цьому виявляються найважливіші їхні власти
вості. З випробуваного матеріалу виготовляють спеціальні зразки. Най
частіше Їх роблять циліндричними (рис. 99, а); з листового металу, як пра
вило, виготовляють плоскі зразки (рис. 99, 6). 
у циліндричних зразках має витримуватися співвідношення між розра

хунковою довжиною зразка 10 та діаметром do:у довгих зразків 10 =1О do' 
у коротких - 10 =5 do. Ці співвідношення можна виразити в дещо іншій 
формі. Враховуючи, що 

wo fD
do="y~ =1,lз"Fо , 

де Fo - площа поперечного перерізу зразка, маємо: 
для довгого зразка 

'о =11,з[F;; (4.17) 
для короткого -

'о =S,6S[F;. (4.18) 

Щоб дотриматися подібності при випробуваннях, ці співвідношення 
мають поширюватися і на плоскі зразки. 

Як основні використовують зразки з діаметром do =1О мм; при цьому 
робоча довжина 'о = 1ОО мм . Допускається застосування зразків інших 
діаметрів за умови, що їхня робоча довжина 'о = 1О doабо 10 =5do. Такі 
зразки називають nроnорціЙнu.мu. 

Діаграми розтягання. Для випробувань на розтягання застосовують 
розривні машини, що дають змогу в процесі випробування визначити 
зусилля та відповідні до них деформації зразка. За цими даними будують 
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Рис. 99 Рис. 100 

початкову діаграму розтягання, в якій по осі ординат відкладають зусил
ля, а по осі абсцис - відповідні до них подовження. Діаграму розтягання 
можна зняти й автоматично за допомогою спеціальних діаграмних апа
ратів . Характер діаграми розтягання залежить від властивостей випро
буваного матеріалу. Типовий вигляд такої діаграми для маловуглецевої 
сталі зображено на рис. 100. 

Розглянемо характерні ділянки й точки цієї діаграми, а також відповідні 
до них стадії деформування зразка. 

Від початку навантажування до певного значення розтягальної сили 
має місце прямо пропорційна залежність між подовженням зразка та си
лою. Ця залежність на діаграмі визначається прямою ОА. На цій стадії 
розтягання справедливий закон Гука. 

Позначимо силу, за якої закон пропорційності припиняє свою дію, 
через Рпц. Цьому значенню сили на діаграмі відповідає точка А. Напру
ження, спричинене силою Рпц' називається границею пропорційності й об
числюється за формулою 

Gпц =РпJFо · (4.19) 

Отже, границею пропорційності називається наnруже1l1/Я, після якого 
1l0РУluується закон Гука. 

Як уже зазначалося, деформація називається nружною, якщо вона пов
ністю зникає після розвантаження. Припустимо, що поступово підвищую
чи навантаження Р, при КОЖI-IОМУ його значенні здійсюоватимемо повне 
розвантаження зразка. Доки сила Р не досягне певного значення, доти спри
чинені нею деформації зникатимуть при розвантаженні. Процес розванта
жування при цьому зобразиться тією самою лінією, що й навантажування. 

Позначимо через Рпр найбільше значення сили, при якому зразок ще 
не дає при розвантаженні залишкової деформації. Цьому значенню на 
діаграмі відповідає точка В, а пружній стадії розтягання зразка - ділян
ка ОВ. 
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р Найбільше напруження, до якого залишкова дефор
мація прирозвантаженні не виявляється, називається 

границею пружності. Це напруження спричинюєть
ся силою Рпр і визначається за формулою 

апр =Рпр/Fо · (4.20) 

Границя пружності є характеристикою, не пов'яза
ною із законом Гука . Точка В може бути як вище, так і 
нижче від точки А. Ці точки, а отже, і значення 
напру~ень апц та .апр близькі одна до одної, і, як пра
вило, РІзницею МІЖ ними нехтують. 

Після точки А при дальшому розтяганні зразка кри
ва розтягання стає криволінійною і плавно підні
мається до точки С, де спостерігається перехід до го

р ризонтальної ділянки CD, щО називається площадкою 
а б' текучості. На цій стадії розтягання подовження зраз

ка зростає при сталому значенні розтягальної сили, яку 

р 

Рис. 101 позначають Рт ' Такий процес деформації, що його на


зивають текучістю матеріалу, супроводжується за

лишковим (пластичним) подовженням, яке не зникає після розвантаження. 


Отже, границею текучості ат зветься найменше напруження, при яко
му деформація зразка відбувається при постійномурозтягальному зусиллі. 
Границя текучості визначається за формулою 

ат =PT/Fo' (4.21) 

Початок пластичної деформації відповідає наставанню деякого кри
тичного стану металу, який можна виявити не тільки за залишковими 
деформаціями, а й за іншими ознаками. При пластичній деформації підви
щується температура зразка; у сталі змінюються електропровідність та 
магнітні властивості. При цьому на полірованій поверхні зразків, особливо 
плоских, помітне потьмяніння, що є наслідком появи густої сітки ліній. 
ці лінії мають назву ліній Чернова (ліній Людерса). Вони нахилені до осі 
зразка приблизно під кутом 450 (рис. 101, а) і становлять мікроскопічні 
нерівності, що виникають внаслідок зсувів у тих площинах кристалів, де 
діють найбільші дотичні напруження. Внаслідок зсувів по похилих пло
щинах зразок зазнає залишкових деформацій. Механізм утворення Їх спро
щено зображено на рис. 101, б. 

Після стадії текучості матеріал знову набуває здатності збільшувати 
опір подальшому деформуванню і сприймає зусилля, що зростає до деякої 
границі. Цьому відповідає висхідна ділянка DE (див. рис. 100) кривої роз
тягання, що зветься ділянкою зміцнення. Точка Е відповідає найбільшому 
зусиллю Ртах' яке може сприймати зразок. 

Напруження, що відповідає максимальній силі Ртах' називається тим
часовим опором або границею міцності і позначається ав . Його визнача
ють за формулою 

(4.22) ав =РтаХ / Fo· 
До цього моменту подовження розподілялися рівномірно по всій довжині 

'о зразка; площі поперечних перерізів розрахункової частини зразка 
змінювалися неістотно і також рівномірно по всій довжині. TOM~ дЛЯ 
обчислення апц, апр, ат та ав у розрахункові формули вводилися почат
кові значення площі Fo' 

Після досягнення зусилля Ртах при подальшому розтяганні зразка де
формація відбувається в основному на невеликій довжині зразка. Це при
зводить до утворення місцевого звуження у вигляді шийки (рис. 102) і до 
зменшення сили Р, незважаючи на те що напруження у перерізі шийки 
неперервно зростає. Зменшення розтягальної сили Р спостерігається лише 
при випробуванні зразка у машині, яка обмежує швидкість зростання де
формації. При навантажуванні через підвішування вантажів руйнування 
відбудеться при постійному навантаженні, проте із всезростаючою швид
кістю деформації. 

Позначивши через Ркр розтягальну силу в момент розриву, матимемо 

акр = Ркр / Fo. (4 .23) 

Визначене таким чином напруження при розриві зразка надто умовне і не 
може бути використане як характеристика механічних властивостей сталі. 
Умовність полягає в тому, що його здобуто діленням сили в момент роз
риву на початкову площу поперечного перерізу зразка, а не на дійсну його 
площу при розриві, яка значно менша, ніж початкова, внаслідок утво
рення шийки. 

Основними характеристиками пружності та міцності матеріалів, що ви
користовуються у практичних розрахунках, є границя пружності апр, гра
ниця текучості ат та тимчасовий опір (границя міцності) ав . Для маловуг
лецевої сталі, що має площадку текучості, наприклад для сталі Ст2, ці ха
рактеристики такі: апр=200 МПа, ат =220 ... 260 МПа, ав =340.. .420 МПа. 

Для металів, що не мають площадки текучості, границю текучості виз
начають умовно як напруження, при якому залишкова деформація є ве
личиною, регламентованою стандартами або технічними умовами. Згідно 
з ГОСТ 1497-84, залишкова деформація становить 0,2 % від вимірюва
ної довжини зразка. Умовні границі текучості позначають нижнім індек
сом відповідно до заданого значення деформації, наприклад ао 2' 

Ураховуючи, що практично важко встановити початок відХилення від 
закону пропорційності й початок появи перших залишкових деформацій, 
вводять також поняття умовних грamщi пропорційності та границі пружності . 

Умовною границею пропорційності називають найменше напруження, 
при якому відхилення від лінійної залежностіміж наnружею-/ям та дефор
мацією досягає деякого значення, що встановлюється 

т~~Нічними умовами (наприклад, 0,002 % від вимірюва- [----..-,----1
НОl довжини зразка). _ 

Умовною границею пружності називають найменше ----, ..---
напруження, при якому залишкова деформація досягає Рис. 102 
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задано.го. значення (як правило, 0,001 ... 0,05 % від вимірюваної довжини 
зразка) . Її позначають нижнім індексом відповідно до заданого значення 
залишкової деформації (наприклад, ао 001 чи ао 05)' 

Найважливіші механічні характеристики деяких матеріалів , що широ
ко застосовуються, наведено в дод. 2 ... 8. 

Розвантаження та повторне навантажування. Як уже зазначалось , якщо 

при зусиллі розтягання, що спричинює напруження не вище за границю 

пружності, припинити навантажування, а потім розвантажувати зразок, 
то процес розвантаження зобразиться на діаграмі лінією, яка практично 
збігається з лінією навантаження. Після остаточного розвантаження зраз
ка його подовження повністю зникає. Повторне навантажування на діа
грамі піде по тій самій лінії ОВ, яку здобуто при першому навантажу
ванні зразка. 

Буде інакше, якщо до початку розвантаження напруження у зразку 
перевищує границю пружності. Виконавши розвантаження, наприклад 
після досягнення силою значення, зображеного ординатою точки М (див. 
рис. 1ОО), помітимо, що процес розвантаження на діаграмі описується вже 
не кривою, яка збігається з кривою навантажування ОАBCDM, а пря
мою MN, паралельною прямолінійній ділянці ОА діаграми. Подовження 
6.1' зразка до початку розвантаження при розвантаженні зникає непов
ністю. Зникла частина подовження на діаграмі зобразиться відрізком M~p , 
а та частина, що залишилася, - відрізком Мо. Отже, повне подовження 
зразка за границею пружності складається із двох частин - пружної та 
пластичної: 

6.1'=6.1' +/)./'пр о· 

Так буде до самого розриву зразка. Після розриву пружна складова 
повного подовження в обох частинах зразка (відрізок Мпр) зникає. Подов
ження, що залишилося, зображується відрізком Мо. 

Далі знову навантажуватимемо зразок, який був розтягнутий силою, 
що спричинила в ньому напруження вище за границю текучості, а потім 
розвантажений. При цьому виявиться, що лінія повторного навантажу
вання майже збігається на діаграмі з лінією розвантаження МN. Границя 
пропорційності підвищиться й приблизно дорівнюватиме тому напружен
ню, дО якого первісно був розтягнутий зразок. При подальшому підвищенні 
розтягальної сили крива діаграми збігається з МEF. Частина діаграми 
ліворуч від лінії N М виявиться відсіченою, тобто початок координат пе
реміститься в точку N. Залишкове подовження після розриву буде мен
шим, ніж у зразку, що не зазнав попередньої пластичної деформації. 

Отже, попереднє витягування за границю текучості змінює деякі ме
ханічні властивості сталі - підвищує границю пропорційності й зменшує 
залишкове подовження після розриву, тобто робить її більш крихкою. Зміна 
властивостей матеріалу внаслідок деформації за границею текучості зветься 
наклепом. У деяких випадках це явище небажане, і його намагаються усу
нути, в інших, навпаки, наклеп корисний, і його утворюють штучно . 

Відносні подовження та звуження після розриву. Повне подовження, якого 
зазнав зразок перед руйнуванням , зменшиться після розриву, оскільки в 
частинах зразка зникнуть пружні деформації. Відно.сНlШ nо.до.вжеlll/ЯМ після 
розриву О, %, називають відношення приросту розрахунковоїдовжини зразка 
після розриву до його початковоїдовжини: 

Мо
0=-,-100. (4.24) 

о 

Відносне подовження після розриву характеризує пластичність матері
алу. Залежно від цього подовження матеріали поділяють на пластичні й 
крихкі. Для перших можна умовно взяти о > 5 %, а для других - о < 5 %. 
До пластичних матеріалів належать маловуглецева сталь, чавун, скло, 
камінь, бетон тощо. Наприклад, для вуглецевої сталі марки Ст2 відносне 
подовження після розриву о '" 31 %. 

Відносне зву:ження зразка після розриву 'Р, %, визначається діленням 
абсолютного зменшення площі поперечного перерізу в шийці на почат
кову площу: 

'Р= ~o 100. (4.25) 
о 

Чим більше відносне звуження після розриву, тим пластичніший мате
ріал. Наприклад, для м'якої вуглецевої сталі марки Ст'Р = 55 ... 65 %. 

Відносне подовження о й відносне звуження 'Р є характеристиками 
пластичності матеріалу. Вони певною мірою умовні, оскільки приріст 
довжини у формулі (4.24) й зменшення площі поперечного перерізу зраз
ка у виразі (4.25) належать до початкової довжини й початкової площі 
поперечного перерізу. Насправді пластична деформація відбувається на 
довжині зразка, що неперервно змінюється. Позначивши через d! приріст 
довжини , зразка в даний момент випробування, знаходимо так зване 
дійсне відносне подовження: 

'к d/ /к
І -=lп-. (4.26)е=, 10 
'о 

Тут 10 і!к - відповідно початкова та кінцева довжини зразка. 
Оскільки 

'о +/).1
Ік =10 + /)./ 0=/).//'0' то е =Іп-,-= IпО+О). 

о 

Розкладаючи праву частину цієї формули в ряд за степенями О, дістанемо 

02 03 
е = Iп(I+О)=О--+- _· ·· 

2 3 

Як бачимо, при малих значеннях о умовна та дійсна деформації прак
тично однакові. Так, уже при о = І О % дійсне подовження е =9,95 %. 
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Рис. 103 Рис. 104 

Аналогічно можна визначити дійсне поперечне звуження: 

- FfK 

dF Fo Fo І'Р = - - =ln- =lп =lп-- . (4.27) 
F F F.o-M І-'Р

F. к 
О 

Як свідчать експерименти , при пластичній деформації об'єм тіла не 
змінюється: 

Folo =FK/K, або ~ = Fo 
10 FK 

Із цього випливає, що ЧІ = е. 
Робота деформацїі. Крім уже названих характеристик механічних вла

стивостей матеріалу, діаграма розтягання дає змогу визначити ще й енер
гетичні його характеристики. 

Площа діаграми розтягання в координатах Р - М характеризує робо
ту , яку витрачено на розрив зразка. Це можна показати так . 

Нехай деякій розтягальній силі Р відповідає деформація л зразка 
(рис. 103). Надамо силі Р нескінченно малого приросту dP, при цьому приріст 
деформації буде dЛ. Очевидно, робота зовнішніх сил на цьому переміщенні 

dA =(Р+dР)dл '" РdЛ. 

Робота, яку витрачено на розтягання зразка до подовження ЛІ ' 

А = 
Л)

f РdЛ. (4.28) 
о 

Як видно з рис. 103, інтеграл є площею OABCDMNO діаграми розтя
гання. Робота, яку витрачено на розрив зразка , дорівнюватиме всій площі 
ОА BCDEFGO діаграми розтягання . 

у межах пружності повна робота деформації визначається площею 
трикутника (рис . 104, а): 

А - РМ (4.29) пр - -2-' 

Поділивши повну роботу деформації А на об 'єм робочої частини зраз
ка , знайдемо питому роботу деформації, тобто роботу, яку витрачено на 
деформування одиниці об'єму матеріалу : 

апр = А/V. (4 .30) 

Підставивши у формулу (4.30) значення А із формули (4.29) та V= Folo, 
дістанемо 

РМ аЕ (4.31)апр = 2F.I =2 
о о 

Питома робота деформації у межах пружності визначається площею 
трикутника на діаграмі cr - Е (рис. 104, 6). 

Питома робота деформації характеризує здатність матеріалу чинити 
опір ударній дії навантаження: чим більша питома робота деформації до 
розриву, тим краще матеріал чинить опір ударним навантаженням. 

Діаграма розтягання в координатах а-є. Вигляд діаграми розтягання 
в координатах Р - М залежить не тільки від властивостей матеріалу, а й 
від розмірів випробуваного зразка. 
Щоб здобути діаграму, яка характеризує тільки механічні властивості 

матеріалу, початкову діаграму розтягання перебудовують у координатах 
а - Е. Ординати такої діаграми дістають діленням розтягальної сили на 
початкову площу поперечного перерізу зразка (а = PIF ), а абсциси o
діленням абсолютних подовжень розрахункової частини зразка на й по
чаткову довжину (Е = /).1110)' Зокрема, для характерних точок діаграми 
ординати визначають за формулами (4.19) - (4.23). 

Діаграму в координатах cr - Е, яка відповідає початковій діаграмі (див. 
рис. 100), зображено на рис. 105, а. Точкам О, А, В, С, D, Е, Fпочаткової 
діаграми відповідають точки О, а, Ь, С, d, е,jдіаграми а - Е. 

Із діаграми а - Е бачимо, що 

tg а = а / Е = Е, (4.32) 

б 

О/ 

s 
к 

~ 

_І ~ ': 
rJ 

tp 

а б 
Рис. 105 
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нп 
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тангенсу кута нахилу пря

6, /2 молінійної ділянки діагра
мп, ми до осі абсцис. 

800 Площа діаграми напру

80 жень а - Е У ВІДПОВІДному 

600 масштабі дорівнює питомій 

'100 
ча 

роботі деформації. Низхід
на ділянка е! діаграми має 

200 умовний характер, оскільки 
дійсна площа поперечного . . 

о СіООІ СіОО2 QООЗ qDОч Е о 0,0020,004 [ 
переРІЗУ зразка ПІСЛЯ утво

рення шийки та початкова 

Рис. 106 Рис. 107 площа, за я~ою визначають 

ординати ДІаграми, значно 

відрізняються одна від одної. Розділивши силу на дійсну площу попереч
ного перерізу зразка, можна знайти дійсне напруження та побудувати 
відповідну діаграму (рис. 105, а - штрихова лінія). 

Оскільки після утворення шийки відносна поздовжня деформація роз
поділяється по довжині зразка нерівномірно, то дійсні діаграми будують 
у таких координатах: відносне звуження 'Р поперечного перерізу в шийці 
- дійсне напруження S, де 'Р = (Fo - FI )/Fo, S = ~ / F/, а РІ та F - відпоt 
відно зусилля та найменша площа поперечного перерізу в певний момент 
ДОСЛІдження. 

Криву дійсних напружень при розтяганні маловуглецевої сталі наве
дено на рис. 105, б. Точці В відповідає початок виникнення залишкової 
деформації й дійсне напруження, що є границею текучості. Точці Е відпо
відає найбільша сила Ртах' яку витримав зразок під час випробування. За 
нею визначається дійсний тимчасовий опір SB. Деформація зразка від по
чатку розтягання до моменту, що відповідає точці Е, рівномірна по довжи
ні зразка. Абсциса точки Е('РЕ) показує найбільше pi.~HOMipHe звуження. 
Точка Кдіаграми відповідає моменту розриву зразка. Ії абсциса є найбіль
шим звуженням перерізу 'Рк' ордината - дійсним опором розриву Sк. Як 
видно із дійсної діаграми, опір плаСТИЧrЮМУ деформуванню зростає аж 
до моменту руйнування. 

Для визначення механічних характеристик на практиці використову
ють умовні діаграми розтягання в координатах а - Е. Побудови діаграм 
дійсних напружень значно складніші, вони потрібні здебільшого для тео
ретичних ДОСЛІДжень. 

Зазначимо, що площадку текучості має порівняно небагато металів 
маловуглецева сталь, латунь і деякі відпалені марганцевисті та алюмінієві 
бронзи. Більшості металів притаманний поступовий перехід у пластичну 
зону. Для порівняння на рис. 106 наведено діаграми розтягання кількох 
металів: крива І - бронзи (ав = 247 МЛа, 8 = 36 %), 2 - вуглецевої сталі 

(ав = 358 МЛа, 8 =38 %); 3 - нікелевої сталі (ав =715 МПа, 8 =54 %) та 4
марганцевистої сталі (ав =916 МПа, 8 =30 %). 


Розрив зразків із крихких металів відбувається при дуже невеликому 
подовженні й без утворення шийки . На рис. 107 наведено діаграму розтя
гання сірого 'IaВУНУ еч 28, типову для таких матеріалів. Діаграма не має 
вираженої початкової прямолінійної ділянки. Однак, визначаючи дефор
мації у чавунних деталях, користуються формулою закону Гука. Значення 
модуля пружності Е знаходять як тангенс кута нахилу прямої, проведеної 
через початкову точку О діаграми в ТОСІКУ В, що відповідає напруженню , 
при якому визначають деформацію. Такий модуль називають січним. 

§ зо. Деякі інші види механічних випробувань 

Випробування на стискання, незважаючи на Їхню простоту, проводять 

рідше, ніж на розтягання. Це пояснюється так. 
Для пластичних матеріалів модуль пружності, границя пружності та 

границя текучості при стисканні приблизно ті самі, що і при розтяганні. 
Напруження, що відповідає руйнівній силі, при стисканні пластичних ма
теріалів дістати не можна, оскільки зразок не руйнується, а перетворюєть
ся на диск, а стискальна сила постійно зростає. При випробуванні плас
тичних матеріалів на стискання також не можна здобути характеристик, 
аналогічних відносному подовженню й відносному звуженню при розриві. 

Випробуванню на стискання піддають здебільшого крихкі матеріали, . . . 
що, як правило, краще чинять ошр стисканню, НІж розтяганню, І застосо

вуються для виготовлення елементів конструкцій, які працюють на стис
кання. Для розрахунку Їх на міцність потрібно знати характеристики ма
теріалу, що дістають при випробуванні на стискання . 

Випробування матеріалів на стискання виконують на спеціальних пре
сах або універсальних випробувальних машинах. Для цього виготовля
ють зразки у вигляді циліндрів невеликої висоти (як правило, від одного 
до трьох діаметрів) або кубиків. Тертя, що виникає під час випробування 
на стискання між плитами машини і торцями зразка, істотно впливає на 
результати випробування і на характер руйнування. Циліндричний зразок 
із маловуглецевої сталі набирає при цьому бочкоподібної форми (рис. 108). 
Діаграму стискання, яку знято при випробуванні зразка із такого матеріа
лу, зображено на рис. 109. На рис. 110, а зображено характер руйнування 
зразка із каменя під дією стискальних зусиль Р та сил тертя між плитами 
машини і торцями зразка. Якщо зменшити сили тертя нанесенням шару 
парафіну на торці зразка, руйнування відбудеться інакше (рис. 110, 6): 
зразок дасть тріщини, паралельні напряму стискальних сил, й розшаруєть
ся. Як зразок із каменя, руйнується і бетонний зразок. 

Руйнування при стисканні чавунного зразка відбувається внаслідок 
зсуву однієї частини зразка відносно іншої (рис. 111). Діаграму стискання 
чавуну наведено на рис. 112. 

Деревина, що є анізотропним матеріалом, при стисканні, як і при розтя
ганні, має різну міцність залежно від напряму стискальної сили відносно 
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напряму волокон. На рис. 113 зображено діаграми стискання двох куби
ків із деревини однієї породи. Крива 1 ілюструє стискання кубика вздовж 
волокон, а крива 2 - впоперек волокон. При стисканні вздовж волокон 
деревина значно міцніша, ніж при стисканні впоперек волокон. При стис
канні вздовж волокон зразок руйнується внаслідок зсуву однієї частини 
відносно іншої, а при стисканні впоперек волокон деревина має схильність 
до пресування і не завжди вдається визначити момент початку руйнування. 

у табл. 9 наведено значення тимчасового опору при стисканні деяких 
матеріалів. ' 

Визначення твердості матеріалів. Іноді для оцінки тимчасового опору 
можна скористатися непрямим методом, зокрема вимірюванням твердостІ. 

Твердістю матеріШlУ називають здатність чинити опір механічному nро
никанню в його поверхню іншого, більш твердого тіла. Для визначення твер
дості найчастіше в поверхню матеріалу з певною силою вдавлюють тіло 
(індентор) у вигляді кульки, конуса або піраміди. На підставі розмірів здо
бутого відбитка роблять висновок про твердість випробуваного матеріалу. 

Найпоширенішим методом визначення твердості є метод Брінелля. Ста
лева загартована кулька діаметром D (рис. 114) удавлюється у випробу
ваний зразок (виріб) під дією навантаження Р, прикладеного протягом 
певного часу, Після віддалення навантаження вимірюється діаметр 
відбитка, що залишився на поверхні зразка. Число твердості за Брінеллем 
виражається відношенням заданого навантаження Р, кгс, до площі по
верхні сферичного відбитка F, мм2, і може бути визначене за формулою 

НВ= 2Р 
(4.33)1tD(D-JD2-(2 ) , 

де Р - навантаження*, кгс; D - діаметр кульки, мм; d - діаметр відбит
ка, мм. 

Число твердості виражається у кілограм-силі на міліметр квадратний 
(кгс/мм2), хоч, як правило, одиницю не вказують. 

·Одиниці виміру навантаження кілограм-сили наведено у зв'язку з існуючим таруван
ням приладів. 
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Рис. 112 Рис. 113 Рис. 114 

Якщо твердість вимірюють кулькою діаметром D =10 мм під наванта
женням Р=3000 кгс із витримкою під навантаженням протягом часу t =10 с, 
то число твердості за Брінеллем супроводжується позначенням НВ, напри
клад 300 НВ. При інших режимах випробування після літер НВ зазначають 
умови випробувань у такому порядку: діаметр кульки, навантаження і трива
лість витримки під навантаженням. Наприклад, 2()() НВ 5/250/30 означає: 2()() 
число твердості; НВ - твердість за Брінеллем; 5 - діаметр кульки, мм; 250 
навантаження, кгс; 30 - тривалість видержки під навантаженням, с. 

Якщо твердість матеріалу НВ ;::: 450 кгс/мм2 , то визначити її вдавлю
ванням кульки не можна у зв'язку з помітною деформацією останньої. 
Тоді замість кульки вдавлюють алмазний конус (метод Роквелла) або 
алмазну піраміду (метод Віккерса). Застосовують й інші методи. Наприк
лад, твердість визначають за висотою відскоку бойка, що падає з певної 
висоти на поверхню випробуваного матеріалу; за періодом коливань маят
ника, що упирається у поверхню матеріалу. 

Твердість, яку визначено різними методами, за допомогою спеціаль
них таблиць можна перевести у твердість за Брінеллем. 

Визначення твердості - вельми поширене випробування, що пояс
нюється його надзвичайною простотою, Твердість можна визначити й 
безпосередньо в умовах виробництва на готових виробах, оскільки відбит
ки, що залишаються, здебільшого не псують виробів. 

Експериментально установлено, що для деяких матеріалів існує певний 
зв'язок між числом твердості за Брінеллем НВ та тимчасовим опором при 
розриві (JB' Наприклад, для маловуглецевої сталі (JB == 0,36 НВ, дЛЯ стале
вих виливків (JB =(0,3 ... 0,4) НВ, дЛЯ сірого чавуну (JB =(НВ-40)/6. 

Таблиця 9 
Матеріал а•. ст, МПа Матеріал а•.ст , МПа 

Чавун сірий звичайний 600 ... 1000 Сосна (вологість 15 %): 
Граніт 120... 260 уздовж волокон 40 
Цегла , 8 ... 30 впоперек волокон 5 
Бетон .... 7 ... 50 Дуб (вологість 15 %) 
Текстоліт 

~ 

130... 250 уздовж волокон 50 
Гетинакс 150 ... 180 15впоперек волокон 
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§ 31. Поняття про механізм утворення деформацій 

Різні види механічних випробувань металів дають лише зовнішнє уяв
лення про характер пружної та пластичної деформації. Наведемо корот
кий і спрощений виклад сучасних уявлень про процеси, що виникають у 
металах при таких деформаціях. 

Як відомо, метали мають кристалічну структуру. При затвердненні 
металу в розплаві одночасно виникають багато центрів кристалізації, 
внаслідок чого ріст кожного кристала обмежується сусідніми. У резуль
таті технічний метал складається з багатьох кристалів неправильної огран
ки, що їх називають кристалітами або кристалічними зернами. Відносно 
одне одного кристалічні зерна орієнтовані по-різному. Разом з тим у кож
ному з них атоми розміщені цілком певно й утворюють так звані крис
талічні tpатки, які складаються з однакових комірок, що повторюються. 

Атоми електрично нейтральні, оскільки негативні заряди електронів 
нейтраліоовані позитивним зарядом ядра. У металах при достатньому 
зближенні атомів виникає можливість відриву валентного електрона одно
го атома позитивно зарядженим іоном іншого. Отже, частина валентних 
електронів починає переміщуватися. Ці електрони називають вілыlми,' 
оскільки вони не зв'язані з певними атомами. 

Метал можна уявити собі як структуру з нейтральних атомів та іонів, 
що перебувають в атмосфері електронного газу, який наче утримує іони. 
Зв'язок між атомами, що здійснюється електростатичними силами внаслі
док взаємодії позитивних іонів та електронного газу, називається мета
лічним. Оскільки ці атоми за своєю природою однакові, то розміщуватися 
вони мають на таких відстанях один від одного та у таких точках простору, 
де сили притягання й відштовхування, що діють на них, були б однакові. 
у результаті відбувається закономірне розміщення атомів, яке спостері
гається у кристалічних (ратках. 

Кристалічні rратки утворюють уявні лінії й площини, що проходять 
крізь точки простору, в яких розміщені іони металу. Правильніше ці точ
ки визначити як центри найбільш імовірного розміщення іонів, оскільки 
останні не залишаються нерухомими, а коливаються навколо цих центрів. 
Ці центри зазвичай називають вузлами кристалічних tpamoK. Найпоши
ренішими типами таких (раток металів є кубічні об'ємноцентровані 
(рис. 115, а), кубічні гранецентровані (рис. 115, б) та гексагональні щільно
упаковані (рис. 115, в). У них атоми перебувають у стійкій рівновазі й 
мають мінімальну потенціальну енергію. 

Якщо метал деформується, відстані між атомами під дією зовнішніх 
сил змінюються у певних напрямах, лінії та площини, що проходять крізь 
атоми, а отже, і кристалічні rpатки викривлюються. Оскільки при цьому 
рівнодійні сил притягання й відштовхування між атомами вже не дорів
нюють нулю, то в фатках діятимуть внутрішні сили, що намагаються по
вернути атоми в положення рівноваги. Залежність між малими зміщення
ми атомів та силами взаємодії з певним ступенем наближення можна вва

а б в 

Рис. 115 

жати лінійною. Сумарно це виявляється в лінійній залежності між зміщення
ми точок тіла та зовнішніми силами, яка виражається законом Гука. 

При усуненні зовнішніх сил атоми знову займають свої попередні місця 
в кристалічних фатках, внаслідок чого відбувається пружне відновлення 
форми металевого тіла. Так пояснюється пружна деформація. 

Якщо зовнішні сили збільшуються, то зростають і внутрішні. Тоді в 
зернах металу відбуваються зміщення однієї частини відносно іншої, що 
зветься ковзанням. дослідженнями встановлено, що воно відбувається по 
площинах і напрямах, уздовж яких атоми розміщуються найбільш щільно. 
у кожній з кристалічних фаток, які зображено на рис. 115, одну таку пло
щину заштриховано, а напрями ковзання показано стрілками. Важливою 

характеристикою цих площин та напрямів є напруження зсуву ", що спри
чинює ковзання. 

Розглянемо механізм утворення пластичної деформації в межах одно
го кристала з довершеними кристалічними rpатками, спрощену модель 
яких наведено на рис. 116, а. 

Нехай у таких фатках верхній шар атомів зміщується відносно нижнього 
по площиніА-А. Якщо припустити, що в процесі зсуву кристалічні rратки 
не викривлюються, тобто у частинах їі вище та нижче площини А-А 
відстані між атомами залишаються незмінними, то можна дійти виснов
ку, що всі атоми верхнього шару зміщуються відносно нижнього одно
часно і на одне й те саме значення. Доки взаємне зміщення и (рис. 116, б), 
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зростаючи, залишається мен

шим за половину відстані 
між атомами (а/2), доти сили 

о о 

взаємодії між ними пере
шкоджають зсуву. Як тільки 
це зміщення перевищить 
відстань а/2, сили взаємодії 

а б почнуть сприяти зміщенню 
Рис. 117 rpaToK в нове стійке поло

ження рівноваги. Пластична деформація відбудеться внаслідок зміщення 
частини фаток на відстані, кратні а (рис. 116, в) . Найменша пластична 
деформація відповідає зміщенню на а . Внаслідок таких зміщень кожний 
попередній атом займає місце наступного, всі атоми опиняються на місцях, 
що властиві даним кристалічним фаткам. Кристал зберігає свої власти
вості , змінюючи лише конфігурацію. 

Точні теоретичні розрахунки, що rpунтуються на описаній картині 
деформації, дають змогу визначити максимальні дотичні напруження, які 
мають виникнути в кристалі для того, щоб з'явилася пластична деформа
ція. В дійсності вона починає утворюватися, якщо напруження в сотні 
разів менші, ніж дає теорія . Така розбіжність між теоретичним і дійсним 
опором зсуву в кристалах пояснюється тим, що перехід атомів з одного 
положення в інше здійснюється не одночасно, а у часі, подібно до хвилі , з 
місцевими викривленнями фаток, що називаються дислокаціями. 

На рис. 117, а наведено так звану крайову дислокацію. Верхня части
на rpaToK зсунута відносно нижньої на одну міжатомну відстань, причо
му зафіксовано положення, якщо зсув охопив ще не всю площину ковзан

ня. У результаті виникло викривлення rpaToK: одна вертикальна атомна 
площина верхньої половини не має продовження у нижній. 

Зазначимо, що реальні кристали або із самого свого виникнення містять 
дислокації, або мають якісь інші недосконалості, й у них дислокації утво
рюються вже при низьких напруженнях зсуву. Тому при низьких напру
женнях дислокації рухаються крізь кристалічні rратки, що і спричинює 
пластичну деформацію кристала. Після того як дислокація вийде назовні 
кристала, форма його зміниться, але структура залишиться тією самою 
(рис. 117, 6). Виникають нові дислокації й рухаються крізь кристал. Су
марно результат цих ковзань у зернах виявляється у вигляді пластичної 
деформації зразка. 

Переміщення дислокації крізь кристал можна уподібнити руху складки 
по килиму. Якщо складка пройде крізь весь килим , він буде дещо зміще
ний. Сила, необхідна для переміщення складки, істотно менша, ніж та, 
яка потрібна для того , щоб зрушити весь килим. 

Так теорія дислокацій пояснює механізм утворення пластичних дефор
мацій та розбіжність між теоретичною і дійсною міцністю металів . 

При масовій пластичній деформації дислокації, які рухаються у криста
лічних rpaTKax по площинах, що перетинаються, утворюють нерухомі по

роги, тому переміщення дислокацій гальмується . Сумарно це виявляється 
як зміцнення металу після певної пластичноїдеформації. 

Поява зсувів у кристалічних rpaTKax, що призводять до пластичної де
формації, не виключає викривлень кристалічних rpaToK, які відповідають 
пружним деформаціям. Це підтверджується тим, що на будь-якій стадії 
деформування зразка, аж до самого розриву, повна деформація складаєть
ся з пружної та пластичної. 

Підвищення опору руху дислокацій приводить до збільшення міцності 
металу. Цього досягають введенням у метал спеціальних домішок, терміч
ною обробкою, наклепом і под. Тепер уже зроблено перші кроки до ство
рення металів , що не мають дефектів кристалічних rpaToK. Добуто 
бездислокаційні ниткоподібні металеві кристали (<<вуса»), що мають дуже 
велику міцність, яка наближується до теоретичної. 

§ 32. Поняпя про концентрацію напружень 

Теоретичні та експериментальні дослідження показали, що рівномір
ний розподіл напружень по площі поперечного перерізу розтягнутого або 
стиснутого стрижня, який дає формула (4.6), буде виключно тоді, коли по 
довжині стрижня поперечні перерізи однакові або змінюються вельми 
плавно. Різкі зміни площі поперечного перерізу внаслідок наявності попе
речних отворів, викружок, канавок та надрізів призводять до нерівномір
ного розподілу напружень, спричинюють концентрацію напружень . На 
рис. 118, а наведено графік розподілу розтягальних напружень у перерізі 
штаби, який ослаблений круглим отвором, а на рис. 118, б - уперерізі, 
ослабленому півкруглими викружками. 

Зазначимо, що зображена тут і далі картина концентрації напружень 
дещо спрощена, проте в основному правильно відбиває суть явищ, що 
відбуваються. Точні досліди свідчать, що напружений стан у місцях кон
центрації має більш складний характер. 

Фактори, що спричинюють концентрацію напружень (отвір, надріз 
тощо), називають концентраторами 
напружень. Максимального значення 
напруження досягають у безпосередній 
близькості від нього (наприклад, біля ~ 

~ краю отвору чи викружки) Й обмежу
ються дуже невеликою частиною ПЛОЩІ 

цевий характер. Тому напруження біля 
місць концентрації називають місце
вими . 

Зупинимося на деяких поняттях та 
означеннях , що застосовуються при 

розрахунках на міцність у випадку кон
центрації напружень. 

р 

поперечного перерізу, тобто мають міс- 1()~ 

р 

а б 

Рис. 118 
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Номінальним напруженням називають напруження, визначене на 

підставі припущення про те, що концентрації напружень немає. 
у розглянутих прикладах (рис. 1\8, а і б) номінальне напруження виз

начається як середнє напруження в ослабленому перерізі пластини: 

(4.34)о" н = N/ Fтіп ' 

де N - п.оздовжня сила в ослабленому перерізі ; Fmin - площа ослаблено
го перерІЗУ, що зветься площею нетто. 

Іноді під номінальним напруженням розуміють напруження , обчисле
не за площею F суцільного ПОl1еречного перерізу без урахування його 
зменшення за рахунок отвору. Цю площу називають площею nоnеречного 

перерізу брутто. Тоді 

(4.35)O"H =N/F. 

у разі дуже малого отвору в штабі номінальні напруження, обчислені 
за формулами (4.34) та (4.35) , будуть практично однакові . В інших випад
ках напруження можуть істотно відрізнятися. Тому, використовуючи по
няття номінального напруження, потрібно встановити, н·а базі якого по
перечного перерізу його визначено. 

Теоретичний та ефективний коефіцієнти концентрації напружень. 
Кількісною характеристикою концентрації напружень є коефіцієнт кон
центрації а, який дорівнює відношенню найбільшого місцевого напру

ження О"тах до номінального о"н: 

а = О"та/О"н. (4.36) 

Найчастіше коефіцієнти концентрації напружень визначають метода
ми теорії пружності , що rрунтуються на припущенні про однорідність , 
ізотропність та повну пружність матеріалу. Такі коефіцієнти називають 
теоретuчншии коефіцієнтами концентрації. 

Місцеві напруження залежать від виду й розмірів концентратора. На
приклад, чим менший радіус отвору або викружки у штабі, тим більше 

максимаЛЬНІ напруження 

о d відрізняються від номі

ех l 
нальних. у разі дуже ма

лого радіуса отвору в шта
2,6 бі (рис. 118, а) біля країв 

отвору найбільше напру
ження дорівнює трьом но

1,8 мінальним (а = 3), а біля 
країв півкруглих ВИРІЗlВ 
(рис. 1\8, б) - приблизно 

1,0 
О 0,2 0,4 0,6 0,8 L 

d 

двом номінальним (а =2). 
Надрізи з гострими вхід
ними кутами дають ще 

Рllс. 119 більші коефіцієнти кон
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центрації напружень біля вершин кутів. Для деяких поширених концент
раторів напружень у штабі прямокутного поперечного перерізу значення 
теоретичних коефіцієнтів концентрації наведено на графіку рис. 119, а в 
стрижнях круглого поперечного перерізу - в табл. 10. Більш докладні 
дані про теоретичні коефіцієнти концентрації напружень містяться в довід
никах з розрахунку на міцність та в спеціальних курсах. 

Визначивши номінальне напруження і знаючи коефіцієнт концентрації 
напружень для даного концентратора, знаходять максимальне напружен

ня в місці концентрації: 

О"mах = ао"н· (4.37) 

Концентрацію напружень доводиться враховувати при конструюванні 
й розрахунку на міцність деталей машин. Слід по можливості уникати 
глибоких виточок, викружок, різних переходів перерізів, біля яких вини
кає концентрація напружень, яка за певних умов сприяє передчасному 
руйнуванню матеріалу. Потрібно також більш старанно обробляти по
верхні деталей, особливо виготовлених з високоміцних загартованих ста
лей. Навіть мілкі сліди від шліфувального круга можуть знизити грани
цю міцності твердозю артованої сталі при розтяганні на 10... 20 %. 

Теоретичні коефіцієнти концентрації напружень залежать від геометрії 
концентратора і не відображають властивостей реальних матеріалів. Су
місний вплив геометрії концентратора й властивостей матеріалів можна 
визнаtlИТИ, випробовуючи зразки із даного матеріалу до руйнування. При 
цьому дістають так звані ефеКl11urші (дійсні) коефіцієнти концеюnрацй" на
nру:жень. Вони є відношенням граничного навантаження зразка без кон
центратора напружень до граничного навантаження того самого зразка 

з концентратором напружень. При статичному навантаженні 

(4.38)k =Р/РІ!' 

де РІ - руйнівне навантаження зразка без концентратора напружень; 
- руйнівне навантаження зразка з концентратором напружень.рн 

Таб,7UЦЯ 10 

Вид концентратора 

напружень 
а 

Вид концентратора 
на пружень 

а 

Лівкругла виточка ПрlІ від
lІошснні радіуса до діаметра 
стрижня 

0,1 
t І 

0,5 
2,0 
1,6 

0, 125 
0,25 
0,5 

Перехід під прямим кутом 
Гостра V-подібна виточка 

1,50 
1,20 

І 
1,10 
2,0 
3.0 

1.0 '. 1,2 Отвір при відношеШlі діамет-
2.0 1,1 ра отвору до діаметра стриж

Галтель при відношенні ра ІІЯ 0,1 ... 0,33 2,0
-

діуса галтел і до діаметра Риски від рі з ця на поверхні 
стрижня виробу 1,2 ... 1,4 

0.0625 1,75 і 
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р 

р На міцність пластичних та крихких матеріалів кон
центрація напружень впливає по-різному. Істотне зна
чення 	при цьому має також характер навантаження. 

Якщо 	матеріал пластичний (діаграма напружень має 
площадку текучості чималої довжини) і навантаження 
статичне, то при збільшенні oc:raHHboro зростання най
більших місцевих напружень припиняється, як тільки 
вони досягнуть границі текучості. У решті поперечного 
перерізу напруження будуть ще зростати до границі те

кучості аА' при цьому зона пластичності біля концент
ратора збшьшуватиметься (рис. 120). 

Отже, пластичність сприяє вирівнюванню напружень . 
Рис. 120 

На цій підставі вважають, що при статичному наванта
женні пластичні матеріали малочутливі до концентрації напруже.нь . Ефек
тивний коефіцієнт концентрації для таких матеріалів близький до оди
ниці. При ударних та повторно-змінних навантаженнях, якщо деформації 
та напруження швидко змінюються в часі, напруження не встигають вирів
нюватися, і шкідливий вплив концентрації напружень зберігається. Тому 
в розрахунках на міцність слід враховува ги концентрацію напружень. 

Для однорідного крихкого матеріалу нерівномірність розподілу напру
жень унаслідок концентрації зберігається на всіх стадіях навантажування 
й при статичному навантаженні. У місцях дії максимальних напружень 
починається руйнування матеріалу (утворюються тріщин.и). Особливо 
чутлива до концентраторів загартована сталь, і тим більше, чим вищі їі 
характеристики міцності. Ефективний коефіцієнт концентрації напружень 
для крихких однорідних матеріалів дуже близький до теоретичного. Отже, 
для крихкого матеріалу в розрахунках на міцність при статичному на
вантаженні можна користуватися теоретичними коефіцієнтами концент
рації напружень. 

§ зз. 	Вплив різних факторів 


на механічні властивості матеріалів 


Механічні характеристики матеріалів залежать від багатьох факторів. 
На властивості металів та сплавів істотно впливають хімічний склад, тех
нологія добування їх, термічна та хімічна обробка, умови експлуатації
температура, середовище, характер навантаження тощо . 

Останнім часом розвиваються нові види техніки: реактивна авіація , 
ракетна техніка, атомні реактори тощо. Матеріали, що застосовуються у 
несівних конструкціях нової техніки, зазнають дії високих температур, 
великих швидкостей навантажування , агресивних рідких та газоподіб
них середовищ, радіоактивних, особливо нейтронних, проникних випро
мінювань. Для роботи в цих умовах створюють нові спеціальні сплави та 
композиційні матеріали . 

]06 

Нижче 	розглядається вплив деяких факторів на механічні характе
ристики найбільш важливих у машинобудуванні матеріалів - сталі , ча
вуну, алюмінію, різних сплавів . 

Вплив 	швидкості деформації. При збільшенні швидкості наростання 
навантаження і, отже, швидкості зростання напруження та деформації всі 
матеріали, що перебувають у пластичному стані, виявляють загальну тен
денцію до збільшення опору деформуванню. Чим вища швидкість дефор
мування, тим вищі границя текучості та тимчасовий опір. Особливо сильно 
залежать від швидкості навантажування механічні властивості пластич
них мас та інших органічних матеріалів. У металів вплив швидкості на
вантажування помітний лише при значній різниці у швидкостях . 

Порівняння результатів статичних та динамічних випробовувань ма
ловуглецевих сталей на розтягання при нормальній температурі (рис . 121) 
показує таке: 

1) крива 1 динамічного розтягання лежить вище, ніж крива 2 статич
ного розтягання; 

2) максимум діаграми для динамічного навантаження зміщується в бік 
початку діаграми; 

3) тимчасовий опір при динамічному навантаженні підвищується, од
нак менше, ніж границя теКУЧОСТІ; 

4) модуль пружності при динамічному навантаженні практично не 
змінюється. 

Вплив технологічних факторів. Елементи сталевих конструкцій мож
на виготовити литтям або прокатуванням, куванням, штампуванням та 
волочінням. Механічні властивості сталі одного й того самого складу дуже 
сильно змінюються залежно від способу ії виготовлення та обробки. 

Під час лиття заготовки можливе утворення різних внутрішніх дефектів 
у вигляді пустот, раковин та включень, що знижують міцність виготов
люваних із них заготовок деталей. У зв'язку з цим потрібен старанний 

контроль якості таких деталей рентгенівським, ультразвуковим або будь
яким іншим способом. 

Прокатування робить сталь анізотропною . Прокатна сталь має харак
терну структуру, в якій зерна, що витягнуті в напрямі прокатування, утво
рюють свого роду волокна. Механічні властивості сталі в напрямі прокату
вання істотно відрізняються від властивостей у напрямі, перпендикулярно
му до нього . Зразки, які вирізано так, що їхня вісь збігається 
з напрямом прокатування, виявляються міцнішими, ніж ті, б 
в яких вісь перпендикулярна до напряму прокатування. 

Попереднє витягування у холодному стані за грани
цю текучості (наклеп) дуже сильно підвищує границю 

2текучості та границю міцності , проте знижує залишкове 
подовження після розриву. Матеріал стає більш пруж
ним та міцним, але менш пластичним. 

Волочіння у холодному стані, що є витягуванням з є 
обтискуванням, ще сильніше впливає на механічні власти Рис. 121 
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Рис. 122 Рис. 123 

вості сталі. Сталевий дріт та сталеві стрічки, які виготовлено волочінням, 
дуже міцні. 

токарна обробка, обробка поверхні роликами, обдування дробом, 
хромування, нікелювання, алітування, азотування й інші види поверхне
вої обробки можуть істотно впливати на міцність деталей, особливо тих, 
що працюють при змінному навантаженні. 

ВПЛИВ термічної обробки. Загартування сталі значно підвищує 11 

твердість, границю текучості й границю міцності, однак сильно знижує 
пластичність. Модуль пружності сталі загартування практично не змінює. 
ЯКЩО потрібна висока поверхнева твердість із збереженням інших власти
востей сталі, використовують поверхневе загартування струмами висо
кої частоти. Для маловуглецевих сталей з цією метою застосовують 
цементацію -- збільшення у поверхневому шарі вуглецю -- з подальшим 
загартуванням. При цьому загартовується лише цей поверхневий шар, а 
основна частина матеріалу зберігає властивості маловуглецевої сталі. 

Для усунення наклепу використовують відпалювання. Щоб вирівняти 
й поліпшити структуру, а також покращити механічні властивості сталі, 
застосОВУЮТЬ нормалізацію. Докладніше ці способи термічної обробки 
розглядають у металознавстві. 

ВПЛИВ температури. Багато деталей сучасних машин (наприклад, па
рових та газових турбін , реактивних двигунів та ін.) працюють при висо
ких температурах, що досягають 800 ... 1000 ос Випробування показали , 
що всі механічні характеристики металів істотно змінюються залежно 
від температури. 

На рис. 122 наведено діаграми напружень вуглецевої сталі при різних 
температурах, а на рис. 123 -- графіки залежності від температури гра
ниці текучості , тимчасового опору й відносного подовження при розтя
ганні. В інтервалі температур 150...250 ОС тимчасовий опір досягає найбіль
шого значення, а відносне подовження після розриву -- найменшого; 
сталь, як кажуть, стає синьоламкою. За більш високих температур міцність 
вуглецевої сталі швидко зменшується, тому при температурах, вищих за 
350.. .400 ОС, таку сталь не застосовують. 
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З підвищенням температури також ЄIO~ 
істотно зменшується модуль пружності Е Мпа 
(рис. 124), а коефіцієнт Пуассона дещо l а 
збільшується. Так, при зростанні темпера- ' 
тури від кімнатної до 500 ОС коефіцієнт 
Пуассона збільшується від 0,28 до 0,33. б 

Вуглецеві сталі при високих температу- 1, 
рах дуже окислюються, на їхній поверхні 
утворюється окалина. У зв'язку з цим зас
тосовують спеціальні жаростійкі та жа- 1,2 
роміцні сталі, які містять у собі різні легу- О 
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ючі добавки. Жаростійкістю називають Рис. 124 
властивість матеріалу протистояти хімічно
му руйнуванню поверхні при високих температурах, а жароміцністю -
здатність зберігати при високих температурах механічні властивості. Ос
таннім часом створено спеціальні сплави, а також металокерамічні мате
ріали, що надійно працюють при температурах до 1ОО ос 

Повзучість. При високих температурах істотне значення має явище 
повзучості матеріалів (крип), яке характеризується зростанням пластич
ної дефор~ації з часом при постійному напруженні, що не спричинює пла
стичних деформацій під час короткочасної дії навантаження. Залежно від 
напруження та температури деформація, що виникає внаслідок повзучості , 
може або припинитися, або продовжуватися до руйнування матеріалу. 

На рис. 125, а наведено криві повзучості сталі при постійній темпера
турі для різних напружень а) < а2 < аз < а4 < as, а на рис. 125, б -- криві 
повзучості при постійному напруженні, але різних температурах, причо
му Т) < Т2 < Тз < Т4 < Ts. Як видно із порівняння графіків, збільшення 
напруження при постійній температурі й підвищення температури при 
постійному напруженні однаково впливають на повзучість матеріалу, а 
саме -- швидкість повзучості збільшується. 

Т=солst 
d d 

с 

~ ІС 

4 
ІС 

t t 
а б 

Рис. 125 
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Окремі відрізки кривих рис. 125 характеризують різні швидкості на
ростання деформації. Розглянемо, наприклад, криву 4. Вертикальний 
відрізок Оа відображує подовження, здобуте відразу після навантажу
вання. Відрізок аЬ - це відрізок неусталеної повзучості, оскільки швид
кість їі тут з часом зменшується. Прямолінійний відрізок Ьс називається 
відрізком усталеної повзучості, що характеризується ії постійною швид
кістю. Відрізок cd характеризує зростання швидкості повзучості, що 
закінчується руйнуванням зразка (точка d). 

Решта кривих повзучості відрізняється від кривої 4 тим, що в них не
має того чи іншого відрізка. Так, криві 1, 2 та З зображують випадки, 
коли повзучість не спричинює руйнування (на них немає відрізка cd). 
Крива 5 не має відрізка усталеної повзучості (точки Ь та с збігаються). Ця 
крива відповідає випадку, коли період неусталеної повзучості заміняється 
відразу періодом із зростаючою ії швидкістю, який закінчується руйнуван
ням. Межа між цими двома періодами визначається точкою перегину Ь. 

Границею nовзучості називається найбільше напруження, при якому 
швидкість або деформація nовзучості при даній температурі за певний nро
мі:жок часу не перевищує встановленого значення (наприклад, швидкості 
0,0001 %/год або деформації 1 % за 10 ООО год). 

Якщо границю повзучості визначають за деформацією, то познача
ють ії літерою cr з трь'ома числовими індексами: двома нижніми й одним 
верхнім. Перший нижній індекс відображує задане подовження (сумарне 
або залишкове), %; другий нижній індекс - заданий час випробування, 

.~. ос Н 700
год; верхнlИ ІНдекс - температуру, . априклад, запис <І0,2 / І ОО означає 

границю повзучості при допуску на деформацію 0,2 % за 1ОО год випробу
вання при температурі 700 Ос. При цьому треба додатково зазначити, за 
сумарною чи залишковою деформацією визначалася границя повзучості. 

Якщо границя повзучості визначається за швидкістю пЬвзучості, то ії 
потрібно позначати літерою cr з двома числовими індексами: одним 
верхнім й одним нижнім. Нижній індекс відображує задану швидкість 
повзучості, %/год; верхній - температуру випробування, Ос. Наприклад, 

a~~~-5 - це границя повзучості при швидкості ії 1 . 10-5 %/год при тем
пературі 600 Ос. При цьому треба додатково зазначити час випробування, 
протягом якого було досягнуто задану швидкість повзучості. 

Деталі, що працюють при високих температурах, розраховують на 
повзучість спеціальними методами з використанням експериментальних 
даних, які характеризують повзучість матеріалу. Метою таких розрахунків 
є визначення границь повзучості. 

За результатами експериментального визначення швидкості повзучості 
ио при розтяганні зразків будують графіки в логарифмічних координатах 
Ig cr - Ig ио . Експериментальні точки добре групуються навколо деякої 
прямої (рис. 126, а). 

Зазначимо, що в деяких матеріалах (свинець, бетон, високополімерні 
матеріали тощо) повзучість спостерігається й при нормальній температурі. 
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Рис. 126 

Тривала міцність. У разі високоїтемператури й довгочасної дії наван
таження відбувається руйнування матеріалу при напруженні, яке менше 
за тимчасовий опір матеріалу при даній температурі. У зв'язку з цим ви
никає потреба визначити тривалу міцність матеріалів. 

Границею тривалої міцності називається напруження, що спричинює 
розрив зразка після заданого строку безперервної дії цього напруження при 
певній температурі. Позначається границя тривалої міцності літерою cr з 
двома числовими індексами. Верхній індекс дає температуру випробуван
ня, ос, нижній - задану тривалість випробування до руйнування, год. 
Останню можна позначити кількістю годин або цифрою 10 з показни

700 б 700 .... 
ком степеня. Наприклад, crІоз а о <І1000 - границя тривалОl МІЦносТІ за 

1ООО год випробування при температурі 700 Ос. 
Випробування на тривалу міцність полягає в тому, що зразки піддають 

різним напруженням при певній температурі й дізнаються про часдо їх розри
ву. Результати подають у вигляді графіка (рис. 126,6). Маючи криву трива
лої міцності матеріалу, можна визначити руйнівне напруження за заданим 
строком роботи деталі при заданій температурі. Навпаки, за заданим напру
женням можна визначити часдо руйнування. Наприклад, деталь, виготовле
на з матеріалу, для якого криву тривалої міцності зображено на рис. 126, б, 
при напруженні 30 МПа та температурі 500 ос зруйнується через 2550 год. . 

Результати експериментального визначення тривалої міцності зручно 
подавати у логарифмічних координатах 19 cr - 19 t, де вони досить добре 
апроксимуються прямими (рис. 126, а). 

Зазначимо, що чим менше руйнівне напруження, а отже, більший час 
розриву, тим менше відносне подовження при розриві, тобто матеріал стає 
більш крихким. Для низки матеріалів (наприклад, для високополімерів) 
зазначений ефект виявляється й при кімнатній температурі. 

Релаксацією напружень називається зменшення Їх з часом унаслідок 
повзучості в навантаженій деталі при незмінній їі повній деформації. У 
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Рис. 127 Рис. 128 

більшості металів релаксація помітна лише при 
великих температурах (рис. 127). Для ілюстрації 
цього явища наведемо такі приклади. 

Між розведеними кінцями розрізаного сталевого 

ltOOl 't,. І 

о ....' _-'----'-_-'----....J
кільця вставимо пластинку (рис. 128). Унаслідок де
формації кілЬЦЯ в ньому виникнуть напруження, й кін
ці кільця, намагаючись зблизитися, з великою силою 10~стиснуть пластинку. Якщо це з'єднання витримати де

який час при високій температурі, то в кільці відбу o~ 
-200 -100 О

деться релаксація напружень, сила затискання пла Т. 'С 
стинки зменшиться і ії можна буде легко вийняти. 

Рис. 129 
Відомо, що початкове затягування болтів, які 

працюють при високій температурі, з часом слабшає, і це спричинює по
требу підтягувати їх. 

Вплив НИЗЬКlIХ температур. На механічні властивості деяких матері
алів істотно впливають низькі температури. Це виявляється в тому, що 
матеріали, пластичні при нормальній температурі, стають крихкими при 
низьких температурах. Такі матеріали називають холодllоламкимu. 

Холодноламкість характерна для металів, що мають кристалічні гратки 
у вигляді об'ємноцентрованого куба або гексагональні. До них належать 
більшість чорних металів, зокрема сталі, а також цинкові сплави. Вияв
ляється холодноламкість як при статичній дії навантаження, так і при 
динамічній. Як приклад на рис. 129 наведено графіки зміни границі теку
чості, тимчасового опору, відносних подовження й звуження при статич
них випробуваннях вуглецевої сталі при низьких температурах. 

Метали, що кристалізуються в системі куба з центрованими гранями 
(мідь, алюміній, нікель, срібло, золото тощо), не виявляють холоднолам
кості ні за якого зниження температури. Наприклад, алюміній при темпе
ратурі рідкого азоту (-196 ОС) збільшує міцність приблизно в 2 рази, од
ночасно збільшуючи відносне подовження в 4 рази. Аналогічно пово
дять себе мідь та нікель. Багато сплавів алюмінію, міді, а також деякі сталі 
не виявляють холодноламкості. 

§ 34. Допустимі напруження 

Як уже зазначалося, деякі деталі машин та інших конструкцій мають 
задовольняти умови міцності та жорсткості . Розміри деталей потрібно доби
рати такими, щоб під дією прикладених навантажень вони не руйнувалися 

й не зазнавали деформацій, які перевищують допустимі. У більшості машино
будівних деталей залишкові деформації звичайно не допускаються. 

Помітні залишкові деформації виникають у пластичних матеріалах, 
якщо напруження досягають границі текучості. Руйнування настає тоді, 
коли напруження досягають границі тимчасового опору; при цьому де
формації крихкого зламу можуть бути невеликими. Отже, для деталей , 
виготовлених з пластичного матеріалу, небезпечними напруженнями мож
на вважати границю текучості, а для деталей з крихкого матеріалу - гра
ниЦlО міцності (тимчасовий опір). 

Цілком природно, що ці напруження не можуть вважатися допусти
мими. Слід зменшити їх настільки, щоб в умовах експлуатації діючі на
пруження завжди були меншими за границю пружності. Отже, допустимі 
напруження можна визначити за формулою 

[о] =он/n, (4.39) 

де он - небезпечне напруження (от або (8); 11 - коефіцієнт запасу міцності, 
що показує, у скільки разів допустиме напруження менше, ніж небезпечне. 

Вибір коефіцієнта запасу міцності залежить від стану матеріалу (крих
кий або пластичний), характеру прикладання навантаження (статичне, 
динамічне чи повторно-змінне) й деяких загальних факторів, що мають 
місце майже в усіх випадках. До таких факторів належать: 

а) неоднорідність матеріалу, а отже, різні його механічні властивості у 
малих зразках та в деталях; 

б) неточність задаваЮіЯ зовнішніх навантажень; 
в) наближеність розрахункових схем та певна наближеність розрахун

кових формул. 
Зазначені фактори й враховуються коефіцієнтом запасу міцності 11, 

який іноді називають основним. 
Запас міцності залежить від того, яке напруження вважати небезпечним. 
Для пластичних матеріалів у разі статичного навантаження небезпеч

ним напруженням, як уже зазначалось, є границя текучості, тобто он = 
=от' а 11 =I1т . Тоді 

[0]= он = от . (4.40)
11 I1 т 

На підставі даних тривалої практики конструювання, розрахунку й 
експлуатації машин та споруд запас міцності I1т для сталей при статично
му навантаженні вибирають таким, що дорівнює І ,4.. .4,6. Очевидно, менші 
значення I1т слід брати тоді, коли матеріал більш однорідний, краще вив
чено його властивості, повніше враховано навантаження, точніші метод 
розрахунку й розрахункові схеми. . 

Для крихких матеріалів при статичних навантаженнях небезпечним 
напруженням є тимчасовий опір (границя міцності), і тоді 

[0]= он = 08 . (4.41 ) 
11 118 

Вибирають запас міцності 118 =2,5 ... 3,0. 
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Допустимі напруження [а] , що знаходять за формулами (4.40) та (4.41), 
зазвичай називають основними допустимими напруженнями. Оскільки 
тимчасовий опір визначити простіше, ніж границю текучості, то іноді й 
для пластичних матеріалів при визначенні допустимих напружень вихо
дять з тимчасового опору, користуючись формулою 

[а] =ав/nв. 	 (4.42) 

У цьому разі, враховуючи, що тимчасовий опір перевищує границю 
текучості на 50... 70 %, запас міцності nв для пластичних матеріалів виби
рають 2,4 ... 2,6. Це значення для пластичних матеріалів беруть дещо мен
шим, ніж для крихких, оскільки пластичні матеріали, як правило, більш 
однорідні за своїми фізичними та механічними властивостями. 

Іноді допустимі напруження на розтяг позначають як [а+], а на стиск 
як [а_ ]. Крихкі матеріали краще чинять опір стиеканню, ніж розтяган
ню, і для них І[ а_] І > І[а+]1. Для сталей та більшості інших пластичних 
матеріалів можна взяти І [а+ ] І = І [а_ ] І та позначити допустимі напружен
ня в цьому разі як [а] без індексу. 

Вибір допустимих напружень дуже важливий, оскільки від правильного 
визначення їхніх значень залежать міЦllість та безпечність проектованої кон
струкції, а також економічний аспект розрахунку - кількість матеРІалу, що 
витрачається. Тому встановленням допустимих напружень для основних ма

рок матеріалів, що використовуються у машинобудуванні та будівництві, зай
маються державні нормувальні установи. Вони в.идають відповідні норми, 
якими й слід керуватись у звичайних умовах проектування. В міру поліпшен
ня якості матеріалів і уточнення методів розрахунку ДОПУСТИМІ напруження 
підвищують. Орієнтовні значення основних допустимих напружень, прийня
тих зараз для найпоширеніших матеріалів, наведено в дод. І О. Тоді, коли не
має даних про допустимі напруження для того ЧИ іншого матеріалу, Їх треба 
визначати на підставі вище викладених міркувань та рекомендацій. 

Зупинимося коротко на складанні умов міцності у випадках, що най
чаСТІше трапляються. 

У пластичних матеріалах при статичному навантаженні концентрація 
напружень не дуже впливає на міцність, тому діючим робочим напружен
ням можна вважати середнє (номінальне) напруження в небезпечному 
перерізі та записати умову міцності так: 

а =s; [а]. 	 (4.43) 

У випадку однорідних крихких матеріалів (наприклад, загартованих 
сталей) при статичному навантаженні треба враховувати концентрацію 
напружень та розраховувати на міцність за найбільшим місцевим напру
жеНІіЯМ. У цьому разі умова міцності запишеться так: 

атах = аан =s; [а] . 	 (4.44) 

До питання щодо вибору допустимих напружень будемо неодноразово 
повертатися, розглядаючи умови міцності при різних деформаціях. 

5 
РОЗРАХУНОК НА МІЦНІСТЬ 
І ЖОРСТКІСТЬ ПРИ РОЗТЯГАННІ 

Розділ Й СТИСКАННІ 

§ 35. 	Приклади розрахунків 


при дії зосереджених сил 


Розглянемо деякі задачі на розтягання і стискання стрижнів. 
І. Визначимо діаметр стрижня однакового поперечного перерізу зав

довжки І = 0,6 м (рис. 130). Матеріал стрижня - сталь Ст3, модуль пруж
ності Е = 2·105 МПа. Побудуємо також епюру переміщень поперечних 
перерізів стрижня та визначимо зміну його початкової довжини. 

Перш за все будуємо епюру поздовжніх зусиль, з якої видно, що стрижень 
має три відрізки. У крайніх діють розтягальні зусилля Н = Nш = Р = 12 кН,І 
а у середньому - зусилля стискання Nп = 2Р = 24 кН. 

Оскільки стрижень, який проектується, повинен мати однаковий по
перечний переріз, то потрібно його добирати за найбільшим абсолютним 
значенням зусилля, що діє в середньому відрізку. Напруження в попереч
них перерізах цього віДРІзка 

ан =Nп IF=2РІF. 

Умова міцності має вигляд 

ап=s;[а], 
або 

2Р І F:S; [а] , 
звідки 

F,;?:2PI[a]. 

Для сталі марки Ст3 допустимі напруження [а] на розтяг та стиск од
накові. При статичному навантаженні його можна взяти таким, що дорів
нює 160 МПа (див . дод. 10). 

. Підставивши числові значення, дістанемо площу поперечного пере
рІЗу стрижня 

F> 2 ·12·10-3 м2 =15.10-4 м2 =1 5см2 
- 160 ' , 

та його діаметр 

d=~;F = 1,13$,5 см=I,38см . 
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с 

t/3 ІЛ 

Рис. ІЗО 

Діаметр треба змінити на най
ближчий найбільший згідно з 
державним стандартом. Слід взя

ти d=14MM(F=1,54CM 2 
). 

Зауважимо, що розрахунок на 
міцність при стисканні є достат
нім тільки для коротких стриж
нів, зокрема для сталевих круг

лих, коли (l/d)<20. При стис
канні довгих стрижнів може втра
титися стійкість•. у розглянутому 
прикладі зазначена умова для 
стиснутої частини стрижня вико
нується. 

Визначимо переміщення пе
рерізів стрижня. Виберемо, на
приклад, за початок відліку лівий 

кінець стрижня (переріз А), умовно вважаючи, що він нерухомий. Нага
даємо, що переміщення будь-якого перерізу відносно початку відліку до
рівнює зміні довжини відрізка стрижня між нерухомим та розглядуваним 
перерізами. 

На першому відрізку переміщення перерізу, який розміщений на 
відстані х від лівого кінця стрижня [0:5: х:5: (l/3)], 

л(х) = Px/(EF); 
при х =0 

ЛА =0; 

при х =L/3 PlI3 12 ·10-3 ·0,6 М =7,8.10-5 М =0,0078 см. 
ЛВ = EF = 3.2.105 .1,54.10 4 

На другому відрізку (І / 3 :5: х :5: 2І / 3) переміщення перерізу х 

л(х)= РL/З _ 2Р(х-l/З). 
EF EF' 

при x=L/3 

1 = Pl/3 =0,0078 см;
лв EF 

при х = 2L/3 

Pl/ 3 _ 2PL/ 3 = -0,0078 см.Лс = EF EF 

·Розрахунки стиснутих стрижнів на стійкість наведено в розд. 19. 

На третьому відрізку, де 2L/З:5: х:5: І, 

л(х)= PL/3 _ 2РІ/З + Р(х-2L/З). 
EF EF EF' 

при х = 2l/3 
РІ

Лс =-- =-о 0078 СМ' 
ЗЕF' , 

при х=І 

ЛD = PL/3 _ 2PL/3 + PL/3 = О. 
EF EF EF 

Епюру поздовжніх переміщень наведено на рИС. 130. У цьому прикладі 
довжина всього стрижня не змінюється, бо переміщення правого кінця . . . 
вщносно ЛІвого ДОРlВнює нулю. 

2. Побудуємо епюри поздовжніх сил, нормальних напружень, віднос
них деформацій та переміщень для східчастого стрижня (рис. 131). 

Стрижень складається з трьох відрізків. У межах першого із них у пе
рерізі, що розміщений на відстані х від закріпленого кінця (0:5: х:5: І), поз
довжня сила, нормальне напруження і відносне подовження не залежать 
від координати х, тобто від положення перерізу, і мають такі значення: 

N1 =2Р; 
а= 2Р =4Р. є = а = 4Р . 

1,5F 3F' Е 3EF 

Переміщення перерізу, який розміщений на відстані х від закріплено
го Кlнця стрижня, 

4Рх 
л(х)= ЕХ = 3EF' 

Отже, переміщення змінюються за лінійним законом. У початковій і 
кінцевій точках відрізка вони мають такі значення: 

при х =0 
ЛА =0; 

х 

<'І 
4 Рі 
ЗfF 

Рис. ІЗІ 
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при х =1 
л _ 4Рі 
в - 3EF 

Аналогічно на другому відрізку (І ~ х ~ ЗІ) 

а-_ 2Р -_J:.... а Р
Nп =-2Р; 10=-=--. - 2F - F' Е EF 

Переміщення перерізу , який розміщений на відстані х від закріплено
го кінця стрижня, 

л(х)= 4РІ _ Р(х-/). 
ЗЕF EF 

На початку другого відрізка при х = І 

л 4РІ 
в = 3EF' 

на кінці відрізка при х = Зі 

л = _ 2РІ 
с ЗЕF' 

Знак «мінус» вказує на те, що розглядуваний переріз переміщується в 
напрямі до перерізу, який вибрано за початок відліку. 

На третьому відрізку (ЗІ ~ х ~ 4і) 

N = р. а = Р. 10 = L 
nІ' F' EF' 

Переміщення перерізу, який розміщений на відстані х від кінця А, 

л(х)=- 2РІ + Р(х-Зt). 
3EF EF 

На початку третього відрізка при х = Зі 

л =_ 2РІ . 
с ЗЕF' 

на кінці третього відрізка при х = 4і 

Рі 
лD =-

ЗЕF 

Епюри N, а, 10 та Л наведено на рис . ІЗІ. Епюра л дає змогу визна
чити зміну відстані між двома будь-якими перерізами стрижня, а отже, і 
зміну довжини будь-якого відрізка. 

Визначимо, наприклад, зміну довжини другого відрізка стрижня . 
Для цього від переміщення перерізу на кінці відрізка (переріз с) потрібно 
відняти переміщення перерізу на початку відрізка (переріз В). Отже, 

маємо 

с>м =_ Р21 _ 4Рl =_2РІ р 
--"') 

'$вс ЛF 3EF EF' 
З 

БОЗнак «мінус» вказує на те, що довжина цього 
відрізка зменшилась. Рис. 132 

З. Перевіримо міцність східчастого стрижня 
круглого поперечного перерізу (рис. 132). Матеріал стрижня - загарто
вана високовуглецева сталь з тимчасовим опором ав = 900 МПа. Стри
жень розтягується силами Р = 80 кН. 

Унаслідок різкої зміни розмірів поперечних перерізів стрижня вини
кає концентрація напружень. Оскільки загартована сталь чутлива до неї, 
то перевірку міцності потрібно виконувати за найбільшим місцевим на
пруженням. Для визначення цього напруження треба знати коефіцієнт 
концентрації напружень, який залежить від відношення радіуса галтелі 
до найменшого діаметра стрижня. У цьому прикладі r / d = 5/20 = 0,25. 
З табл. 10 теоретичний коефіцієнт концентрації напружень а = 1, 2. 

Номінальне напруження визначаємо за найменшою площею попереч

ного перерізу стрижня: 

N 80·10-3 
ан = -- = 2 МПа = 255 МПа. 

Fmin п·2 10-4 
4 

Найбільші місцеві напруження знайдемо за формулою (4.37): 

О'тах =аО'н =1,2·255МПа =306 МПа. 

Запас міцності 

ав 900 


nв = атах = 306 = 2,95. 


Для крихких матеріалів при статичному навантаженні вибирають, як уже 
зазначалося, коефіцієнт запасу міцності nв = 2,5 ...З. Отже, стрижень при 
даному навантаженні має достатній запас міцності. 

/,-(511 1.-(511 

А$+ .. Z $- A 

P·'tOxH 

~--- й'V~ 

8, 

б гNz~
NJ~P ~ х 

в 

Рис. 133 
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4. ВlІЗнаЧJlМО розміри поперечних перерізів стрижнів АВ та ВС крон
штейна (рис. 133, а) для кріплення блока, за допомогою якого піднімати
муться вантажі вагою Q = 20 кН, а також поперечний переріз підвіски BD 
блока. Стрижень АВ і підвіска BD (у верхній частині) МЮОТЬ круглий 
поперечний переріз. Матеріал - сталь Ст3. Стрижень ВС виготовля
тиметься із сосни, він матиме квадратний поперечний переріз. Визначимо 
також вертикальне переміщення вузла В кронштейна. 

Конструкція кронштейна дає змогу наближено вважати кріплення 
стрижнів до стіни та з'єднання їх між собою шарнірними. Розрахункову 
схему кронштейна наведено на рис. 133, б. 

Насамперед визначимо зусилля у підвісці блока і зусилля, що дорів
нює йому і діє на вузол В. Оскільки при підніманні вантажу вагою Q до 
другої вітки троса, перекинутого через блок, треба прикласти силу, яка 
дорівнює вазі Q вантажу, що піднімається (якщо знехтувати тертям), то у 
перерізі підвіски буде діяти зусилля NI = 2Q = 40 кН. О ('же, до вузла В 
кронштейна прикладено силу Р =N I =40 кН. 

Для сталі Ст3 допустиме напруження на розтяг [0'+] = 160 1\1Па, для 
сосни допустиме ЩlПруження на стиск [0'_] = 8 МПа. Модуль пружності 
для сталі Ес = 2 ·10) МПа, для сосни Ед = ] 04 МПа. 

Знайдемо потрібну площу поперечного перерізу підвіски BD. Нормаль
не напруження в підвісці визначається за формулою 

о' = NI / Fj. 
Умова міцності 

о' =NI / Fj ~ [0'], 
звідки потрібна площа поперечного перерізу підвіски 

3 
F. >!!.J.._40.10- 2-25 2 

J - [о'] - 160 м - , см 

Визначаємо діаметр підвіски: 

Г4F: г;;-;
dl = '1--;:- ~ 1,1з,,2,5 =1,78 см =]7,8 мм. 

Вибираємо найближчий найбільший стандартний діаметр d = 
=18 MM(F =2,54 см2 ). 

Оскільки ми припустили, що стрижні прикріплені до стіни та з'єднані 
між собою шарнірами, а навантаження прикладене до вузлів (шарнірів) , 
то стрижні зазнаватимуть поздовжніх (розтягальних або СТlІскальних) 
зусиль. Для визначення Їх розглянемо рівновагу вузла В (рис. 133, в). на 
ЯКІІЙ діє вертикальна сила Р і дві невідомі сили N2 та Nз реакцій СТРIlЖ
нів АВ і СВ на вузол. 

Визначаючи невідомі зусилля в СТРJlЖНЯХ, як правило, вважають Їх 
розтягнутими і відповідно до цього наПРЯ1ІЛЯЮТЬ вектори сил від вузла. 
Якщо у розв'язку сила має знак «ПЛЮС», то припущення про напрям сили 

підтверджується. Знак «мінус» покаже, що напрям сили потрібно з~!інити 
на протилежний, і відповідний стрижень стиснутий. Припускаючи , що 
обидва стрижні розтягнуті, ЗУСИЛЛЯ N2 та Nз напрямляємо, як показано 
на рис. 133, в. 

Для рівноваги вузла В у площині достатньо, щоб сума проекцій всіх 
сил, прикладених до вузла, на координатні осі х та у дорівнювала нулю . 
Вибраний напрям координатних осей зображено на рис. 133, в. Тоді 

ІХ =-N2 -Nз cosa = О; ІУ =-Р-Nз sina =О. 

Звідси знаходимо: 

Р 40·2 =--- =--- кН =-566 кН'Nз sina 12 " 
40.21 J2

N2 =-Nз cosa = ( 12 ГТ- кН =40 кН, 

тобто стрижень АВ розтягнутий, а стрижень ВС стиснутий. 

Із умови міцності стрижня АВ 

. O'=N2 / F2 ~[o'] 

визначаємо потрібну площу його поперечного перерізу: 

N2 40·10-3 2 2 
F2 ~ [о'] = 160 м =2,5см . 

У цьому разі вона виявилася такою, що дорівнюс площі поперечного 
перерізу підвіски. Отже, діаметр стрижня АВ має дорівнювати діаметру 

підвіски, тобто d =18 мм. 
Потрібна площа попереЧJЮГО перерізу дерев'яного стрижня ВС 

- Nз _ 56,6· !О-З 2 _ 70 5 2F3 - [0'_] - 8 м - ,см. 

Сторона квадрата поперечного перерізу 

а =J70,5 см = 8,4 см. 
Округлюючи до найближчого цілого числа, вибираємо а =90 мм ( F = 

= 8 І см2 ). 
Визначимо вертикальне переміщення шарніра В кронштейна. Стри

жень АВ подовжиться на величину 

М = N 212 = 40· 1,5 =О 118 
2 F 5 З -4 М , см.

Ес 2 2·10 ·10 ·2,54·10 

Стрижень ВС укоротиться на величину 

tJ.1=Nзlз _ 56,6 ·1,512 =01483 4 3 -4 м , см. 
ЕдFз 10 ·10 ·81·10 
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Ураховуючи, що деформації 
малі, переміщення вузла В мож
на визначити так. Припустимо, 

/. що стрижні в шарнірі В роз'єд
А f/ нані. Від точки В праворуч, у 

:tN напрямі стрижня АД відкладе<'ч 
11 мо його подовження ВВ', а у на

прямі ВС - укорочення ВВ" 
х стрижня ВС (рис. 133, б, г). На 

рис. 133, г це наведено в масшта
7$М;;;1/. бі, який значно більший, ніж 

Рис. 134 Рис. lЗ5 масштаб довжини стрижнів на 

схемі конструкції. Положення 
шарніра В після деформації збігається з точкою перетину дуг, описаних з 
точок А і С радіусами, які дорівнюють новим довжинам АВ' та СВ" 
стрижнів. Унаслідок малості деформацій стрижнів дуги можна замінити 
перпендикулярами, які проведено з точок В' і В" до напрямів АВ та ВС 
Точка ВІ перетину перпендикулярів визначить нове положення вузла В 
після деформації кронштейна. Відрізок ВВІ зобразить повне переміщення 
вузла В, а відрізок В' ВІ =Оу - вертикальну складову цього переміщення. 

Із наведеної побудови легко встановити аналітичну залежність між пе
реміщеннями точки і подовженнями стрижнів. Вертикальне переміщення 
вузла (рис. 133, г) 

-,- -- - .-, МзМ2О = в ВІ =В1Ь+ЬВ =-+-.
у tga sша 

Підставляючи числові значення, матимемо 

Оу =(0,118 +0,148.2/../2) см =0,33 см. 

Приклад 12. Вишачимо lІайбільшу вагу вантажу Q, який можна безпечно nідвісити 
до вузла В стрижневої системи (рис. 134). Матеріал стриЖllів - Ст2, допустиме 
llаnруже/I//Я ІІа розтяг [а+] = 140 МПа. Діаметр стриЖllів d = 2 СМ. 

Найбільше безпечне нормальне зусилля, яке можна допустити в кожному стрижні 
підвіски, 

2 
1t ( 2·10-2 

N=[cr]F=140.103 
. 

) 
кН =44 кН. 

Найбільшу допустиму вагу вантажу Q знаходимо з умови рівноваги вузла В. При
рівнюючи до нуля суму проекцій на вертикальну вісь усіх сил, шо діють на вузол В, з 
урахуванням симетрії системи маємо 

LY =-Q+2Nсоs<х = О, 
звідки 

Q = 2N cos<X= 2 ·44·0,866 кН = 76,2 кН . 

Приклад ІЗ. ВиЗ/lачимо площу nоnереч//ого перерізу дерев Яl/ОЇ коло/IU (рис. 135) 
за умови, що вертикаль//е nереміще/I1ІЯ веРХllього кі//Ця КОЛОllи lІе nовU11110 nеревuщу

вати [М]=0,2см. Матеріал коло//и - сосна, модуль nРУЖ/lості (див. дод. 9) 
Е=J04 МПа. 

Для визначення площі колони запишемо умову жорсткості: 

M=.!iiS[M]
EF ' 

де N =Р. 
Звідси 

F > Nl 
- Е[М] ' 

Підставляючи числові значення, матимемо 

F= 30·10-3·2 м2 =3.10-3 м 2 =30см2 
104·2·10-3 

Перевіримо, чи буде виконуватися умова міцності при цій площі поперечного пе
рерізу. Допустиме напруження на стиск для сосни [а_] = 12 МПа (див. дод. 10). На
пруження, спричинене силою N, 

N 30·10-3
а=-=--- МПа = 10 МПа < [а ]= 12 МПа. 

F 3.10-3 

Отже, умова міцності виконується. 

§ 36. Урахування власної ваги і сил інерції 

Власна вага матеріалу елементів конструкцій, а також сили інерції 
рухомих частин машин і механізмів є зовнішніми навантаженнями, роз
поділеними по об'єму. Далі розглянуто деякі задачі визначення напру
жень і переміщень при дії таких навантажень. 

Урахування власної ваги . В машинобудуванні, як правило, вплив влас
ної ваги не враховують, бо деталі машин мають порівняно невеликі розмі
ри, а отже, і вплив власної ваги невеликий. Проте в деяких інженерних 
конструкціях власна вага - це одне з основних навантажень. При розра
хунку канатів шахтних підйомників, штанг бурильних пристроїв, стояків 
мостів, стін будівель, гребель вплив власної ваги слід враховувати. 

Припустимо, що прямий стрижень однакового поперечного перерізу 
великої довжини закріплено верхнім кінцем і навантажено на вільному 
кінці силою Р (рис. 136, а). Визначимо, як змінюються поздовжні сили та 

а в 

Рис. 136 
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напруження в поперечних перерізах стрижня, а також осьові переміщення 
перерізів по довжині стрижня, враховуючи вплив власної ваги. 
У довільному поперечному перерізі стрижня, розміщеному на відстані 

х від вільного кінця, поздовжня сила 

N(x) =P+yFx, (5.1) 

де у - питома вага матеріалу. 

Максимальне значення сила має у верхньому закріпленому перерізі: 

Nmax=P+yFI. (5.2) 

Епюри поздовжніх зусиль зображено на рис. 136, б. 

Нормальне напруження в розглядуваному перерізі 


N(x) Р 
а=--=-+ух. (5.3)F F 

Максимального значення нормальне напруження набуває у верхньому 
закріпленому перерізі, який у цьому разі буде небезпечним: 

атах =P/F+y/. (5.4) 

У цій формулі перший доданок - це напруження від сили Р, а дру_ 
гий - від власної ваги. Епюру нормальних напружень наведено на 
рис. 136, в. 

Умова міцності для небезпечного перерізу має вигляд 

атах =P/F+yl:>: [a] . (5 .5) 

І з виразу (5.5) дістанемо формулу для визначення площі поперечного 
перерізу стрижня з урахуванням впливу власної ваги: 

Р
F>--

- [а]-у( (5.6) 

Якщо навантаження на кінці стрижня немає, тобто Р = О, то напру
ження в небезпечному перерізі, спричинене тільки власною вагою, згідно 
з виразом (5.4), 

атах =уІ. (5.7) 

Умова міцності набирає вигляду 

уІ:>: [а]. (5.8) 

Звідси можна визначити довжину стрижня, при якій напруження тільки 
від дії· власної ваги досягає допустимого і стрижень не може нести корис
не навантаження. Цю граничну допустиму довжину знайдемо з умови (5.8): 

/гр = [а]/ у. (5.9) 

Від дії власної ваги може статися розрив стрижня. Це відбувається, 
якщо атах у виразі (5.7) досягне значення тимчасового опору. Довжина 
стрижня, при якій він розривається від власної ваги, називається критич
ною. Її знайдемо з формули (5.9), замінивши допустиме напруження тим
часовим опором матеріалу: 

<Ув /у . (5.1 О)Ікр = 

Гр~нична та критична довжини не залежать від площі поперечного 
перерІЗУ стрижня. 

Визначимо, наприклад, критичну довжину СТРИЖНЯ із сталі марки Ст2, у якої 

0". =360МПа. Питома вага сталі у=7,85·104 Н/м3 Підставивши у формулу (5.10) 
числові значення, матимемо 

360
'кр = 4 ,=4580M~4,6KM. 

7,85·10 ·10 

Для розглядуваного стрижня (рис. 136, а) визначимо переміщення пере
різу, розміщеного на відстані х від вільного кінця. Переміщення дорів
нює подовженню частини стрижня, розміщеної вище цього перерізу . 
У перерізі стрижня на відстані І; від вільного кінця (рис. 136, а) маємо 

N(I;) = P+yFI;. За формулою (4.9) при F = const знаходимо 

л,(х) = І/ N(I;)dl; = f (P+yFI;)dl; = Р(І-х) + у {1 2 _х2 \ .;L (5.11) 
EF EF EF EF~ 'гх х .....,\ 

Подовження дІ стрижня (чи переміщення л. нижнього кінця стриж
ня, що дорівнює М) визначимо з виразу (5.11), взявши х =О: 

2 
M=fl+L (5.12)

EF 2Е 

Перший доданок у цьому виразі є подовженням стрижня від сили Р, 
другий - від власної ваги. 

Ураховуючи, що повна вага стрижня Q=yFI, замість формули (5.12) 
матимемо 

M=fl+L (5 .13) 
EF 2EF· 

Отже, абсолютне подовження стрижня від власної ваги таке саме, як 
подовження від зосередженої сили, що дорівнює ваз і стрижня і прикладена 
в його центр ваги. Епюру переміщень перерізів зображено на рис. 136,2. 

Стрижень однакового опору. Як видно із розрахунку на міцність стриж
ня однакового поперечного перерізу з урахуванням власної ваги, в усіх 
перерізах, крім небезпечного, нормальні напруження будуть меншими від 
допустимих, тобто матеріал недовантажений (див., наприклад, рис. 136, в). 
Проте можна спроектувати стрижень такого змінного перерізу, в якого в 
усіх поперечних перерізах напруження будуть однаковими і дopiВlilOBa
ТИмуть допустимому. Такий стрижень називають рі6lLOJl1іЦIlИА1 або стрu:ж
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нем однакового опору розтяганню чи стисканню. Вста
новимо закон зміни площі його поперечного перерізу . 

Нехай стрижень стискується силою Р (рис. 137). 
Потрібна площа верхнього перерізу 

Fo = Р / [ СУ]. (5.14) 

Площу поперечного перерізу на відстані х від верх
нього кінця стрижня позначимо через F(x), а вагу час

Рис. 137 тини стрижня завдовжки х - через Q (х). У цьому пере
різі, як і в усіх інших, напруження має дорівнювати до

пустимому. Рівняння рівноваги частини стрижня завдовжки х має вигляд 

P+Q(x) = [cy]F(x). (5.15) 

Перейдемо до наступного перерізу, який проведено на відстані dx від 
першого. Площа цього перерізу F(x)+dF(x), а вага частини стрижня 
завдовжки x+dx становитиме Q(x)+yF(x)dx. Умова рівноваги цієї 
частини стрижня 

Р+Q(x) +yF(x)dx = [СУ][F(x) +dF(x)]. (5.16) 

Віднявши вираз (5.15) із виразу (5.16), дістанемо 

yF(x)dx = [CY]dF(x), (5.17) 

або, розділивши змінні, 
dF(x) усіх 

F(x) [СУ] . 
Проінтегрувавши це рівняння, знайдемо 

ln F (х ) = ух / [ СУ] + С. 
Звідси 

F (х) =eyxl[cr]+C. (5.18) 

Сталу інтегрування С визначимо з умови, що при х =О 

F{x)=Fo· 
Тоді з формули (5.18) дістанемо 

СFo=е . 

Підставляючи це значення у формулу (5.18), знайдемо закон зміни площі 
поперечного перерізу стрижня однакового опору: 

- r:' yxl[cr]F(х) -гоє . (5.19) 

Найбільша площа в місці закріплення (х =І) 

F _ р; yll[cr]
тах - ое , 

або з урахуванням (5.14) 


- Р yll[cr]
F (5 .20) тах - [СУ( . 

Знайдемо повну вагу Q стрижня однакового опору. З умови рівноваги 
всього стрижня маємо 

Р + Q= [CY}Fmax. 
Звідси 

Q = [cy}Fmax - Р. 

Ураховуючи формули (5.20), дістаємо 

Q =Р (еуll[ cr] - 1). 
Легко визначити також укорочення стрижня. Оскільки напруження в 

усіх поперечних перерізах однакові і дорівнюють допустимому, то і віднос
на деформація є по довжині стрижня однакового опору постійна і дорів
нює lcy]/Е. Абсолютне укорочення стрижня 

М=єІ= [СУ]І. (5.21) 
Е 

Східчастий стрижень . Стрижень, який складається з окремих відрізків 
(східців) з однаковою площею поперечного перерізу в межах кожного 
І!ідрізка, називають східчастим. Він займає проміжне місце між стриж
нем однакового поперечного перерІЗУ 1 стрижнем однакового опору . 

У східчастому стрижні матеріал використовується краще, ніж у стрижні 
однакового перерізу , але менш ефективно, ніж у стрижні однакового опо
ру. Проте виготовлення східчастого стрижня значно простіше, тому такі 
стрижні більш поширені, ніж стрижні однакового опору . Зазначимо, що 
опори мостів часто виготовляють у вигляді східчастих стрижнів. 

Східчасті стрижні проектують так, щоб у небезпечному перерізі, який 
розміщений у кінці кожного східця, напруження дорівнювали допусти
мому. 

Складемо формули для визначення площі поперечного 
перерізу кожного східця (рис. 138). 

Площу поперечного перерізу першого східця знайдемо 
з формули (5.6) 

Р 
Рі=- (5.22)

[cy]-у/І ' 

Для нижнього кінця другого східця прикладено силу, що 
дорівнює Ft [ СУ]. Тоді аналогічно 

F
2 

= Рі[СУ] . (5.23) 

, 

_ 

І 

F", -J'. 

і 

~ -..:: 

r, -..:: 

r, [ 
'---

р 

[су]-уі2 
Рис. 138 
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Ураховуючи формулу (5.22), дістанемо 

Р[а] 
(5.24) 

F2 = ([а] -У/І )([а] - У/2) ' 
ДО нижнього кінця третього східця прикладеН0 СШІу F2 [а] . Orже, площа 

поперечного перерізу третього східця 

F = F2 [a]з [а]- У/з' 

Підставляючи значення F2 із формули (5.24), матимемо 

р [а]2
F - (5.25)
з - ([а]-у/[)([а]-У/2 )([а]-уіз ) 

Формула для площі поперечного перерізу n-го східця має такий вигляд: 

Р[аГ-[
F = ---- _. 

n ([а] - У/І) ([а] - У/2 )([а] - у/з )...([а] .- уіll ) 

Якщо довжини всіх східців однакові, то 

/[ = '2 = 'з = ... = 'n = ... = /т = fJ m, (5.26) 

де / - загальна довжина стрижня; m - кількість східців у стрижні . 
Тоді 

Р[ ]11-1 
F= а. = р (5.27) 

11 ([a]_y~)n [a](l - .l~)1І 
т . [а]m 

Урахування сил інерції. Під силою інерції матеріальної точки, яка ру
хається з прискоренням, розуміють СШІу, що дорівнює за модулем добутку 
маси точки на й прискорення. Напрям СШІИ інерції протилежний напряму 
прискорення . У реальному тілі, яке можна розглядати як сукупність ма
теріальних точок, сили інерції розподілені по об'єму тіла. Вони склада
ються з іншими навантаженнями і впливають на значення напружень і 
деформацій , що виникають у тілі. Часто сили інерції становлять основне 
навантаження на рухомі деталі конструкцій . 

Розв'язуючи задачі з урахуванням сил інерції, слід використовувати 
принцип Д'Аламбера . Він полягає в тому, що рівнянням руху точки (або 
системи точок) можна надати вид рівнянь рівноваги, якщо до діючих 
заданих сил і динамічних реакцій зв ' язків додати сили інерції . 

Визначення напружень і деформацій при дії сил інерції розглянемо на 
прикладі розрахунку тонкого [h < (г120)] кільця (рис. 139, а) , що вільно 
обертається зі сталою кутовою швидкістю навколо центральної осі , пер
пендикулярної до площини кільця . 

8 

Рис. 139 

Нехай кутова швидкість обертання кільця, с-} , 

ПП 
0>=-, 

30 
де n - частота обертання. 

для тонкого кільця можна вважати, що всі його точки перебувають 
на однаковій відстані від осі обертання, яка дорівнює радіусу Г. 

При обертальному русі зі сталою кутовою швидкістю точки кільця 
зазнаватимуть лише доцентрового прискорення 0>2 г, 
прямлятимуться від осі (відцентрові сили). 

На елемент кільця завдовжки 1 діє СШІа інерції 

а сили інерції на

q = yF о:?г, 
g 

(5.28) 

де у - питома вага матеріалу; F - площа поперечного перерізу кільця; 
r - радіус середньої лінії кільця. 

Отже, при рівномірному обертанні на кільце діють рівномірно розпо
ділені по колу радіальні сили інерці1 інтенсивністю q. Внаслідок колової 
симетрії системи і навантаження в усіх поперечних перерізах згинальні 
моменти і поперечні сили дорівнюють нулю. 

для визначення поздовжніх ЗУСШІь N, щО діють у поперечних (радіаль
них) перерізах кільця, розглянемо рівновагу половини кільця (рис. 139, 6). 
На половину кільця діють СШІи N, які прикладені в проведених перерізах, 
та СШІИ інерції інтенсивністю q. 

Згідно з теоремою, що й доведено в § 23, рівнодійна розподіленого 
навантаження інтенсивністю q дорівнює добутку q на діаметр, перпен
дикулярна до діаметра і ющрямлена по осі , яка проходить через його се
редину, тобто по осі у. 

Умова рівноваги половини кільця при проекціюванні СШІ на вісь у 
має вигляд 

2N -q2r=0, 
звідки 

N =qr. (5.29) 

Нормальне напруження в поперечному перерізі кільця 

а = N / F = qr / F. (5.30) 
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Підставляючи значення q із формули (5.28), матимемо 

cr = l.. оо2г2 , (5.31) 
g 

або 2 
У пп 2 , cr = g

( 
30 

) 
Г. '.. , (5.32) 

Напруження у кільці можна виразити через його колову швидкість и. 
Ураховуючи, що v = оог, з виразу (5.31) маємо 

cr = 1.. v2 . (5.33) 
g 

Зауважимо, що напруження не залежить від площі поперечного пере

різу кільця. 
Формули (5.31), (5.33) можна використовувати для наближеного (якщо 

знехтувати впливом спиць) визначення напруження в ободі маховика. 
З умови міцності кільця 

.1v2 ~ [а] (5.34) 
g 

визначаємо допустиму колову швидкість 

v~~[cr;g. (5.35) 

Відносне подовження в напрямі дотичних до середнього кола кільця 
(колове подовження), згідно із законом Гука та з урахуванням виразу (5.31), 

E=!!..=..l002 r 2. (5.36) 
Е gE 

Розглядаючи геометричний аспект деформації (рис. 139, в), бачимо, 
що відносне подовження по колу кільця дорівнює відносному подовжен
ню радіуса: 

2n1j - 2nг 1j - r и (5.37)
Е =--=

2nг r r 

де и - радіальне переміщення точок середнього кола кільця. 
Із формул (5.37) і (5.36) знаходимо 

и = ЕГ = ..l 002 г3 . (5.38) 
gE 

§ 37. Статично невизначувані конструкції 

СтатиЧ1l0 lІевизначуванuми називаються конструкції, зусилля в еле
ментах яких не можна визначити тільки з рівнянь статики. Крім рівнянь 
статики ДЛЯ розрахунку таких систем (конструкцій) треба використати 
також рівняння, що містять деформації елементів конструкції . 

Схеми деяких статично невизначуваних конструкцій зображено на 
рис. 140: а - стрижневої підвіски; б - стрижня, закріпленого двома кінця
ми; в - стрижневого кронштейна; г - складаного кільця; д - залізобе
тонної колони; е - шарнірно-стрижневої системи. 

Усі статично невизначувані конструкції мають додаткові, або, як ще 
кажуть, зайві, зв'язки у вигляді закріплень, стрижнів або інших елемен
тів. Зайвими такі зв'язки називають тільки тому, що вони не потрібні для 
забезпечення геометричної незмінності та рівноваги конструкції при дії 
навантаження, хоч наявність їх випливає з умов експлуатації. З умов 
міцності й жорсткості конструкції зайві зв'язки можуть стати необхідними. 

У статично невизначуваній системі кількість невідомих зусиль, що тре
ба визначити, більша, ніж кількість рівнянь статики, які для цього можна 
використати. Різниця між кількістю невідомих і кількістю рівнянь статики 
визначає кількість зайвих невідомих, або ступінь статичної невизначува
ності конструкції. Коли є одна зайва невідома, конструкцію називають 
один раз статично невизначуваною, при двох - двічі статично невизна
чуваною і т. д. Конструкції, зображені на рис. 140, а, б, г-е, мають по 
одному додатковому зв'язку і є один раз статично невизначуваними, а 
конструкція, яку наведено на рис. 140, в, має два зайвих зв'язки і є двічі 
статично невизначуваною. 

Розв'язання статично невизначуваних задач. Для розв'язання статично 
невизначуваних задач розроблено загальні методи, деякі з яких наведено 
в розд. 14. 

Найпростіші статично невизначувані конструкції, елементи яких пра
цюють на розтягання або стискання, розраховуватимемо сумісним розв'я
занням рівнянь, здобутих у результаті розгляду статичного, геометрич
ного і фізичного аспектів задачі. При цьому зручно додержуватися такої 
послідовності: 

1. СтатиЧllий аспект задачі. Складаємо рівняння рівноваги відокрем
лених елементів конструкції, що мають неВЩОМl зусилля. 

2. Геометричний аспект задачі. Розглядаємо систему в деформовано
му стані, що дає змогу встановити зв'язки між деформаціями або пере
міщеннями окремих елементів конструкції. Здобуті рівняння називають 
рівНЯ/l1lями сумісності (нерозривності) де
формації. 

3. Фізичний аспект задачі. На підставі за
кону Гука виражаємо переміщення або дет рір ~p
формації елементів конструкції через не

а б в
відомі зусилля, що діють у них. У разі зміни 
температури до деформацій, спричинених 
зусиллями, додають температурні дефор -р p~мації. 

4. Сиmnез. Розв'язуючи сумісно статичні, 
геометричні та фізичні рівняння, знаходимо г д е 

невідомі зусилля. Рис. 140 
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Розглянемо приклади розрахунку деяких про

стих статично невизначуваних конструкцій. 
1. Нехай до стрижня, закріпленого двома 

кінцями, прикладено осьову силу Р (рис. 141, а). 
Визначимо зусилля, що виникають у нижній та 
верхній частинах стрижня. 

Статичний аспект задачі. Оскільки сила Р діє 
вздовж осі стрижня, в місцях його закріплення 
виникають тільки вертикальні складові реакцій 
(R

A 
і R

B 
). Напрямляємо їх довільно - так, як 

зображено на рис. 141, а. 
Для системи сил, що діють по одній прямій 

лінії, можна скласти лише одне рівняння рівно
" Рf.Б 

~ ваги:8 

-

)( 

RA 
, v V/ i'/ 

ІА 

t::I 

С 

Р 

.Q І 
8 

i'r/ 

а б 

Рис. 141 LX=RA+RB-P=O. (5.39) 

Отже, задача один раз статично невизначувана (дві невідомі реакції 
не можна визначити з одного рівняння). 

Геометричний аспект задачі. Оскільки кінці стрижня жорстко закріпле
ні, то його загальна довжина не змінюється. Отже, 

(5.40)t':il =0. 

Фізичний аспект задачі. У поперечних перерізах верхньої частини 
стрижня (Ас)діють поздовжні зусилля NАС = RA • а в поперечних пере
різах нижньої частини (ВС) - зусилля N вс =-RB· Використовуючи за
кон Гука, виразимо деформації через ці зусилля: 

ЛІ NACa NBCb RAa RBb (5.41)lJ.l =--+--=-----.
EF EF EF EF 

Синтез. Підставляючи вираз (5.41) у рівняння (5.40), матимемо 

RAa _ RBb =0 

EF EF ' 


звщки 

(5.42)
RAa=RBb. 

Розв'язуючи сумісно рівняння (5 .39) і (5.42), дістанемо 
Ь аRA =--р. RB =--Р. а+Ь ' а+Ь 


Остаточну епюру поздовжніх зусиль наведено на рис. 141 , б. 

2. Добрати площі поперечних перерізів тристрижневої підвіски, роз

рахункову схему якої наведено на рис. 142, а . Довжина середнього стриж
ня /1 = 1,5 м, кут між віссю середнього стрижня й осями бокових стрижнів 
а = 300. Усі стрижні виготовлено із сталі марки Ст2 . Площі поперечних 
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Рис. 142 

перерізів бокових стрижнів F2 = Fз . Підвіска у вузлі А навантажувати
меться вертикальною силою Р =80 кН. 

Із розрахункової схеми конструкції, а також із припущення, що шарніри 
у вузлах ідеальні, випливає, що при навантажуванні підвіски у вузлі А 
силою Р у стрижнях виникатимуть тільки осьові зусилля, у цьому при
кладі - розтягальні. 

Площу поперечного перерізу стрижня при розтяганні (проектуваль
ний розрахунок) добирають з умови міцності 

o=N/F~[o]. 

звідки , якщо відоме зусилля N, визначають потрібну площу: 

F ~ N /[0]. 

Знайдемо зусилля в стрижнях підвіски . 
СтатИЧ/lИЙ аспект задачі. Рівняння рівноваги вузла (рис. 142, б) ма

ють вигляд 

LХ =Nз sіпа-N2 sіпа=0; 

LY = + N 2 cosa+ Nзсоsа- Р =о .N J 

Із першого рівняння випливає, що N2 = Nз . Із другого рівняння маємо 

N I +2N2 cosa =Р. (5.43) 

Отже, конструкція один раз статично невизначувана . 
ГеометриЧllИЙ аспект задачі. Оскільки система симетрична відносно 

осі середнього стрижня, а бокові стрижні розтягуються однаковими си
лами, то вузол А при деформації підвіски опуститься по вертикалі на якусь 
величину о. Нове положення вузла буде Аі (рис. 142, в). Усі стрижні по
довжа~ь~я і займуть положення, що його наведено на рис. 142, в штрихо
вими л1н1ями . 

Подовження середнього стрижня, очевидно, буде МІ = О. Подовжен
ня бокових стрижнів дістанемо, якщо з точок В і D радіусом, що дорів
нює ВА (чи DA) , проведемо дуги через точку А і зробимо засічки на но
вих довжинах стрижнів ВА і DAt . Унаслідок того, що пружні подовжені 
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ня дуже малі порівняно з довжинами стрижнів (на рис. 142, в для наоч
ності подовження дуже збільшено), можна вважати, що кути о. між ося
ми стрижнів не змінюються, а проведені дуги слід замінити перпендику
лярами, опущеними з вузла А на нові напрями стрижнів. Тоді, як видно з 
рисунка, (5.44)Мз =ді2 = діІ coso.. 

Фізичний аспект задачі. Подовження стрижнів виразимо за законом 
Гука через зусилля, що діють у них: 

дІ = Nlil . М = N2i2 . (5.45) 
І EF.' 2 EF

І 2 

Синтез. Підставляючи значення діІ і /).і2 з виразів (5.45) У формулу 
(5.44), дістанемо 

N і N і~ = _1_1 coso.. (5.46) 
EF2 EFI 

Звідси 
EF2 / і2 N cos 0., 

N2 I = EFI/il 
або 

С2 (5.47)N2 = -NI coso., 
СІ 

EF ...I EF2де СІ = -і-' С2 = -і- - жорсткосТІ ВІДПОВІДно середнього і бокових 

стрижнів~ 2 

Підставивши вираз (5.47) у рівняння (5.43), матимемо 


N + 2 С2 NI cos2 О. = Р,I 
СІ 

звідки р 
(5.48)N I =----

1 + 2 С2 cos2 о. 
СІ 

Ураховуючи вираз (5.47), знайдемо 

p.2coso. 
- СІ (5.49)N2

1 + 2 С2 cos2 О. 
СІ 

ЯК бачимо, зусилля N
I 

і N2 залежать від співвідношення жорсткостей 
стрижнів: чим більша жорсткість стрижня, тим більшу частину наванта
ження він сприймає. У цьому полягає одна з особливостей статично не
визначуваних систем. Зауважимо, що в проектувальних розрахунках таких 
систем при визначенні зусиль потрібно задатися відношенням жорсткос

теЙ. Якщо матеріал стрижнів однаковий, то задаються відношенням площ 
поперечних перерізів, яке визначає і певне відношення жорсткостей. 

Виберемо FI / F2 = k. Тоді, враховуючи, що /1 = і2 coso., матимемо 

С2 _ EF2il EF2i2 coso. coso. 
----= =-
СІ i2EFI i2EF2k k 

Тепер зусилля в стрижнях N I (5.48) і N2 (5.49) визначатимуться таки
ми виразами: 

р 

NI =--2- , (5.50) 
1+k"COS3 

0. 

_ Pcos2 О.
N2- (5.51) 

k +2cos3 о. 
Знайдемо ці зусилля, взявши, наприклад, k = 2 : 

N = 80 = 48,5 кН; N = 80.0,8663 = 18,2 кН. 
11+0,8663 22(1+0,8663) 

Доберемо площі поперечних перерізів стрижнів, виходячи з припущен
ня, що напруження в середньому стрижні дорівнює допустимому [а] = 
=140 МПа. Тоді 

NI _ 48,5·10-3 м 2 =3,46см2 

FI = [а] - 140 

Площі поперечних перерізів бокових стрижнів, згідно з взятим відношен
ням, 

Fi Fi 2 = - = - = 1 73 см .F2 k 2 ' 

Напруження в цих стрижнях 

18,2 .10-3 N 2ап = аш = - = . МПа = 105 МПа. 
F2 1,73·10 

Ці напруження менші, ніж допустиме, тобто стрижні мають надлишко
вий запас міцності. 

Якщо з умови міцності визначити площі поперечних перерізів боко
вих стрижнів F2 , а потім, згідно з вибраним відношенням, взяти Fi = 2F2 , то 
напруження в середньому стрижні перевищить допустиме. Отже, цей дру
гий варіант добору площі поперечних перерізів слід відкинути. 

Початкові й температурні напруження. Вільне складання статично не
визначуваних систем можливе лише за умови точного виготовлення їхніх 
елементів . А якщо ні, то систему можна скласти, прикладаючи зусилля, 
які спричинюють деформації елементів . Тому після монтажу в елементах 
конструкції виникають напруження, що називаються початковими або 
монтажними. У статично визначуваних системах зазначені неточності 
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Рис. 143 

розмірів елементів не заважають вільному монтажу. Отже, після монтажу 
не виникають початкові напруження в елементах. 

В елементах статично невизначуваних конструкцій зусилля і напру
ження виникають також при зміні температури. 

1. Припустимо, що стрижні конструкції, яку розглянуто в попередньо
му прикладі, виготовлено із заданими площами поперечних перерізів FI та 

=Fз , а довжина середнього стрижня І, виявилася меншою на відрізокF2 
fl(рис. 143, а). Якщо значенняflмале порівняно з довжинами стрижнів, 
то, приклавши відповідні деформувальні зусилля, можна всі три стрижні 
з'єднати у вузлі, що займе після монтажу якесь положення А (рис. 143,6). 
Очевидно, при цьому середній стрижень буде розтягнутий, а бокові 
стиснуті. Визначимо монтажні зусилля в стрижнях. 

Статичний аспект задачі. Рівняння рівноваги вузла (рис. 143, в) мають 
вигляд 

ІХ =N2 sіnа-Nз sina = О; ІУ = N, -N2 соsа-Nз cosa = О. 

Із першого рівняння знаходимо, щО N 2 = Nз . Залишається одне рівняння 
з двома невідомими: 

N,-2N2 cosa=0. (5.52) 

Геометричний аспект задачі. З наведеної на рис. 143, б побудови випли
ває, що 

fll2 = (fl- АІ, )cos а. (5.53) 

Фізичний аспект задачі. За законом Гука 

N,l,. N2l2 (5.54)М, = EFI ' М2 = EF 
2 

Синтез. Підставляючи значення М, і М2 З виразів (5.54) у формулу 
(5.53), маємо 

Nl ( Nl)--.1.1.. = 6. - _'_І cos а. 
EF2 EFI 

Звідси 
EF ( N l )N =__2 fl--'-' cosa

2 І EF ' 2 , 
або 

, N2 =С2( fl- ~' }osa. 

Ввівши N2 у рівняння (5.52), матимемо 

N I -2С2 (fl-N, / с, )cos2а =О. 

Звідси знаходимо розтягальне зусилля в середньому стрижні: 
2 

_ 2С2 cos а ( 55)N, - А. 5. 
1 + 2 С2 cos2 а 

СІ 

Стискальні зусилля в бокових стрижнях визначаємо з рівняння (5.52): 

= N, /2cosa. (5.56)N 2 

Зусилля в стрижнях залежать як від відношення жорсткостей, так і від А. 
Нехай у розглядуваній конструкції (рис. 143) всі стрижні виготовлено 

із сталі (Е = 2 ·105 МПа ). Площі поперечних перерізів стрижнів FI = 3 см2 , 
= 2 см2 ; проек!на довжина стрижня Z=2 м, кути нахилу боковихF2 Fз = 

стрижнів а = 300. Після з'єднання крайніх стрижнів виявилося, що середній 
стрижень коротший, ніж це треба для вільного складання, на А = 0,15 см. 
Знайдемо зусилля і напруження, що виникають після монтажу конструкції. 

За формулою (5.55) знаходимо розтягальне зусилля в середньому 
стрижНІ: 

2 2·105 ·103 ·2·10-4 ·0,866 2 

N = 2 0,866 

'5 2
1+22.10 .103.2.10-4.0,866.2 20,15 .10- кН= 20,9 кН. 

2 .2.105.103.3 .10-4 0,866 

Стискальні зусилля в бокових стрижнях, згідно з виразом (5.56), 

N2 =Nз = ') .2(\0,:" кн =12,06 кН. 
, 

Відповідно напруження в стрижнях 

N 209·10-3
а, =-' =' МПа = 697 МПа'

FI 3·10-4 " 

N 12 06·]0-3=аз = __2 =-' МПа = -60,30 МПа.а2 
F2 2.10-4 
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Отже, порівняно невелика неточність, 
яку допущено в довжині стрижня при 

х 
dx 8 ~/ 

ТВ виготовлені, спричинює великі початкові 
(монтажні) напруження. 

Яг 2. Визначимо температурні напружен
ня в стрижні АВ (рис. 144) завдовжки І і 
площею поперечного перерізу F. Модуль 
пружності матеріалу Е, коефіцієнт лі
нійного температурного розширення а. 
Стрижень закріплено кінцями в непіддат

Рис. 144 
ливих стінах і нагріто так, що на кінці А 

температура його підвищилася дО ТА ,на кінці В - до Тв' а по довжині 
стрижня вона змінюється за законом 

Т -Т
Т (х) = Т + В А хn . (5.57)

А ,n 
При n = О температура по довжині стрижня не змінюється і дорівнює Тв' 
при n = 1температура змінюється лінійно, при n = 2 - за законом парабо
ли другого порядку і т. Д. 

Визначимо реакції закріплень і напруження в стрижні. 
Статичний аспект задачі. При підвищенні температури стрижень на

магається подовжитися. Цьому перешкоджають жорсткі опори, внаслі
док чого виникають реакції, напрямлені вздовж осі стрижня (рис. 144). 

Для системи сил, які напрямлені по одній прямій, можна скласти одне 
рівняння рівноваги: 

LX=RA-RB=O, 
ЗВІДки 

RA =RB =R. (5.58) 

Отже, задача один раз статично невизначувана. Поздовжня сила в стрижні 
N=-R. 

Геометричний аспект задачі. Внаслідок закріплення кінців стрижня 
його довжина не змінюється: 

6.1=0. (5.59) 

Фізичний аспект задачі. Укорочення вільного стрижня, спричинене 
поздовжніми силами, які дорівнюють реакціям закріплень, 

NZ
MN = EF. (5.60) 

Подовження вільного стрижня внаслідок нагрівання визначимо так. 
На відстані х від кінця А стрижня виділимо елемент завдовжки dx. Вважа
тимемо, що в його межах підвищення температури Т (х) постійне. Темпе
ратурне подовження цього елемента 

Т -Т )МxT=aT(x)dx=a ТА + в Іn Ахn dx. (5.61)
( 

Температурне подовження всього стрижня знайдемо, проінтегрував
ши вираз (5.61) по довжині стрижня: 

І (5.62)6.1 =Іа Т ( + ТВ -Т)А хn dx =аl ( Т + ТВ -ТА.)
Т О А ln А n + 1 

Повна зміна довжини стрижня 

Rl ( ТВ +ТА )M=MN+Mt=--+аZ ТА + . (5.63)
EF n+І 


Синтез. Підставивши вираз (5.63) у формулу (5.59), матимемо 


-!iL.+аl(Т +Tb-ТА)=о (5.64)
EF А n+l ' 

звідки знайдемо реакції опор 

Т -Т ) (5.65)R = а ТА + ~ +1А EF( 
. . 
1 напруження в стрижНl 

cr= ~ =-: =-а(ТА + T~:?)E. _~. " __ ' (5.66) 

При n = О дві останні формули переходять у формули для випадку рівно
мірного нагрівання стрижня по довжині на !!.Т = ТВ: 

R = a!!.TEF та cr = -аЕ!!.Т. 

Розглянемо числовий приклад. Визначимо осьову силу і напруження в ста
левому стрижні, якщо 1= 80 см, F = 20 см2 , Е = 2 ·105 МПа, а = 125 ·10-7, 
ТА =1О ос, ТВ =55 ос. Температура по довжині стрижня змінюється за зако
ном параболи другого порядку (n = 2). 

Підставляючи числові значення у формули (5.65) і (5.66), знайдемо 

N = -125·10-7 (10+ 55~10)2.105 ·20·10-4 МН = -125 кН; 

cr=N =_125.10-3 МПа =-62,5 МПа. 
F 20.10-4 

Зауважимо, що при зниженні температури в системі, яка подібна до 
зображеної на рис. 144, виникають розтягальні напруження . 

На підставі розглянутих у параграфі прикладів можна зазначити такі 
особливості статично невизначуваних систем. 

1. Розподіл зусиль між елементами статично невизначуваних конст
рукцій залежить від жорсткостей цих елементів. Якщо збільшити жорст
кість якого-небудь із них, то він сприйме більше зусилля. Змінюючи 
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співвідношення жорсткостей елементів конструкції, можна як завгодно 
змінювати розподіл зусиль в них. 

2. У статично невизначуваних конструкціях при зміні температури їхніх 
елементів порівняно з температурою, при якій конструкції складалися, 
виникають зусилля і напруження. 

3. В елементах статично невизначуваних конструкцій можуть існувати 
зусилля і напруження, якщо немає зовнішнього навантаження. Ці зусилля 
і напруження, що Їх називають початковими (монтажними), виникають 
при складанні конструкції. Початкові напруження або виникають внаслі
док неточного виготовлення елементів конструкцій, або утворюються з 
певною метою (наприклад, затягування болтів, пресова посадка). 

4. у статично невизначуваних конструкціях у загальному випадку в усіх 
елементах одночасно не можна дістати напруження, які дорівнюють допусти
мим. Це потрібно мати на увазі при проектуванні таких конструкцій. 

§ 38. Розрахунок гнучких ниток 

Абсолютно гнучкою називають нитку, яка здатна чинити опір тільки 
розтяганню. В поперечних перерізах таких ниток лише осьова розтягаль
на сила не дорівнює нулю. В інженерній практиці поширені системи, що з 
певним наближенням можна розглядати як гнучкі нитки. Це повітряні 
лінії електричних проводів, проводи телеграфних мереж, контактні про
води електрифікованих залізниць і трамваїв, ланцюги висячих мостів, 
троси канатних доріг та кабельних кранів тощо. 

Точки підвішування нитки можуть бути на одному або різних рівнях 
(рис. 145). 

При розрахунку на міцність довгих гнучких ниток, крім інших наван
тажень, істотне значення має Їхня власна вага. Нехай вагому гнучку нит
ку однакового поперечного перерізу підвішено в двох точках на різних 
рівнях (рис. 145, б) або на одному рівні (рис. 145, а). Під дією власної ваги 
нитка провисає по деякій кривій. 

Введемо такі позначення: /} - відстань між точками А та В підвішу
вання нитки; / - прогін, що дорівнює горизонтальній проекції відстані 
/}; h - різниця між рівнями точок підвішування нитки; f - віддалення 

A~_ =- == 

-<:: 

А

[il,=:1' 
а І б 

Рис. 145 

нитки від прямої АВ, щО сполучає точки підвішування нитки, виміряне 
посередині прогону; L - довжина непідвішеної нитки; q - інтенсив
ність навантаження. 

При підвішуванні нитки на одному рівні величина f є віддаленням 
найнижчої точки нитки від горизонтальної лінії А В і називається стрілою 
nровuсання. Навантаження q, крім власної ваги, може містити також вагу 
льоду при обмерзанні ниток, тиск вітру тощо. Ці навантаження вважа
ють рівномірно розподіленими по довжині нитки. 

Якщо навантаження становить власну вагу нитки (проводу), то його 
інтенсивність 

q =qп =yF, ( (5.67)'----1 -, 

де qп - вага одиниці довжини проводу; У - питома вага матеРІалу; 
F - площа поперечного перерізу проводу. 

При обмерзанні ниток (проводів) 

q=qп+qл, 't ,с (5.68) 

де qл - вага льоду на одиниці довжини нитки. 
Товщину кірки льодузалежно від кліматичного району беруть 0,5 ...2,5 см. 
Зазначені навантаження діють у вертикальній площині, а тиск вітру на 

нитку - в горизонтальній. Його інтенсивність qB визначають як добуток 
тиску вітру р на площу діаметрального перерізу одиниці довжини проводу: 

qB = pd, 
або 

qB = kаqшвd , (5.69) 

де d - діаметр проводу з урахуванням його обмерзання; k = 1,2 - аероди
намічний коефіцієнт; а =0,85 - коефіцієнт нерівномірності вітру; qшв 
швидкісний напір. 

Виражаючи qшв, Н Ім, через швидкість вітру и, маємо 

qB = 0,636v2d. (5.70) 

Тут v - швидкість вітру, мІс; d - діаметр проводу, м. 
Сумарну інтенсивність навантаження на нитку знаходимо як геомет

ричну суму вертикального та горизонтального навантажень: 

q = J(qп +qл)2 +q;. (5.71) 

Зазначимо, що площина дії сумарного навантаження, яка збігається з 
площиною провисання нитки, не буде вертикальною. 

На практиці провисання нитки найчастіше буває невеликим - таким, 
що довжина нитки по кривій провисання мало відрізняється від довжини 
прогону (як правило, не більше ніж на 10 %). Обмежимося розглядом 
тільки таких пологих ниток. У цьому разі для спрощення розрахунків з 
достатньою точністю можна вважати, що навантаження, яке діє на 
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підвішену нитку, рівномірно розподілене не по довжині нитки, а по дов
жині лінії АВ, щО з'єднує точки підвішування (рис. 146, а). 

Для зручності розрахунків це навантаження q заміняємо статично екві
валентним навантаженням q, розподіленим уздовж прогону І. Очевидно, 

ql=ql), 
звідки 

_І) _ .~q. (5.72)q=qT- cos~ 

СтатИЧllИЙ аспект задачі. Розглянемо рівновагу нитки. На підставі 
припущення, що нитка абсолютно гнучка, напрями розтягальних сил у 
кожному поперечному перерізі мають збігатися з напрямом дотичної до 
кривої провисання нитки. В точках закріплення ці сили дорівнюють ре
акціям опор, які позначимо відповідно через ТА та Тв. Вибере~о початок 
координат у лівій точці підвішування нитки і напрямимо осі координат 
так, як зображено на рис. 146, а. 

Заміняючи реакції опор їхніми горизонтальними та вертикальними 
складовими, запишемо рівняння рівноваги нитки: 

Із цих рівнянь маємо 

LX =-НА +НВ =0; 

LY =-RA-RB +ql =0; (5.73) 

LM B =-НАh+RАI-qI2/ 2 =О. 

НА =НВ =Н; (5.74) 
<.. 

ql h
RA =-+Н-· (5.75)

2 І ' 


ql h

RB =--Н-. (5.76)

2 І 

НА 

НА 
Х

ttt,tlt 

~Тx(x)~ 
І 
Іт(х) 

1 
Ij 

б 

Рис. 146 

Оскільки з трьох рівнянь рівноваги не можна визначити чотири неві
домих (НА' RA, Нв та RB ), то задача є один раз статично невизначувана . 

Розглянемо рівновагу частини нитки, відсіченої довільним перерізом 
(рис. 146, 6): 

LX =-Н +ТХ (х)=О; LY =-RA +qx+Ty (х)=о. 

Звідси, враховуючи формулу (5.75), маємо: 

тх(х)= Н; (5.77) 

Ту (х) = Н ~+q(1-x). (5.78) 

Як видно з виразу (5.77), горизонтальна складова розтягального зу
силля в будь-якому поперечному перерізі нитки постійна і дорівнює Н. 
Зусилля Н називають горизонтальним натягом нитки. 

Отже, розтягальне зусилля в довільному перерізі нитки 

т(ФJт;(х)+т;(х)~JН2+[Н1+qС2 -х)]' 
 (5.79) 

Як бачимо, найбільше розтягальне зусилля Ттах діє у найвищій точці 
підвішування нитки (при х = О) : 

2Ттах =JH +(; +Н уJ 
Для пологих ниток різниця між найбільшим розтягальним зусиллям, 

що діє у найвищій точці підвішування, та натягом Н невелика. Тому з до
статньою для практики точністю можна вважати, що розтягальне зусил
ля в нитці постійне і дорівнює натягу Н. За цим зусиллям, як правило, і 
виконують розрахунок на міцність. 

Знайдемо форму кривої провисання нитки . Для цього запишемо рівняння 
для згинального моменту в будь-якому перерізі (рис. 146,6). Оскільки нитка 
абсолютно гнучка, то в усіх її перерізах згинальний момент дорівнює нулю: 

М(х)= RAx- Ну _qx2 /2 =о. (5.80) 

Ураховуючи формулу (5.75), знаходимо 

2 
ql h) qx-+Н- х-Ну--=О (5 .81)

( 2 І 2' 
ЗВІДки 

у =(~+!!)x- qx
2 

(5.82)
2Н І 2Н' 

тобто крива провисання нитки визначається квадратичною параболою. 
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"A~ A~~ А : ~ :1 

IJ а Ij , б Ij вІ 
Рис. 147 

Зазначимо, що коли задачу розв'язувати точно, вважаючи наванта
ження розподіленим рівномірно по довжині нитки, а не по прогону, то 
крива провисання нитки буде ланцюговою лінією. Формула (5.82) є пер
шим членом розкладання ланцюгової лінії у ряд Маклорена за степенями 
х і дає достатнє наближення при розв'язуванні практичних задач. 

Визначимо можливі положення найнижчої точки кривої провисання 
нитки. Координати цієї точки позначимо через х = а, у =і' (рис. 147, а). 
У цій точці координата у має екстремальне значення. Для його визна
чення візьмемо похідну від виразу (5.82): 

dy ql h qx
-=-+--- (5.83) 
dx 2Н І Н 

і прирівняємо ії до нуля: 

~+~_ qx =0. (5.84) 
2Н І Н 

Звідси знаходимо значення абсциси, що визначає положення найнижчої 
точки: 

І Hh 
х=а=-+-. (5.85)

2 ql 

Найнижча точка кривої провисання нитки завжди розміщена ближче до 
найнижчої точки підвішування. 

Підставляючи вираз (5.85) у формулу (5.82), знайдемо екстремальне 
значення ординати, тобто найбільше провисання нитки: 

, qz2 Hh 2 h 
Утах =і =-+--2+-. (5.86)

8Н 2ql 2 

Будемо розрізняти три характерних випадки розміщення найнижчої 
точки кривої провисання нитки: 

1. Найнижча точка кривої провисання розміщена в межах прогону, 
тобто а < Z (рис. 147, а). Згідно з виразом (5.85), це відбувається, якщо 

2 

Н<~ (5.87)
2h 

2. Найнижча точка кривої провисання лежить за межами прогону, тоб

то а> Z (рис. 147,6). Це буде за умови, що 
qZ2 

Н>-. . (5.88)
2h 

3. Найнижча точка кривої збігається з найнижчою точкою підвішу
вання, тобто а = Z (рис. 147, в). Необхідна умова для цього 

2 
H=~ (5.89) 

2h 
У всіх трьох прикладах координати а та і' найнижчої точки визна

чаються за формулами (5.85) і (5.86). 
Установимо залежність між горизонтальним натягом Н і величиною! 

Посередині прогону х = l/ 2, а у = h /2 +і (див. рис. 145,6). Підставивши 
ці значення координат у формулу (5.82), дістанемо 

2 

8і' 

i 8Н' 
=~ (5.90) 

або 

Н= qZ2 (5.91) 

Виразимо натяг нитки Н через найбільше провисання і'. Із формули 
(5.86), розв'язуючи квадратне рівняння відносно натягу Н, матимемо 

(5.92)Н = ~2 
2 

[і' -1±~i'и' -h) J. 
Якщо найнижча точка кривої провисання перебуває в межах прогону, то 
перед коренем беремо знак «мінус», якщо за межами прогону - знак 
«ПЛЮС», бо, як видно з виразів (5.87) та (5.88), у першому випадку натяг Н 
менший, ніж у другому. 

ГеометрwLНUЙ аспект задачі. Установимо зв'язок міждовжиною підвішеної 
нитки, прогоном та величиною і, яка характеризує провисання нитки. 

Довжина елемента кривої, як відомо, 

2 ]112
dS=~dx2 +di = 

[ 
1+(:) dx. 

Для пологої нитки величина (dy / dx)2 мала порівняно з одиницею. 
2J1I2Розкладаючи вираз 1+ (dy / dx) у ряд за формулою бінома Ньютона[ 

і обмежуючись першими двома членами розкладання, дістанемо 

(5.93)dS=[I+~( :J]dx. 

Підставляючи сюди dy / dx із виразу (5.83) та інтегруючи по всій довжині 
прогону, матимемо 

2l[ 1(qZ h qx)2] q2Z3 hS= І 1+- -+-- dx=l+--+- . (5.94)
О 2 2Н Z Н 24н2 2І 
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Підставляючи з формули (5.91) Н = qz2 18/, дістанемо 

h2812 
S=Z+--+- . (5.95)

3 Z 2І 

З геометричних міркувань подовження М нитки завдовжки L після 
підвішування 

h2q2Z3 
М =S - L =Z+--+ - - L. (5.96) 

24н2 2І 
Фізичний аспект задачі. Установимо також фізичні залежності, які ви

ражають зміну довжини нитки від розтягального зусилля та від зміни тем
ператури. Як зазначалося, для пологих ниток розтягальне зусилля можна 
взяти таким, що дорівнює натягу Н. При визначенні подовжень довжи
ну нитки замінимо довжиною іl, що достатньо точно, коли провисання 
мале. Тоді пружне подовження від розтягання 

=Нl = НІ (5 .97)МН I 
EF EFcosP 

Температурне подовження нитки визначається за формулою 

МТ =аІI (Т - То )= аІА (Т -То), (5.98)
cosl-' 

де То - температура в момент підвішування нитки; Т - температура, 
для якої виконується розрахунок нитки. 

Сумарна зміна початкової довжини нитки 

НІ аІ( )М=МН +МТ = 'F А +--А Т-ТО . (5.99) 
Е COSI-' COSI-' 

Формули (5.96) та (5.99) визначають одну і ту саму величину - подовжен
ня підвішеної нитки. Прирівнявши праві частини цих рівнянь, знайдемо, що 

L'-=z+ q2Z
3 +!і!:..._ НІ ..!!::L(т-т.). (5 .100)

24н 2 2І EFcosP cosp о 
Рівняння (5.100) разом із статичним рівнянням (5.90) дає змогу визначити 
натяг нитки Н та стрілу провисанняf 

Визначивши з рівняння (5.100) натяг нитки Н, можемо за формулою 
(5.79) знайти розтягальне зусилля в довільному перерізі нитки, а отже, і 

. Знаючи максимальне розтягальне зусилля, можна перевірити міцТmах
ність нитки: 

== НІ F ~ [а] ;cr =ТmаХ І F 

враховуючи формулу (5.91), дістанемо 
[2 

(5.101)а= ijF ~[a] . 
Введемо позначення 

y=q l F. 

Цю величину у, що є вщно

шенням інтенсивності ліній
ного навантаження до площі 
поперечного перерlЗУ, нази

вають питомим навантажен

ням. Якщо діє тільки власна 
вага, питоме навантаження 

збігається з питомою вагою а 

матеріалу нитки . 
Ураховуючи сказане, умо

ву міцності можна записати у 
вигляді 

х
-І2 

а= ~I ~[a]. (5.102) ~ 

Зауважимо, що при розра
хунку електричних проводІВ 

б 
переріз нитки визначають з 

Рис. 148 
електротехнічних міркувань, 
після чого вже виконують перевірний розрахунок на міцність. 

Наведемо розрахункові формули для випадку нитки з точками підвішу
вання, які розміщені на одному рівні (рис. 148, а) , тобто при cos Р = 1. Та
ке буває дуже часто. 

При такому підвішуванні h = О, реакції в точках підвішування одна
кові: RA =RB =q//2, найбільше провисання І буде посередині прогону. 
Воно пов'язане з натягом формулами (5.90) та (5.91): 

_ qz2 . Н _ qz2 
(5.103)1- 8Н' - 81 

Рівняння сумісності деформації (5.100) набирає вигляду 

q2Z3 НІ 
L =�+-----аІ(Т-То ). (5.104)

24н2 EF 
Вплив зміни температури і навантаження на напруження та стрілу про

висання нитки . В процесі експлуатації нитка може зазнавати дії різних 
навантажень та температур. З'ясуємо, як змінюються напруження та стріла 
провисання нитки при зміні цих факторів. Для цього розглянемо два ста
ни нитки : m-й і n-й (рис. 149). 

Нехай у т-му стані температура дорівнює Тт , лінійне навантажен
ня - qm' а стріла провисання - 1т ; при цьому натяг Нт = qmZ 21 81т ' а 
напруження в нитці crm = Нm І F . 

При зміні температури та навантаження в n-му стані до значень т" 
та qn стріла провисання стане Іn, натяг Нп = qnz2 18/n , а напруження 
аn =Нп І F. 

Установимо залежність між напруженням та стрілами провисання нит
ки для цих двох станів. Задачу легко розв'язати , якщо записати вираз ДЛЯ 
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ДОВЖИНИ нитки L до моменту підві
шування через параметри обох ста
нів . Якщо точки підвішування нитки 
розміщені на одному pillHi, то, згідно 
з рівнянням (5.104), виходячи з пара

ARii'If?x 
Ij метрІВ т-го та n-го станів, відповід

Рис. 149 но матимемо 

2 3 Zqm Нт! ( )L=Z+------аZ Т -То · (5.105)
24н2 EF т ' 

т 

q2Z3 Н Z 
L=Z+_n___n -аІ(Т -То). (5.106)

24н2 EF n 
n 

Праві частини цих двох виразів , які є однією і тією самою величиною 
довжиною нитки до моменту підвішування, однакові . Отже, 

q2 z3 Н Z q2Z3 Н Z 
І+-т--~-ш(Тт -То)=І+_n___n -аІ(Т -То). 

24н2 EF 24н2 EF n 
т n 

Звідси, позначивши qm / F = Ут; qn / F = Уn та враховуючи, що Нт / F = ат; 
Нп / F = аn , знаходимо 

y~I2E y~I2E
аn ---2- = ат ---2-+ аЕ (Тт -Тn )· (5.107) 

24аn 24ат 
Цю залежність іноді називають рівнянням стану нитки. Його можна 

записати також у вигляді 

у2І2Е ] у2І2Е 
a~ - ат -~-aE(Tn -Тт) a~ --%г=о. (5.108)[ 24ат 

Якщо виразити напруження через стріли провисання: 

у ,2 У [2 

ат = 81т; аn = 8іn ' 
то рівняння (5.108) можна записати так: 

- [4] - [4
/,3- /,2+laz2(T -Т )_2~ /, -2~=0 (5.109) n [ т 8 n т 64 ЕІт n 64 Е . 

Щоб дістати ріl3НЯННЯ стану для ниток, підвішених на різних рівнях 
(рис. 148, 6), як вихідну формулу для довжиниL беремо формулу (5.100). 
Тоді рівняння стану (5.107) набирає вигляду 

y~I 2Е cosl3 y~I2Е cosl3 
аn - 2 =ат - 2 +аЕ(Тт-Тn )· (5 .110) 

24аn 24ат 

Виразивши напруження через стріли провисання, матимемо 

УтІ4/,3_[/,2+laz2(Tn-Тm)_2 ]/, _2 уnІ4 =0. (5.111) 
n т 8 cos 13 64 ЕІт cos 13 n 64 Ecos 13 

Здобуті кубічні рівняння можна розв'язувати відомими способами , в 
тому числі й графічним . 

При графічному розв'язанні, наприклад, рівняння (5.109), яке має вигляд 

іn 
3 
-аіn-Ь=О, 

де а та Ь - відомі числа, запишемо так: 

і; =аіn +Ь. (5 .112) 

У прямокутних координатах будуємо графіки у =І: та у =аіn + Ь 
(рис. 150). Очевидно, що абсциса точки перетину кубічної параболи з пря
мою лінією дає дійсний корінь рівняння, а отже, шукану стрілу. Два інших 
корені цього кубічного рівняння уявні. 

Понятrя про критичний прогїн. Установимо, при якому стані нитки в 
ній діє найбільше напруження. Це можливо: 

а) при найбільшому навантаженні (ожеледь та помірний вітер або силь
ний вітер без ожеледі); 

б) при найнижчій температурі без ожеледі. 
Оскільки найбільше навантаження та найнижча темпер·атура у часі не 

збігаються, то для розрахунку важко визначити, який з цих станів буде 
небезпечним. З'ясуємо вплив навантаження та температури на напруження 
залежно від довжини прогону нитки. 

Виходимо з рівняння стану (5.107). У разі дуже малих прогонів, по
клавши в цьому рівнянні Z= о, знайдемо, що 

аn =ат +аЕ (Тт -тn )' 
тобто при малих прогонах зміна напруження залежить здебільшого від 
температури. Зі зменшенням температури ТN напруження аn зростають, 
і найбільше напруження в нитці буде при найнижчій температурі. 

Розглянемо тепер приклад дуже великих прогонів . Поділивши рівнян
ня (5 .107) на z2 та поклавши Z~ оо, матимемо 

Уn 
аn = ::;-ат · Ij 

Ут 
Отже, якщо прогони великі , то зміна напруження за
лежить в основному від навантаження на нитку. Най
більші напруження будуть діяти при максимальних 
навантаженнях. 

Знайдемо таку довжину прогону, при якій напружен
ня в нитці однакові в обох небезпечних станах, тобто о і-"""""" І 1 

як при найбільшому навантаженні, так і при найнижчій 
температурі . Такий прогін називають критичним (Ікр) . Рис. 150 
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Нехай Тn відповідає температурі ожеледі, тобто Тn = Тож (як правило, 
Тож = -5 ос), при цьому Уn = Ушах; т", відповідає найнижчій температурі, 
тобто Тт =Ттіn; у цьому разі на нитку діє тільки власна вага, отже, Ут = УІ' 

При [ = [кр' згідно з означенням, 


аn =ат =[а]. 


Вносячи ці дані у формулу (5.107), знаходимо 

[ -_[а]!24а(тож -Ттіn ) . (5.113)
кр ~ -2 -2 

Утах -УІ 

Порівнюючи розрахунковий прогін з критичним, можна встановити, 
за яких умов в нитці діє найбільше напруження. Так, якщо [ < [кр' то най
більше напруження буде при найнижчій температурі; якщо l > [кр' то 
небезпечний стан буде при найбільшому навантаженні. 

Приклад 14. Багатожилыlйй мідний провід nерерізом F = 120 мм] підвішують при 
температурі То = 15 ас до опор, які розміщені на одному рівні на відстані [=100 м. 

Визначимо: а) яку стрілу nровисанняfо потрібно надати проводу, щоб наnружеllНЯ 
в lюйбільш небезпечному стані дорівнювало допустимому; б) висоту точок nідвішуван
lІя проводу, щоб відстань його lІайнижчої точки від землі була не менша за 6 м. 

Розрахунок проводу виконаємо для таких випадків: 
І) температура ТО = -5 ас; при цьому провід, крім власної ваги, навантажений ша

ром льоду завтовшки1 см (ожеледь), а також горизонтальним тиском вітру р = 240 Па; 
2) температура !;ШО = -40 ОС; діє тільки власна вага проводу; 
3) температура 'тах = -+40 ОС; діє тільки власна вага проводу. 
Перші два випадки можуть бути небезпечними з погляду міцності проводу. У тре

тьому випадку може утворитися найбільша стріла провисання, за якою потрібно визна
чити мінімальну висоту точок підвішування проводу. 

Згідно з сортаментом проводів, багатожильний мідний провід перерізом 
F = 120 мм2 має діаметр d = 14,2 мм та вагу одиниці довжини qп = 1 о, 9 НІм. Модуль 
пружності матеріалу ':!І:оводу Е= 1,3'1011 Па, коефіцієнт лінійного температурного 
розширення а = 17·10 ос-1 . Допустиме напруження для проводу [а] = 80 МПа. 

Знайдемо навантаження qrrщх у першому випадку. Для визначення ваги льоду 
треба знайти внутрішній та ЗОВНІшній діаметри льодового покриття. Внутрішній діа
метр дорівнює діаметру проводу, тобто d = 1,42 см; зовнішній діаметр D при товщині 
льодової оболонки 1см буде D = 3,42 см. Площа поперечного перерізу льодового по
криття проводу 

F = 1t(D 
2 

_d 
2

) З 1 4(з,422-1,422) 2 -7 6см 2 .л ' СМ - ,
4 4 

При питомій вазі льоду Ул = 9 ·103 Н І м3 навантаження від льоду на І м довжини 
проводу 9 .103 .7,6 

qл=улFл = ~ Н / м= 6,84 Н І м . 
10 

Тиск вітру на 1 м довжини проводу З льодовим покриттям 

240 ·342
qB=pD= НХ) Н / м=8,21Н / м. 

Повне навантаження на 1 м довжини обмерзлого проводу 

qтax = J(qп +q,j )2 +q; = ~(10,9+6,84)2 +8,212 Н І м = 19,6 Н І м. 

З'ясуємо, в якому із перших двох станів проводу напруження в ньому будуть 
більшими. Для цього знаходимо 

Утах = qтax = 19,6. Н/мЗ = 16.3 .104 Н/мЗ ' 
F 1,2 .10

У = 10,9 Н/мЗ = 9,08 .104 Н/мЗ . 
1 12.10-4 


За формулою (5.113) визначаємо довжину критичного прогону: 


!24а(тож - Ттіп ) 6 24 ·17 ·10-6 [-5- (-40)]
[кр = [а], -2 -2 =80·10 (2 2) 8 м = 70,6 м '" 71 м. 

Утах -УІ 16,3 -9,08 10 

Оскільки дійсна довжина прогону [ = 1 оо м більша, ніж довжина критичного про
гону, то найбільше напруження у проводі атах буде при максимальному наванта
женні (qтax =19,6Н/мі Тож =-5 0С), тобто в першому стані. Взявши атах =[а], 
знайдемо стрілу провисання проводу в цьому стані: 

[2 2 
r_ qтax _ 19,6 ·100 -254 

J1 - --[-] - -4 6 м -, м. 
8F а 8·1,2 ·10 .80.10 

Визначимо, яку стрілу провисання потрібно надати проводу при підвішуванні . 
Для цього скористаємося залежністю (5.109), взявши qm = qmax = 19,6 НІм; 1т = 11 = 
= 2,54 м; Тт = Тож = -5 ОС; qn = qn = 10,9 НІм; Т = То = 15 ОС; Іn = 10' 

Підставивши числові значення в рівняння (5.109), дістанемо 

1?-[2,542+117.1О-6 . 1002(15+5)- 3·19,6 ·1004 ]іі _
о 8 64.2,54.1,2.10-4.1,3 .1011 О 

3-109·1004 
, -4 11 = О. 

64·1,2·10 · 1,НО 

Виконавши розрахунки, маємо 

lі -5,41/0 -3,28 = о. 
Розв'язавши рівняння, знайдемо 

10 = 2,58 м. 
Визначимо тепер стрілу провисання проводу при ТтаХ = 40 Ос. ДЛЯ цього також 

скористаємося залежністю (5.109), взявши qm =qn =IО,9Н/м; 1т =/0 =2,58 м . Тт = 
= То =: 15 ОС; qn = qп = 10,9. НІм; ТN = ТтаХ = 40 ОС; Іn = Із · 

ПJДставивши ЧИСЛОВІ значення, матимемо 

2 )ІзЗ - [2,58 +"817З .10-6 ·1002(40-15

3·10,9.1004 ] 3·10,9 ·1004 
---'--'---4-:'-----:171 Із - -4 .. = о, 

або 64·2,58·1,2 ·10 ·1,3·10 64·1,2·10 ·1,3 ·10 

й- 7Із - 3, 28 = О, 
звідки знаходимо, що Із = 2,85 м. 

Стріла провисання в третьому стані більша, ніж після підвішування (при То = 
= 15 ОС), а також більша, ніж у першому випадку. Очевидно, вона більша за стрілу 
провисання, яку матиме провід також у другому випадку (при Ттіц = -40 ОС). 

Для того щоб найнижча точка проводу була на відстані не меНШІЙ ніж 6 м від землі , 
потрібно, щоб точки підвішування розміщувалися не нижче ніж 6 м + 2,85 м = 8,85 м . 
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6 ОСНОВИ ТЕОРІЇ НАПРУЖЕНОГО 

Розділ І ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ 


§ 39. Напруження в точці 

Напруження є наслідком взаємодії частинок тіла при його навантажу
ванні. Зовнішні сили намагаються змінити взаємне розміщення частинок, 
а напруження, що виникають при цьому, перешкоджають зміщенню час
тинок, обмежуючи його здебільшого деякою малою величиною. 

Відповідно до гіпотези про суцільність матеріалу слід вважати, що 
кожну частинку тіла в скільки завгодно малому околі в усіх напрямах 
оточують безліч інших частинок. Розміщена в даній точці частинка по
різному взаємодіє з кожною із цих сусідніх частинок. Тому в одній і тій 
самій точці в різних напрямах напруження різні, і тільки дуже рідко трапля
ється, коли вони однакові в усіх напрямах. 

Досліджуючи напружений стан тіла в даній точці А, поблизу неї, як 
правило, виділяють елемент об'єму у вигляді нескінченно малого паралеле
піпеда (рис. 151, а), який у збільшеному масштабі зображено на рис. 151, б, 
де початок координат суміщено з точкою А, а координатні осі напрямлено 
вздовж відповідних ребер, так що грані паралелепіпеда перпендикулярні 
до напрямів декартових осей х, у, Z. ДО цих граней прикладені внутрішні 
сили, які замінюють дію відкинутої частини тіла. Позначимо повні напру
ження на гранях елемента через РХ' Ру' PZ' Тут індекси означають нормалі 
до площадок, на яких діють напруження. Внаслідок малості виділеного 
елемента можна вважати, що напруження на кожній його грані розподі
лені рівномірно. Повні напруження на гранях елемента зображують у 

у 

р. 

х х 

х 

а 
в 

б 

Рис. 151 

вигляді нормальних та до !J !J 
тичних складових - про "! 
екцій повних напружень на б ~ 

хкоординатні осі (рис. 151, в). ~ 
Нормальні напруження 

хпозначають літерою а з х 

біндексом, що відповідає на а 

пряму нормалІ до площадки, Рис. 152 
на якій вони діють . Дотичні 
напруження позначають літерою 't з двома індексами: перший відповідає на
пряму нормалі до площини, а другий - напряму самого напруження. Так, на 
площадці, перпендикулярній до осі x~ діють н~пр~ення ах' 'tху та 'txz; на 
площадках, перпендикулярних до осеи у та Z, вщповlДНО маємо ау' 'tух' 'tyz , 

ах, 'Сп' 'tzy (рис. 151, в). 
Отже, на гранях елементарного паралелепіпеда, виділеного в околі 

точки навантаженого тіла, діють дев'ять компонент напружень. Запише
мо їх у вигляді такої квадратної матриці: 

ах '"ху 'txz 

'сух ay'tyz 

't 't azx zy z 

де в першому, другому та третьому рядках наведено складові напружень 
відповідно на площадках, перпендикулярних до осей х, у, Z. ЦЮ су
купність напружень називають тензором напружень. 

Далі буде показано, що коли відомий тензор напружень, тобто сукуп
ність напружень на трьох взаємно перпендикулярних площадках, то можна 

визначити напруження на будь-яких площадках, проведених в околі точки . 
Введемо правило знаків для компонент напружень. Нормальні напру

ження, як уже зазначалося в розд. 4, вважаємо додатними, якщо вони спри
чинюють розтягання, та від'ємними, - якщо стискання. 

Нехай напрям зовнішньої нормалі v до площадки збігається з додат
ним напрямом будь-якої координатної осі (рис. 152, а). Тоді додатне нор
мальне напруження на цій площадці (на рисунку це ах) також збігається 
з додатним напрямом координатної осі. Дотичні напруження на такій 
площадці вважаються додатними, якщо вони напрямлені в бік відповідних 
додатних напрямів координатних осей. Якщо зовнішня нормаль до пло
щадки збігається з від'ємним напрямом координатних осей (рис. 152,6), 
всі три складові напруження на площадці вважаються додатними , 
коли вони напрямлені в бік від'ємних напрямів відповідних координат
них осей. 

Отже, за цим правилом, компоненти напружень на рис. 152, а, б до
датні . Зазначимо також, що всі напруження на гранях елемента, зображе
ного на рис. 151, в в осях Х, у, z, додатні. 

152 153 

http://opirm.narod.ru/


§ 40. Закон парності дотичних напружень. 


Головні площадки і головні напруження 


Не всі дев'ять компонент напружень, які діють на гранях елементарного 
паралелепіпеда, незалежні. В цьому легко переконатися, склавши умови 
рівноваги елемента щодо його обертання (див. рис. 151, в). Для цього 
прирівняємо до нуля суму моментів усіх сил, що прикладені до граней 
елемента, відносно осей х, у, z: 

IMx=~ IMy=~ IMz=Q 

Складемо рівняння моментів відносно осі z. Сили, які паралельні цій 
осі і перетинають й, в рівняння не увійдуть. Моменти сил о"xdydz на двох 
гранях, перпендикулярних до осі z, зрівноважуються, так само як і мо
менти сил о"ydxdz на верхній та нижній гранях елемента. Отже, маємо 
'txydydzdx - 'tyxdxdzdy = о. Звідси випливає, що 

'txy='t yx · 

Аналогічно з двох інших рівнянь знаходимо 

'tyz = 'tzy; 'tzx ='txz· 
Отже, маємо рівності 

'tху = 't yx ; 'tyz = 'tzy; 'txl = 'tzx. (6.1) 

які виражають закон парності дотИЧllИХ напружень: дотичні наnружеnня 
па двох будь-яких, але взаємно nерnендикулярних nлощадках, які nаnрям
лені перпендикулярно до ліnії перетину площадок, однакові за модулем і на
магаються повернути елемепт у різnі боки. Отже, завдяки властивості 
парності дотичних напружень кількість незалежних компонент напружень 
у кожній точці тіла зменшується з дев'яти до шести. 

При зміні орієнтації граней виділеного елемента змінюються також на
пруження, що діють на його гранях. При цьому можна провести такі площад
ки, на яких дотичні напруження дорівнюватимуть нулю. Площадки, на яких 
дотичних напружень немає, називають головnими nлощадками, а нормальні 

напруження, що діють на цих площадках, - головnими uаnружеmlЯМИ. В 
§ 45 буде показано: як би не було завантажене тіло, в кожній його точці є 
принаймні три головні площадки, причому вони взаємно перпендикулярні. 
Отже, в кожній точці можуть діяти також три головних напруження, і вони 
теж взаємно перпендикулярні. Напрями, паралельні головним напруженням, 
називають голов//ими напрямами lІаnру:жень або головuuми осями в даній точці. 

Головні напруження домовимося позначати 0"1.0"2. о"з. При цьому 
індекси слід розставляти так, щоб виконувалася нерівність 

0"1 > 0"2 > о"з · (6.2) 
Ця нерівність має алгебраїчний зміст . Тому якщо, наприклад, одне з го
ловних напружень дорівнює нулю, друге (розтягальне) становить 60 МПа, 
третє (стискальне) дорівнює - 140 МПа, то Їх позначають так: 

0"1 =60 МПа; 0"2 =О; ,6I 


о"з = -140 МПа. 


)-- - бz 
 6z6z 
Отже, в точках наванта , . 

женого тіла можна виділити ~6,елементарні паралелепіпеди, 
на гранях яких діють тільки а () в 

нормальні - головні - на- Рис. 153 
пруження. 

Напружений стан, в якому тільки одне головне напруження не є нульо
вим, а два інших дорівнюють нулю, називається одновісним або лінійним 
(рис. 153, а). Якщо два головних напруження не є нульовими, а одне дорів
нює нулю, то такий напружений стан називається двовісним або плоским 
(рис. 153, 6). Якщо всі три головних напруження не дорівнюють нулю, 
маємо тривісний або об 'ємний, напружений стан (рис. 153, в). 

Крім того, розрізняють однорідний та lІЄод/lОрідний наnру:жені стани. 
В однорідному напруженому стані напруження однакові в кожній точці 
будь-якого перерізу і всіх паралельних йому перерізів. При однорідному 
напруженому стані розміри виділених елементів не мають значення, оскіль
ки напруження однакові в усіх точках однієї (будь-якоі) грані, а отже, 
рівномірно розподілені по кожній грані. 
у неоднорідному напруженому стані елемент слід вважати нескінченно 

малим. Тоді припущення про рівномірність розподілу напружень по його 
гранях виконується з точністю до малих другого порядку. 

Отже, незалежно від того, однорідний чи неоднорідний напружений 
стан буде в усьому тілі, виділені елементи розглядаємо як такі, що пере
бувають в однорідному напруженому стані. 

При розрахунку елементів конструкцій на міцність визначають екстре
мальНІ значення нормальних та дотичних напружень в точках навантаже

ного тіла, а також положення площадок, на яких вони діють. Розв'язуючи 
таку задачу, вважають, що напруження на гранях паралелепіпеда, виді
леного в точці, відомі й слід знайти напруження на будь-яких площадках, 
проведених в околі точки. Задача легко розв'язується з розгляду рівноваги 
частини паралелепіпеда, відсіченої даною площадкою . Найпростіше роз
в'язати поставлену задачу, якщо вихідний елемент виділений головними 
площадками, а вихідними є головні напруження. 

§ 41. Лінійний напружений стан 

Елементи, які перебувають в лінійному напруженому стані , можна 
виділити в околі деяких точок стрижня, що працює на згинання або склад
ний опір, проте здебільшого на розтягання чи стискання. 

Розглянемо призматичний стрижень, який зазнає простого розтягання 
силою Р (рис . 154, а) . В перерізах стрижня, досить віддалених від точок 
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прикладання зовнішніх зосе
реджених сил, напруження 

розподіляються рівномірно. В 
поперечних перерізах (довіль
ної форми) нормальні напру
ження (див . § 27) 

Ij 

N'P 

(Jo =NIFo =PIFo· 

Дотичні напруження тут дорів
рр нюють нулю. Отже, ці перерізи 

а б в є головними площадками. 

Рис. 154 Перейдемо тепер до визна
чення напружень у неголов

них, похилих площадках. Відтак стрижень, що перебуває в лінійному 
(а також у плоскому) напруженому стані, будемо зображати у вигляді 
плоскої фігури (рис. 154, 6). 

Припустимо, що зовнішня нормаль Па до похилої площадки утворює 
з віссю стрижня (а отже, і з лінією дії прикладеної сили) кут а. Домовимо
ся, що кут а додатний, якщо він відкладається проти годинникової 
стрілки. Очевидно, такий самий кут а утворює похила площадка з попе
речним перерізом стрижня, тобто головною площадкою Fo. Проведемо 
також похилі осі ХІ' УІ' напрямляючи вісь УІ по нормалі до площадки, а 
вісь ХІ - уздовж площадки. 

Проведену таким чином похилу площадку будемо називати а-площад
кою, а повні, нормальні та дотичні напруження, що діють на ній, відпо
відно позначати Ра' (Ja' 'ta · Для визначення цих напружень застосуємо 
метод перерізів. Вважаючи, що похила площадка розсікла стрижень на 
дві частини, відкинемо одну з них, наприклад верхню, й розглянемо рівно
вагу частини, що залишилася (нижньоі). 

Осьова сила в перерізі N = Р є рівнодійною повних напружень Ра' 
Вважаємо, що вони напрямлені паралельно осьовій лінії й рівномірно 
розподілені в точках проведеного похилого перерізу, площа якого 

Fa = Fo/cosa.
Отже, 

PaFa =N,
звідки 

N N 
Ра =-=-соsа+(Jосоsа. (6.З)

Fa Fo 
Проекціюючи Ра на нормаль Па і площину перерізу, дістанемо фор

мули для визначення нормальних і дотичних напружень, які діють на по
хилій площадці (рис. 154, в): 

(Ja = Ра cosa; 'ta = Ра sin а, (6.4) 

'~6", .(,., ..
6", ХІ 

[",~ 
~ , 

<ОУ:' ~
 '( .'[",>0 '[' ~'['" 
~IXI Q..> О ~,X, 6.. <О 

а б а б в 

Рис. 155 Рис. 156 

або, враховуючи (6.3), 

(Ja = (JO cos 2 а; (6.5) 

't = ~o sin 2а. (6.6)a 

Для напружень на похилих площадках можна взяти викладене в § З9 
правило знаків, але щодо похилих осей ХІ' УІ (рис. 155, а, 6). Зазначимо, 
що при повороті осей на 900 знак дотичних напружень змінюється на 
протилежний. 

у випадку лінійного та Ш1оского напруженого стану, як правило, вихо

дять з більш простого nравwш знаків для дотичних напружень: дотичне напру
ження на площадці вважають додатним, якщо воно намагається повернути 
частину елемента, яка розглядається, відносно будь-якої точки, взятої всере
дині її; за годинниковою стрілкою. На рис. 154, в напруження (Ja та 'tадодатні. 

Як випливає з формул (6.5) та (6.6), при а = О У поперечних перерізах 
стрижня (див. рис. 154, а, площадка /) 'ta = О, а (Ja = (Jo, тобто має найбіль
ше значення. При а = пІ 2 (див. рис. 154, а, площадка І/) (Ja та 'ta дорів
нюютьнулю. 

Аналогічно можна довести, що в усіх перерізах, паралельних осі стриж
ня, нормальні та дотичні напруження дорівнюють нулю. Отже, при просто
му розтяганні (стисканні) в кожній точці тіла головні площадки перпенди
кулярні та паралельні його осі, а головні напруження на них відповідно: 

при розтяганНl 

(JI=(Jo=NIFo; (J2=(Jз=0; 

при стисканНl 

(JI = (J2 = О; (Jз = -(Jo· 
Із формули (6.6) бачимо, що дотичні напруження досягають свого най

більшого значення при а = ±450, причому 

= (JI 12.'tamax 

Приклад 15. Визначuмо нормальні та дотичні напруження на nохuлих nлощадках 
для елементів, наведених на рис. 156, а-в. 
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Для елемента на рис . 156, а маємо: СУІ = СУ2 = О; СУз = -50 МПа ; а = 300, звідки 

СУа =-50соs2 300=-37,5МПа; 'а = _50 sіп600=-2 1,7 МПа. 
2 

Для елемента на рис . 156, б маємо: СУІ = 50 МПа ; СУ2 = СУз = О; а = -300, отже, 

СУа = 50cos2 (-300)=37 , 5МПа; 'а = 520 sin (- 600) =-21,7 МПа. 
Для елемента на рис. 156, в маємо: СУІ = СУ2 = О; СУз = - 50 МПа ; а = - 300, отже, 

СУа =-50соs2 (-зоо ) =-37,5 МПа; 'а =_50sіп(-600)=21,7МПа.
2 

§ 42. Плоский напружений стан 

Досліджуючи напружений стан елементів конструкцІИ, найчастіше 
доводиться мати справу з плоским (двовісним) напруженим станом. Він 
буває при крученні, згинанні та складному опорі. Тому на ньому зупини
мося дещо докладніше. 

Усі означення та правила, які були введені в § 41, дійсні й для плоского 
напруженого стану. Проте оскільки тут є два ненульових головних на
пруження, слід уточнити умови для відлічування кутів, що характеризу
ють нахил площадок. Вважатимемо, що цей кут завжди відлічується від 
напряму алгебраїчно більшого з двох ненульових головних напружень 
до нормалі до похилої площадки, причому завжди береться гострий кут, 
але з урахуванням його знака. 

Визначимо напруження на похилих площадках. Розглянемо елемент 
(рис. 157), грані якого є головними площадками. На них діють додатні 
головні напруження аl і а2' а третє головне напруження аз = О (головний 
напрям, що відповідає аз, перпендикулярний до площини креслення). 

Проведемо переріз І - І, який визначає площадку (а), що характери
зується додатним кутом а. Напруження аа і 'а по цій площадці будуть 

спричинюватись як дією аl' так і дією а2. 
Застосовуючи принцип суперпозиції, тобто 

.д 
розглядаючи цей плоский напружений стан 

як накладання двох ортогональних одно

ВІСНих напружених стаНІВ, можемо записати: 

аа =a~ + a~ ; 'а =,~ + ,~, 

де a~ і ,~ - напруження, спричинені дією 
~l; a~ і ,~ - напруження, спричинені 

!їі ДІЄЮ а2 .-, , л Щоб визна'!ити a~ і ,~ , використаємоА \л D безпосередньо формули (6.5) та (6.6): 
6, 

, 2, аl· 2 
аа =аl cos а; 'а =-sш а.Рис. 157 2 

Для визначення a~ та ,~ потрібно враховувати, що Па утворює З на
прямом а2 кут 900 - а. Тоді, маючи на увазі, що 

sin2[-(900 -a)] =-sin 2а; cos2 [-(900 -а)] =sin 2 а, 
ДІстанемо 

w • 2 w а2· 2 
аа = а2 sш а; 'а = --sш а. 

2 
Виконавши додавання, остаточно знайдемо: 

2 . 2 
аа = аl COS а + а2 sш а; (6.7) 

аl -а2 sin2a. (6.8)'а = 2 

Нагадаємо, що стискальні головні напруження підставляють у ці фор
мули зі знаком «мінус», а кут а відлічують від алгебраїчно більшого го
ловного напруження. 

Скористаємося формулами (6.7) і (6.8) для визначення напружень на 
площадці, перпендикулярній до площадки (а). Домовимося таку пло
щадку позначати (~). Нормаль Пр до неї (рис . 157, переріз ІІ - ІІ) утво
рює з напрямом аl кут 

~ =-(900 -а). 

Формули (6.7) і (6.8) справедливі для будь-яких а. Підставивши в них 
замість а вказане значення ~, матимемо: 

ар = аl sin 2 а +а2 cos2 а; (6.9) 

аl - а2 sin2a. (6.10)'13 = 
2 

Сукупність формул (6.7) - (6.1 О) дає змогу знаходити напруження на 
будь-яких взаємно перпендикулярних похилих площадках, якщо відомі 
головні напруження. Проаналізуємо ці формули. 

Склавши ліві та праві частини рівнянь (6.7) та (6.9), бачимо, що 

Ра + ар = аl + а2' (6.11) 

тобто сума нормальних напружень на двох взаємно перпендикулярних 
площадках не залежить від нахилу цих площадок і дорівнює сумі голов
них напружень. Інакше цю властивість можна сформулювати так: сума 
нормальних напружень на двох взаємно nерnендикулярних площадках інва
ріантна щодо нахилу цих площадок. 

Із формул (6.8) та (6.10) випливає, що, як і при одновісному напруже
ному стані, дотичні напруження досягають найбільшого значення при 
а = ±45 0

, тобто на площадках, які нахилені до головних площадок під 
кутом 450, причому 

а1 - а2 
'атах = --2- (6.12) 
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Порівнюючи формули (6.8) і (6.1 О), знаходимо, що 

'tj3 =-'ta . 	 (6.1З) 

Ця рівність виражає закон парності дотичних напружень. Знак «мінус» у 
(6.1З) відповідає введеному в § З9 правилу знаків для дотичних напру
жень, згідно з яким додатні дотичні напруження намагаються повернути 

елемент за годинниковою стрілкою. 
Нарешті з'ясуємо, при якому нахилі площадок нормальні напруження, 

що діють на ній, мають екстремальне (найбільше чи найменше) значення. 
Для цього продиференціюємо вираз (6.7) по а і прирівняємо по.хідну до 
нуля: 

dad:: = -2а, cosasina+ 2а2 sinacosa = -(а, - ( 2) sin2a = О. 

Звідси 

а, =а2, 

або 
sin2a=0. 

у першому (окремому) випадку (рівномірне всебічне розтягання в пло
щині) з формул (6.7) - (6.10) 

аа = af3 = а,; 'ta = 'tf3 = О. 
Це означає, що будь-яка площадка тут головна. На всіх цих площад

ках діють однакові напруження. 
у другому (загальному) випадку 

а=О; а=900 • 

Проте площадки, що характеризуються цими кутами, - головні площадки. 
Отже, дійдемо висновку, що екстремальними для нормальних напру

жень аа будуть значення головних напружень, причому 

ааmах =а" 

оскільки при а = О друга похідна 

d 2a 
-----т- = -2(а, -(2 ) ces 2а 
da 

від'ємна, та 

ааmах = а2, 
оскmьки при а = 900 

2 
d аа 	 О
--2-> . 
da 

На всіх похилих площадках нормальні напруження мають проміжні 

значення між а, та а2' 
Проведемо тепер ще два перерізи (рис. 157): переріз ІІІ - ІІІ, паралель

ний І - І, та переріз IV - IV, паралельний ІІ - ІІ. Оскільки напружений 
стан елемента однорідний, напруження на площадках, утворених пере

q,
b:t!..C б; 

~гraтJfl
БЛr;t~fOд 

Qr:г d 
.« 'БQ" 

б бz 

Рис. 158 

різами ІІІ - ІІІ та IV - IV, будуть такими сами
ми, як відповідно на площадках (а) та (ІЗ). 

а·....--т-----' 
Тому елемент abcd, виділений чотирма пере
різами з елемента ABCD (рис. 158, а), матиме б, 
вигляд, наведений на рис. 158, б. Обидва еле Рис. 159 
менти визначають один і той самий напруже

ний стан, проте елемент ABCD подає його головними напруженнями, а 
елемент abcd - напруженнями на похилих площадках. 

у теорії напруженого стану можна розмежувати дві основні задачі: 
пряму і обернену. 

Пряма задача. В точці відомі положення головних площадок і відповідні 
до них головні напруження; потрібно знайти нормальні й дотичні напружен
ня, що діють на площадках, які нахилені під заданим кутом а до головних. 
Інакше кажучи, дано елемент abcd (рис. 159) з головними напруженнями, 
які діють на його гранях; потрібно знайти напруження на гранях елемента 
a,qc,d,. 

ОбеРf/Єна задача. В точці відомі нормальні й дотичні напруження, які 
діють у двох взаємно перпендикулярних площадках, що проходять через 
дану точку; треба знайти головні площадки і головні напруження. Інакше 
кажучи, дано елемент a,qc,d, (рис. 159) з нормальними та дотичними 
напруженнями, що діють по його гранях; слід визначити положення еле
мента abcd, тобто кут ао, і знайти головні напруження. 

Обидві ці задачі можна розв'язати як аналітично, так і графічно. 

§ 43. 	Пряма задача в плоскому напруженому стані. 

Круг напружень 


Аналітичне розв'язання прямоїзадачі задається формулами (6.7) - (6.1 О). 
Проаналізуємо напружений стан, скориставшись простою графічною 

побудовою. Для цього розглянемо геометричну площину і віднесемо ії до 
прямокутної системи координат а - 't, тобто по осі абсцис відкладемо 
значення головних а"а2, а також нормальних аа' af3 напружень, а по осі 
ординат - значення 'ta і 'tf3' Порядок розв'язання задачі покажемо 
на конкретному прикладі напруженого стану, зображеного на рис. 160. 
64'508 160 161 
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Вибравши для напружень певний масштаб, відкладаємо по осі абсцис 
(рис. lбl) відрізки 

ОА = 0'1; ОВ =0'2' 
На відрізку АВ як на діаметрі будуємо коло з центром в точці С. Побу

доване таким чином коло називається кругом напружень або кругом Мора. 
Координати точок круга Мора відповідають нормальним та дотичним 

напруженням на різних площадках. Так, для визначення напружень на 
площадці, проведеній під кутом а (рис. lБО), з центра круга С проводи
мо промінь під кутом 2а до перетину з колом в точці Da (додатні кути 
відкладаємо проти годинникової стрілки). Доведемо, що абсциса точки 

(відрізок ОКа) дорівнює нормальному напруженню аа' а ії ордината 

(відрізок KaDa ) - дотичному напруженню 'ta · 
Радіус круга - 

R=OA-ОВ=аl- а2. 
2 2 

Оскільки центр круга С лежить посередині між точками А та В, то 

- ОА+ОВ 0'1 +0'2 
ОС= =-

2 2 
Крім того, 

- а-а 
CKa=Rcos2a= 1 2cos2a. 

2 

Тоді абсциса точки Da 

-С 0'1 + 0'2 0'1 - 0'2 2 1+ cos 2аОКа = ОС + Ка = + cos а = 0'1 + 
222 

1 - cos 2а 2 . 2 (б . 14)+0'2 =a1cos а+а2 SШ а. 
2 

162 

Із трикутника CDaKa ордината точки Da 

KaD =Rsin2a= 0'1-0'2 sin2a.. (б.15)a 
2 

Напруження на площадці, перпендикулярній до розглянутої, знайдемо, 
провівши промінь під кутом 2~ = 2[а + (n/2)] = 2а + n і діставши в пере
тині з колом точку D~. Очевидно, ордината точки D~ 

~-~ . б)К~D~=-КаDа= 2 sш2а='t~ (б.l 

і, нарешті, абсциса точки D ~ 

- - - а + а а - 0'2 2
OK~ =OC-CK~ = 1 2 - 1 cos2a=a1 sin а+ 

2 2 

+ 0'2 cos2 а = a~. (б.17) 

Порівнюючи формули (б.14), (б.15) з формулами (б.7), (б.8), бачимо, 
що дійсно 

ока=аа; KaDa='ta , 

що й треба було довести. 

Слід зазначити, що дві точки круга - Da та D~, які характе~изують 
напруження на двох взаємно перпендикулярних площадках (а) та (Jз), 
завжди лежать на кінцях одного діаметра Da D~. 

Побудований круг Мора цілком описує напружений стан елемента, зобра
женого на рис. lБО. Якщо змінювати кут а в межах -900... +900, то похилі 
площадки (а) та (~) займуть послідовно всі можливі положення, а точки 
Da та D ~ опишуть повне коло. Зокрема, при а = О, коли грані е! та ет ста
нуть головними площадками і на них будуть діяти ті самі напруження, що і 
на гранях елемента abcd, точка Da збігається з А (рис. lбl), а D ~ - з В. 

Як і у випадку круга інерції, знайдемо на крузі напружень положення 
полюса. Для цього з будь-якої точки кола проведемо пряму, паралельну 
нормальному напруженню на площадці, якій ця точка належить. Так, про
вівши з точки Da лінію, паралельну аа [у нашому прикладі (рис. lбl)
горизонталь], до перетину з колом, знайдемо шуканий полюс - точку М. 
Якщо при цьому виходити з точки D~, то потрібно було б провести лінію 
паралельно напруженню a~, тобто вертикаль. 

Як і при розгляданні кругів інерції, можна показати, що лінія, яка 
сполучає полюс М з будь-якою точкою круга, паралельна напряму нор
мального напруження на площині, якій ця точка належить. Так, лінія 
МА паралельна головному напруженню 0'[. Дійсно, LЛаМА = 1/ 2LD CA = a=а, тобто він відповідає куту між нормаллю до площадки Іе і напрямом 
0'[. Очевидно, що лінія МВ паралельна напряму головного напруження 0'2' 

Приклад 16. На головних площадках діють розтягальні //аnружею-/Я 90 МПа і 
60 МПа. Потріб//о Зllайти //орлшлыіi й дотичні liаnружеliliЯ Ііа граliЯХ елеме//та, одна з 
яких //ахилена до горизонталі під кутом 200 (рис. 162, а) . 
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Довільно позначаємо площадки (а) та (~) (наприклад, так, як показано на рисун

ку) і проводимо нормаль Па' Тоді матимемо: а, = 90 МПа ; а2 =60 МПа; аз =о; 
а = -700. Кут а від'ємний, бо тут він відлічується за годинниковою стрілкою. 

Розв'язуючи цю пряму задачу аналітично, за формулами (6.7) - (6.9) знаходимо: 

аа = а, cos2a+a2sin2a =90 ·0,1 17 +60·0,884 МПа = 63,6 МПа; 

а!} = а, sin2а+ а2 cos2 а =90·0,884+ 60·0,117 МПа = 86,6 МПа; 

а, -а2 . 90-60
Та =-Т!} =-2- SlП 2а =-2- (-о, 64З) МПа =-9,65 МПа. 

Ураховуючи знаки визначених напружень, пока

зуємо напруження на гранях елемента abcd (рис.
'[ 

162, а). 
Графічний розв'язок наведено на рис. 162, б. Про~ водячи вимірювання, дістанемо координати точок 

б Dа (З,18см;-0,485см) та Dj3 (4,33 см; 0,485 см). Ма
А1;, ючи на увазі взятий масштаб (І см - 20 МПа), при

ходимо до тих самих значень напружень, які були знай
Рис. 163 

дені аналітично. 

Зауважимо, що одновісний напружений стан можна розглядати як 
окремий випадок плоского. При цьому круг напружень буде проходити 
через початок координат (рис. 163). Нарешті, при всебічному розтяганні 
(0'1 = 0'2) або стисканні (0'2 = О'з) в площині круг Мора перетворюється 
на точку. В цьому разі, як уже зазначалося раніше, всі площадки будуть 
головними. 

§ 44. 	Обернена задача 


в плоскому напруженому стані 


При практичних розрахунках найчастіше вдається визначити (теоре
тично чи експериментально) нормальні та дотичні напруження на будь
яких двох взаємно перпендикулярних площадках. Припустимо, напри
клад, що відомі напруження О'а' '"а' 0'13' '"13 на взаємно перпендикулярних 

- +6fl 
~ 

Ol ~'Е:за6", ~62 
ба {і cr ~	 б f

Z 

~6ftt г 
б, 

а б 
Рис. 164 

площадках виділеного елемента (рис. 164, а). За цими даними потрібно 
визначити головні напруження і положення головних площадок. 

Спочатку розв'яжемо цю задачу графічно. Для певності припустимо, 

що О'а > 0'13' а '"а> О. у геометричній площині в системі прямокутних 
координат о' - '" виберемо точку Da з координатами О'а' '"а та точку D 13 з 
координатами 0'13,,"13 (рис. 164, 6). Як зазначалося при розгляді прямої 
задачі, точки Da та D 

13 
лежать на кінцях одного діаметра круга напру

жень. Отже, сполучивши ці дві точки, знаходимо центр круга Мора 
точку С - і радіусом CDa =CD l3~роводимо коло. Абсциси точок пе
ретину кола з віссю о' - відрізки ОА та ОВ - дадуть відповідно значен

ня головних напружень О'} та 0'2' 
Для визначення положення головних площадок знайдемо полюс та ско

ристаємось його властивістю. З цією метою з точки Da проведемо лінію 
паралельно лінії дії напруження О'а' тобто горизонталь. ТочкаМ перетину 
цієї лінії з колом і буде полюсом. Сполучаючи полюс М з точками А та В, 
дістанемо напрям головних напружень 0'1 та 0'2 відповідно. Головні пло
щадки перпендикулярні до знайдених напрямів головних напружень. На 
рис. 164, а всередині вихідного елемента виділено елемент, обмежений 
головними площадками. На гранях цього елемента зображено головні 

напруження 0'1 та 0'2' 
Використаємо побудований круг напружень для здобуття аналітич

них виразів головних напружень 0'1 та 0'2 , що відповідають відрізкам ОА 

та ОВ. 	Маємо: 

0'1 =ОА=ОС+СА; 

0'2 =ОВ =АС -СВ. (6.18) 
Очевидно, 

аС = О'а + 0'13 (6.19) 
2 
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- - - -2 --2~~-~ І[ O"a-O"~ )2 2 (6.20)СА =СВ= CDa = СКа + DaKa =, 2 +'ta · 

Підставивши вирази (6.19) та (6.20) у (6.18), матимемо: 


О"а + O"~ 
 '[ о" - о"А )2 2 . 
0"1= + а 2 f' + "са ,

2 

2 
о"а + o"~ (a"~a~) н&.0"2 = 2 

або 

0"1 = і[о"а + o"~ + ~(O"a - 0"/3)2 + 4't~ J 
1 [ ~( )2 2 ] (6.21)

0"2='2 O"a+O"~- O"a-O"~ +4'ta · 

Ураховуючи прийняте правило знаків, знайдемо формулу для тангенса 
кута нахилу напряму головного напруження відносно осі 0". З рис. 164, б 
видно, що 

A1K~ A1K~ -'t~ 
tgao =---= =-

AK~ OA-OK~ O"I-O"~
Отже, 

tga = __а . 
0"1 - o"~

o 
-'t 

(6.22) 

Ця формула й визначає єдине значення кута ао, на який потрібно по
вернути нормаль Па, щоб знайти напрям алгебраїчно більшого головно
го напруження. Нагадаємо, що від'ємному значенню а відповідає пово
рот за годинниковою стрілкою. Слід звернути увагу і на те, що коли одне 
з головних напружень, визначених за формулою (6.21), виявиться від'єм
ним, а друге додатним, то їх слід позначити не 0"1 та 0"2' а 0"1 і О"З' якщо 
обидва головних напруження від'ємні, - то 0"2 і О"З' 

Приклад 17. По гранях елемента (рис. 165, а) діють наведені нарисунку напружен
ня. Потрібно знайти головні напруження та відповідні до них головні напрями. 

Якщо позначимо площадки так, як зображено на рисунку, то 

(1а = І ОО МПа; (113 = -80 МПа; 


'ta = -50 МПа; 't13 = 50 МПа. 


За формулою (6.21) 


(11 = ~[(1а + (113 +~((1а - (113)2 +4't~ ] = ~ ~00-80+ 


+~(i00+80)2 +40 ·502 Jмпа = t(20+ 206)МПа = ІІЗ МПа; 

(1з = ~(20 - 206) МПа = -9З, О МПа. 

l' 
6з 61 

80МПа IDОМПа 

б 
Рис. 165 

За формулою (6.22) -'t _ -(-50) =22..=0,259,a 
tgaO= (11-(113 -113-(-80) 193 

що відповідає ао = 14032'. 
Цей кут відкладаємо від горизонталі (напрям нормалі па ) проти годинниковоїстрілки 

і знаходимо напрям напруження (11; напрям (1з перпендикулярний до нього. На рис. 165 
виконано також графічне розв'язання задачі відповідно до викладеного плану. 

§ 45. Об'ємний напружений стан. 
Напруження на довільній площадці 

У загальному випадку напруженого стану при довільній орієнтації 
елементарного паралелепіпеда, виділеного в околі точки навантаженого 
тіла (див. рис. 151, а, в), на його гранях діють шість незалежних компо
нент тензора напружень: О"х' о"У' O"z' "сху' 'tyz , Ти' Вважаючи ці напружен
ня вихідними, обчислимо напруження на довільній площадці АВС, про
веденій в околі точки (рис. 166). 

Нормаль v до площадки утворює з координатними осями x,y,z кути, 
косинуси яких з метою скорочення позначимо І, т, n: 

cos(~) = І; cos(v:1) = т; cos((;) = n. (6.23) 

На проведеній площадці АВС проекції повного напруження Pv на ко
ординатні осі Х,у, z позначимо відповідно через Pvx' Pvy ' Pvz' Вони легко 
визначаються з умов рівноваги виділеного чотиригранника (рис. 166, 6). 
Зауважимо, що відповідно до введеного в § 39 правила знаків компоненти 
напружень на рис. 166, б додатні. 
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Прирівняємо до нуля проекції на координатні осі всіх сил, прикладених 

до елемента: 

Іх =О; pYXdFv -охdFх -'tухdFу -'tzxdFz =О; 

(б.24)ІУ =О; pyydFy -'tхуdFх -оуdFу -'tlJldFz =О; 


IZ =0; pYZdFV -ТxzdFх -'tУZdFу -аzdFz =0. 


Тепер через dFy , dF , dFy та dFz позначено площі граней елемента, нор
x 
малі до яких відповідно збігаються з напрямами v,x,y,z, тобто площі 
трикутників АВС, АОВ, АОС та вос. 

Очевидно, що 

__ х V у V ~=cos(-)dFх =cos (-) =[. --dFу =cos (-) =m' dF z V =n.dF , , dF , , dF ,y y y 

Тоді з виразів (6.24) знаходимо: 

РУх = ахі +'tyxnl +'tzxn; 

руу = 'txyl + аут+ 't <уn; (6.25) 

Ру, = 'txzl +'tYZnt+azn. 

Повні напруження на площадці 
г-----

І 2 2 2 (6.2б)ру = VРУх + руу + PYZ' 

Нормальне напруження на довільній площадці знайдемо, склавши суму 
проекцій на нормаль v складових повного напруження: 

ау = РУХ cos(;,v) + PVycos(y,v)+ Pvzcos(;,v). 

Ураховуючи (6.25) та (6.23), матимемо 

ау = ахl 2 + аут2 +a zn2 +2'txylnt +2TYZ mn +2'tzxnl. (6.27) 

Знаючи повне ру та нормальне ау напруження, легко знайти дотичне 
напруження на площадці: 

122 
т.у = Vру - ау . (6.28) 

Отже, за відомими компонентами напружень на трьох взаємно пер

пендикулярних площадках можна визначити напруження на будь-якій 
площадці, проведеній через дану точку. 

Визначення головних напружень та положень головних площадок . В 
окремих випадках лінійного та плоского напружених станів головні на
пруження та положення головних площадок були визначені (див. § 41, 
42). Розв'яжемо тепер цю важливу задачу в загальному випадку напруже

ного стану. 

А ус " 
/ А 


z а 
 ~ 
Рис. 166 Рис. 167 

Розглянемо в околі точки елементарний чотиригранник (рис. lб7) . Нехай 
площадка АВС - головна. Нормаль V до неї є головною віссю. Вона 
утворює з напрямами осей х, у, z кути, косинуси яких відповідно позна
чимо, як і раніше, через І , m, n. Оскільки дотичного напруження на го
ловній площадці немає, то повне напруження ру на ній напрямлене вздовж 
нормалі і є головним нормальним напруженням на площадці. Позначимо 
його через а. Тоді проекції цього напруження на осі координат 

РУХ =аl; Руу =ат; Ру, = аn. (6.29) 

З іншого боку, проекції повного напруження на площадці виражаються 
через напруження на координатних гранях елемента формулами (6.25). З 
них, ураховуючи (б.29), маємо: 

(ах - а )1 +'t ухт+ т.иn = О; 


't І+(а -а)m+т, n=О' (б.30)

ху у <У' 

'txi +'tYZnl+(az -а)n = 0. 

Система (6.30) становить три однорідних рівняння відносно невідомих 
І, m, n, що визначають положення головної площадки. Нульові розв 'язки 
1= т =n =О неможливі внаслідок відомого співвідношення між напрям
ними косинусами: 

1 2 +т2 +n2 =1. (6.31) 

Ненульові розв'язки системи (6.30) бувають лише тоді, коли визначник, 
складений з коефіцієнтів при шуканих невідомих, перетворюється на нуль: 

ах - а 'tух 'tzx 

"Сху ау -а =0. (6.32)'t zy 
'txz 't yz а, -а, 

Розкриваючи визначник (б.32), дістаємо таке кубічне рівняння відносно 
нормального напруження а на головній площадці: 

(б.33)а
з 
-ІІа

2 
-/2а-/з =0, 
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де коефіцієнти 11' 12' Із, які називаються інваріантами тензора напружень, 
визначаються за формулами: 

І] =ах +ау +az; 
22212 = ахау + ayaz +azax -'txy -'t уZ -'tzx; (6.34) 

2 2 2
Із = ахауаz + 2'tху 'tyz 'tzx - ах 'tyz - ау 'tzx - аz'tху . 

Унаслідок симетрії елементів визначника (6.32) відносно його голов
ної діагоналі розв'язок рівняння (6.33) дає три дійсних корені, які є трьо
ма головними напруженнями, що діють на трьох головних площадках. 
Як уже зазначалося (див. § 40), вони позначаються аІ , а2 та аз, причому 
алгебраїчно, як і раніше, аІ > а2 > аз . Для визначення напряму будь-якої 
головної осі, наприклад першої, у рівняння (6.30) підставляємо значення 
відповідного головного напруження, тобто аІ' і з будь-яких двох рівнянь 
знаходимо співвідношення між косинусами кутів: 

11 / nІ =аІ ; тІ / nІ =q . 
Підставляючи ці величини в (6.31), знаходимо 

1 
n]=+r===== (6.35)

~1+af+q2'
після чого 

(6.36)11 =аІnІ; тІ =ЬІnІ· 

Аналогічно визначають напрямні косинуси другої та третьої голов
них осей . Легко показати, що три головні площадки взаємно перпенди
кулярні. 

Головні напруження в точці даного навантаженого певним чином тіла 
мають стаціонарні значення, що не залежать від вибору початкової систе
ми координатних осей х, у, z, тобто орієнтації у просторі виділеного ви
хідного паралелепіпеда. Отже, корені рівняння (6.33) так само, як і коефі
цієнти цього рівняння, інваріантні до вибраної системи декартових коор
динатних осей, тобто при повороті осей не змінюються. Тож 

II=const; 12 =const; Із=соnst. (6.37) 

Ці величини називають першим, другим та третім інваріаuтами теюора 
lIаnружеllЬ. 

Рівняння (6.33), оскільки його корені дорівнюють а , а2 та аз , можнаІ 
записати також у вигляді 

(a-аІ)(а-(2)(а- аз) = о. (6.38) 

Розкриваючи дужки, бачимо, що інваріанти тензора напружень виража
ються через головні напруження в більш простому вигляді: 

11 = аІ + а2 + аз; 

6, 

6га 

Рис. 168 

12 = а] а2 + а20"З + аза!; (6.39) 

Із = аlа2аз · 

Зауважимо, що, досліджуючи напружений стан у. точці, ми знехтували 
дуже малою різницею напружень на нескінченно близько розташованих 
паралельних площадках, а також об'ємними силами як малими вищого 
порядку. Розглядаючи рівновагу елемента, ці малі зусилля слід урахову
вати. 

Формули для визначення напружень на довільній площадці істотно 
спрощуються, якщо за вихідний вибрати елементарний паралелепіпед, 
обмежений головними площадками. 

Сумістимо координатні осі х, у, z з головними напрямами 1, 2, 3 
(рис. 168, а) та визначимо напруження на довільній площадці АВС, нор
мальдоякої v (рис. 168, б) утворює з головними осями кути а , а2 , аз· Тодіl 

І =cosa\; m=cosa2 ; n=соsаз. 

З формули (6.25) випливає, що 

Pvl =a1cosa]; Pv2 =a2cos a 2; Рvз =азсоs а з· (6.40) 

Повне напруження на площадці 
r----------------------------

Pv = ~(al cosa])2 + (а2 cosa2)2 +(аз соsаз)2 . (6.41) 

Нормальне напруження на площадці визначимо за формулою (6.27): 

2аa v = а1 cos l + а2 cos2а2 + аз cos2аз. (6.42) 

Нарешті, дотичне напруження на підставі формул (6.28), (6.41) та (6.42) 
набирає вигляду 

'tv = J(а1 cos а])2 + (а2 cos а2)2 + (аз cos аз )2 - a~ . (6.43) 

Напруження на різних площадках у загальному випадку тривимірно
го напруженого стану можна визначити також за допомогою кругів Мора. 
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Рис. 169 

Нехай відомі головні напруження та положення головних площадок. 
Потрібно визначити нормальні та дотичні напруження на довільній пло
щадці. Спочатку розглянемо площадки, паралельні одному з головних 
напружень, наприклад О"з (рис. 169, а). Нормалі до таких площадок ле
жать у площині ху і утворюють з напрямом О"з кут аз = л/2. Нехай кут 
між нормаллю до площадки й напрямом 0"1 буде а (рис. 169,6). Тоді аl = 
= а, а2 = (лІ2)- а, і з формул (6.40) та (6.42) маємо: 

Ра = 0"1 cosa; Ра = 0"2 соs(л/2 - а) = 0"2 sina;
І 2 

Раз =0; (6.44) 
2 . 2 

о"УІ = О"а = 0"1 cos а + 0"2 sш а. 

Дотичне напруження на площадці можна визначити з (6.4З). Однак 
простіше спроекціювати на напрям ХІ проекції повного напруження 

Раl та Ра2' Маємо 
. о" -О"

'"с = '"с = Р sш а - Р cos а = І 2 sin 2а (6.45)
УІХІ а аl а2 2 . 

Як видно з (6.44) та (6.45), головне напруження О"з не впливає на на
пруження на площадках, паралельних напряму О"з. Отже, напруження на 
будь-яких площадках, паралельних О"з, можна зобразити графічно за 
допомогою круга Мора Lш , побудованого на головних напруженнях 0"1 
та 0"2 (рис. 170). Так само напружений стан на площадках, паралельних 
головному напруженню 0"1' описується точками кола L[, побудованого 
на напруженнях 0"2 та О"з. Нарешті, су~упність точок кола Lп , побудо
ваного на напруженнях 0"( та О"з, описує напружений стан усіх перерізів, 
проведених в елементі паралельно 0"2' Точки 01,02 та Оз на рис. 170 є 
центрами кіл L[, Lп , Llll відповідно. 

Можна показати, що напружений стан на площадках, які перетина
ють усі три головних напрями, зображується точками Da , розміщеними 
в заштрихованій зоні (рис. 170). Як видно з рис. 170, найбільше нормаль
не напруження в точці дорівнює головному напруженню 0"1' а наймен

ше - головному напруженню О"з. Оче- '( D 
видно, точкою, яка характеризує напру

жений стан площадки, в якій діє '"Стах' 
буде точка D (рис. 170), оскільки вона ~1S 

має найбільшу ординату. Ця точка ле
жить на колі LII , визначається кутом 450 6 
і має ординату, яка дорівнює радіусу ве
ликого круга, побудованого на напру
женнях 0"1 та О"з. Отже, при будь-якому 
об'ємному напруженому стані найбільше 
дотичне напруження 

0"( - О"з 
'"Стах = --'---=- (6.46)

2 

і діє на площадках, паралельних головному напруженню 0"2 й нахилених 
під кутом 450 до головних напружень 0"( та О"з. 

Певний інтерес, особливо при вивченні пластичних деформацій, ста
новлять дотичні напруження, що діють по площадці, 9івнонахиленій до 
всіх головних напрямів. Така площадка називається октаедрu'lНОЮ, оскіль
ки вона паралельна грані октаедра, який може бути утворений з куба. 
Нормаль до цієї площадки утворює однакові кути з головними напрямами: 

аl = а2 = аз = а. 


Ураховуючи, що 


2 2 2 cos а( + cos а2 + cos аз = 1, 
маємо 

cos2 а =ІІЗ. 

Тоді з формул (6.42) та (6.4З) знаходимо: 

0"(+0"2+О"З 
О"окт = З ; (6.47) 

J212 2 2 
~кт=T~~+~+~-~~-~~-~~= 

= ~~(0") - 0"2)2 + (0"2 - О"з)2 + (О"з - 0"))2. 

Це дотичне напруження називається октаедрuчнuм. Нормальне октаед
ричне напруження О"окт Є ніби середнім напруженням для даного тривісно
го напруженого стану. 

У теорії плаСтичності виявилося зручним вводити в розрахунки так 
звану інтенсивність напружень О"і, пов'язану з .окт залежністю 

З 

О"; = J2 ·окт 
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або виражену через головні напруження формулою 

~ 2 2 2аі = аl +а2 +аз -аlа2 -а2аз- азаl = 

= 1f: J(аl - (2)2 + (а2 - аз)2 + (аз - аl )2. (6.48) 

На закінчення зазначимо, що всі залежності й способи розв'язання 
задач, наведені в цьому і попередніх параграфах розд. 6, справедливі для 
напружених станів, які відповідають як пружним, так і пластичним де
формаціям. 

§ 46. 	Деформації при об'Ємному напруженому стані. 


Узагальнений закон Гука 


Досліджуючи деформації й розглядаючи питання міцності при об'єм
ному та плоскому напружених станах, згідно з основними гіпотезами та 
припущеннями вважатимемо, що матеріал відповідає закону Гука, а де
формації малі. 

Вивчаючи просте розтягання - стискання, було з'ясовано, що відносна 
поздовжня деформація 

є=аIЕ. (6.49) 

а відносна поперечна деформація 

а 

є' = -~ Е' 	 (6.50) 

Ці дві рівності виражали закон Гука (залежність між деформаціями і 
напруженнями) при простому розтяганні або стисканні, тобто при лінійно
му напруженому стапі . Тепер установимо залежність між деформацією та 
напруженнями в загальному випадку об'ємного напруженого стану. 

Узагальнений закон Гука . Розглянемо деформацію елемента тіла, 
вибравши цей елемент у вигляді ПРЯМОКУТІІОГО паралелепіпеда розмірами 
а х Ь х с (рис. 171, а). По гранях паралелепіпеда діють головні напруження 
а • а2' аз (вважаємо , що всі вони додатні). Внаслідок деформації ребl 

ра елементи змінюють свою 
довжину й дорівнюють а + t'и; 
Ь + М; С + tlc. Величини 

ба 

ЄІ = t'и/а; Є2 = МIЬ; 
єз =tlc / с 

називають головllИМИ nодов
a+L1a :J/сеIl1IЯМLI, і вони є відносними 
а 	 подовженнями в головних на

РІІС. 171 	 прямах. 
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Застосовуючи принцип суперпозиції, можна записати 

єІ =є) + єі + єі, 

де є) - відносне подовження в напрямі аІ' спричинене тільки напружен
ням аl (а2 = аз = о); єі - подовження в тому самому напрямі, спричине
не дією тільки а2; єі - подовження, спричинене дією аз. 

Оскільки напрям аl для самого напруження аl є поздовжнім, а для 
напружень а2 та аз - поперечним, то, застосовуючи формули (6.49) та 
(6.50), знаходимо, що 

,аl " а2 .w аз 
ЄІ =-; ЄІ =-~- ; Є =-~-.1

Е Е Е 

Склавши ці величини, матимемо 

аl а2 аз 1 [ ( )]
ЄІ =--~--~-=- al-~ а2 +аз . 

Е Е Е Е 

Аналогічно дістанемо формули й для двох інших головних подовжень: 

ЄІ = ~[al -~(a2 +аз)]; 

Є2 = ~[a2 -~(аз +аl)]; 	 (6.51) 

єз = ~[аз -~(al +(2)]· 

Формули (6.51) виражають узагаЛЬ/lellИЙ заКОIl Гука для ізотротюг0 
тіла, тобто залежність між лінійними деформаціями та головними напру
женнями в загальному випадку тривісного напруженого стану. Зауважи
мо, що стискальні напруження підставляють у ці формули із знаком 
«мінус». З формули (6.51) легко дістати формули закону Гука для плоско
го напруженого стану. Наприклад, при а2 =О 

_ 1 ( ).
ЄІ - Е 	аl -~аз ' 

Є2 =-~(aI +аз); 	 (6.52) 

Є3 = ~(аз -~al)' 
Формули (6.51) справедливі не тільки для головних деформацій, а й 

для відносних деформацій по будь-яких трьох взаємно перпендикуляр
них напрямах, оскільки при малих деформаціях вплив зсуву на лінійні 
деформації є величиною другого порядку малості. Так, відносне подов
ження в напрямі дії аа та af3 (рис . 171 ,6) 

Єа = ~(aa -~a(3); 
(6.53) 

Ef3 = ~(af3-~aa)' 
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Об'ємна деформація. Установимо залежність відносної зміни об'єму 
10 v від головних напружень. До деформації елемент мав об'єм Vo =аЬс. У 
деформованому стані його об'єм 

V = ( а + !:J.a) (Ь + М) (с + !:J.c) =аЬс (1+ ,!:J.a / а) (І + !:J.b / Ь ) х 

х о +!:J.c/c) =Vo (1+10])(1 +102)(1 +Ез) =Vo (1 +10] +102 +ІОз + 

+10]102 +Е2Ез + ЕзЕ] +10]10210з), 

Ураховуючи малість відносних лінійних деформацій, останніми чотир
ма членами можна знехтувати. Тоді відносна зміна об'єму буде 

V -VoEV =---=10] +102 +Ез· 
Vo 

Виразивши головні подовження через головні напруження згідно з 
(6.51), дістанемо 

1-2).1 
EV =-т(а] +а2 +аз)· (6.54) 

Зокрема, при рівномірному всебічному стисканні, якщо а] = а2 =аз = - р, 

р 

EV =.- к' 
де 

к =-.Ё.. (6.55)3(1- 2).1)' 

Величина К називається модулем об 'СМної деформації. З формули (6.54) 
випливає, що при деформуванні тіла, матеріал якого має коефіцієнт Пуас
сона ).1 = 0,5 (наприклад, гума), об'єм тіла не змінюється. 

Приклад 18. Брус щільно, але без напруження встШlOвлений між двома нерухомими 

cmillKaMII і зазнає стискання рівllомірно розnоділеllи~і1 и по горизонтальних гранях сuла
.ми Р (рис. 172). Нехтуючи тертям .між брусом та стінками, З1іайде~\10 силу тиску 

його на cmillKlI та зміну його розмірів, якщо Е та ~l матеріалу бруса відомі. 
Унаслідок того, що при дії вертикального навантаження брус не може переміщати

ся в горизонтальному напрямі (перешкоджають нерухомі стінки), у цьому напрямі 

виникають напруження стискання. Введемо для напружень позначення згідно з рис. 172 
(це будуть головні напруження, оскільки на гранях бруса немає дотичних напружень). 

Тоді маємо: N Р 
а, =0; а2 =- bh; аз =- Ь( 

~p Через N позначено тиск стінок на брус. 
~ p Оскільки за умовою задачі розмір / не 

змінюється, Є2 = о. з другої формули 

8 
(6.51) маємо 

Є2 = і(а2 - ~.юз)=о, 
тобто 

а2 = ~ЮЗ =-~ 
ыl. 

Отже, 
Рис. 172 N =-bha _ ~/l2-/ . 

176 

Далі: 


b~ ~(I + ~)P

М=Є'Ь=-Е(а2+ аз)= Е/ ' 

М =єзh =11:( аз - ~(2) =- (1 - ~ 2 )f/i . 

Відносна зм іна об'єму, згідно з формулою (6.54), 

_ 1 -2~( _~ _~)_ -(]-2~)(!+~)
Ev - Е О ыl ыl - .. ~ Р, 

а зміна об'єму всього бруса 

Ph
tJ.V =Ev V =Ev bll1 =-(i-2~)(1 + ~)E' 

§ 47. Потенціальна енергія деформації 

потенціалыіюю енергією деформації називається енергія, що накопйчу
ється в тілі при його пружному деформуванні. Якщо під дією зовнішнього 
статичного навантаження тіло деформується, то точки прикладення 
зовнішніх сил переміщуються, і потенціальна енергія положення наванта
ження зменшується на величину, яка кількісно дорівнює роботі, здійсненій 
зовнішніми силами. Енергія, втрачена зовнішніми силами , не зникає, а 
перетворюється в основному на потенціальну енергію деформації тіла. 
Решта й (незначна частина) розсіюється здебільшого у вигляді теплоти за 
рахунок різноманітних процесів, які відбуваються в матеріалі при його 
деформуванні. 

Потенціальна енергія деформації И накопичується в оборотній 
формі - в процесі розвантаження тіла вона знову перетворюється на енер

гію зовнішніх сил або на кінетичну енергію. зна~енн~)потеНЦіальної енергії 
деформації, яка припадає на одиницю об'єму 1см'> тіла, називають пи
томою потенціальною енергією деформації і по начають и. В різних точ
ках тіла величина u може бути різною залежно від напруження в цій точці. 

Потенціальну енергію деформації можна легко визначити на підставі 
закону збереження енергії. Оскільки при статичному навантаженні кіне
тична енерГІЯ системи залишається незмінною, то приріст потенціальної 
енергії деформації И дорівнює зменшенню потенціальної енергії поло
ження зовнішніх сил ИП : 

И=Ип ' 

Зменшення потенціальної енергії зовнішніх сил чисельно дорівнює 
роботі А р, здійсненій ними при деформації: 

ИП = Ар. 

Отже, потенціальна енергія деформації чисельно дорівнює роботі 
зовнішніх сил , затраченій при пружноwу деформуванні тіла: 

И=Ар . (6.56) 
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При простому розтяганні або стисканні (рис. 173) на підставі формули 
(4.29) 	 р",,[ 

И=-. 
2 

Питома потенціальна енергія 

р",,[ СУІ:: 
и=--=-	 (6.57)2F! 2· 

Ураховуючи, що І:: = G / Е, матимемо 

су2 
и=-. 	 (6.58) 

2Е 

Визначимо тепер питому потенціальну енергію в загальному випадку 
об'ємного напруженого стану. Для цього виріжемо елемент у вигляді ку
бика з довжинами ребер, що дорівнюють одиниці (рис . 174), грані якого є 
головними площадками. На цих площадках діють головні напруження 
СУ] , СУ2 і G з · Оскільки площі граней дорівнюють одиниці, то зусилля, що 
діють на них, чисельно дорівнюють СУ], СУ2' Gз. Ці зусилля здійснюють 
роботу на тих переміщеннях, які дістають грані внаслідок деформації ку
бика. Ці переміщення в даному прикладі чисельно дорівнюють головним 

відносним подовженням 1::],1::2' І::з, оскільки ребра мають одиничну дов
жину. 

Отже, на підставі формули (6.57) матимемо 

СУ]І::І СУ21::2 Gзl::з 
и=--+--+--	 (6.59)

2 2 2 
Підставляючи в цю формулу вирази 1::1,1::2' І::з З формул (6.51), знайдемо 

u = 2~ [ Gf + CY~ + СУ5 - 2~ (СУ] СУ2 + G2Gз + GзG ] )J. (6.60) 

Питома потенціальна енергія формозміни. При деформуванні елемен
та (рис. 174) взагалі змінюються як його об'єм, так і форма (з кубика він 
перетворюється на паралелепіпед). Відповідно до цього можна вважати, 
що повна питома потенціальна енергія деформації 

U=UV+Uф., (6.61) 
~ 

де Uv - питома потенціальна енергія зміни 
об'єму, тобто енергія , накопичена за рахунок 
зміни об'єму; uф  питома потенціальна енер

5, 

гія формозміни, тобто енергія, яка накопи
чується внаслідок зміни форми елемента. 

-оо [І - -=І
ж ~II І .1

Рис. 173 Рис. 174 

Безпосередньо обчислити UФ важко, тому знайдемо спочатку енергію 
Uv · Це можна зробити, виходячи з припущення про те , що в різних еле
ментах при дії різних головних напружень значення Uv буде однакове, 
якщо елементи будуть однаково змінювати об'єми І:: V . 

Крім розглядуваного елемента (назвемо його А) введемо ще допоміж
ний елемент А'. Нехай А' - також одиничний кубик, однак по його гра
нях діють однакові головні напруження СУ; = СУ2 = Gз = СУ' . ДЛЯ цього еле
мента, згідно з формулами (6.54) , (6.61) та (6.60) , 

, 3(1-2~), , , , 3(1-2~)( ,)2

І:: V = Е G,аu=uv+uф= 2Е СУ . 


Проте очевидно, що елемент А' при деформуванні, спричиненому од
наковими по гранях напруженнями, змінюватиме тільки свій об 'єм, а його 
форма залишатиметься кубічною . Тому Uф =О і, отже, 

, _ 3(1-2~)(cy')2.
Uv - 2Е 

Виберемо величину СУ' такою, щоб І::;" = І:: V ' тобто щоб 

3(1-2~) СУ' = 1-}~(cy] +СУ2 +Gз). 
Звідси 


, G]+G2+ Gз 

G = 

3 

Оскільки в обох елементів зміни об'ємів однакові , на підставі прийня
того припущення можна стверджувати, що 

, 3(1-2~) (СУ] +СУ2 +Gз)2 
Uv = Uv = 2Е 9 

тобто 

1-2~( )2
uv=~ G]+G2+Gз . 	 (6.62) 

Тепер, згідно з формулою (6.61) , 

Uф =u-uv . 

Підставивши в цю формулу значення U та Uv з виразів (6.60) і (6 .62), 
після простих перетворень остаточно знайдемо: 

1+~( 2 2 2 	 )
Uф = 3Е СУ] + СУ2 + Gз - СУ]СУ2 - G2Gз - GзG ] = 

= 1;: [(СУ] -(2)2 +(а2 -<Jз)2 +(<Jз -су])2]. (6.63) 

Це і є вираз для питомої потенціальної енергії формозміни. 
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Розділ 7 КРИТЕРІЇ 

МІЦНОСТІ 


§ 48. Завдання теорій міцності 

Найважливішим завданням інженерного розрахунку є оцінка міцності 
елементів машин і споруд за відомим напруженим станом. Найпростіше 
ця задача розв'язується для простих видів деформації, зокрема для одно
вісних напружених станів, оскільки в цих випадках граничні (небезпечні) 
напруження можуть бути визначені безпосередньо експериментально. 

Як уже зазначалося, небезпечним вважають напруження, при якому 
починається руйнування (при крихкому стані матеріалу) або виникають 
залишкові деформації (у разі пластичного стану матеріалу). Так, випро
бування зразків матеріалу на одновісне розтягання або стискання дає змо
гу легко визначити небезпечні напруження: 

ан = ат або ан = ав · 

За небезпечним нап,Руженням визначають допустимі напруження 
[а+] при розтяганні або La_] при стисканні (див . § 34), забезпечуючи відо
мий коефіцієнт запасу проти настання граничного стану. Отже, умова 
міцності для одновісного напруженого стану (рис. 175, а) набирає вигляду 

а] ~[a+] або lазl~[аJ. 
Розглянемо тепер питання про міцність матеріалу при складних на

пружених станах, якщо в точках деталей два чи всі три головних напру
ження аІ' а2' аз не дорівнюють нулю (рис. 175, 6). 

У цих випадках, як свідчать досліди, для одного і того самого матеріалу 
небезпечний стан може настати при різних граничних значеннях головних 
напружень а]н, а2н' азн залежно від співвідношень їх. Тому експери
ментально визначити граничні значення головних напружень дуже важко 
не тільки внаслідок складності постановки випробувань зразків матеріалів 
в умовах складних напружених станів при різних співвідношеннях зна
чень головних напружень, а й у зв'язку з великим обсягом випробувань. 

Інший спосіб розв'язання цієї важливої задачі полягає у визначенні на 
підставі низки теоретичних і практичних досліджень критерію міцності 
(критерію граничного напружено-деформованого стану). Для цього вво
дять гіпотезу про переважний вплив на міцність матеріалу того чи іншо

~ 
t~ 

а б 

Рис. 175 Рис. 176 

го фактора: вважають, що порушення міцності матеріалу при будь-якому 
напруженому стані відбудеться тільки тоді, коли певний фактор досягне 
певного граничного значення. Граничне значення фактора, що визначає 
міцність, знаходять з випробувань на просте розтягання або стискання, а 
іноді - на кручення. Отже, введення критерію міцності дає змогу зіста
вити певний складний напружений стан із простим, наприклад одновісним, 
розтяганням (рис. 176) і знайти при цьому таке еквівалентне (розрахун
кове) напруження, яке в обох випадках дає однаковий коефіцієнт запасу. 

Під коефіцієнтом запасу в загальному випадку напруженого стану ро
зуміють число n, що показує, в скільки разів потрібно одночасно збільши
ти всі компоненти напруженого стану а], а2, аз' щоб він став граничним: 

а]н = па]; а2н = nа2 ; азн = nаз . 

Вибрану таким способом гіпотезу часто називають механічною тео
рісю міцності. 

Нижче розглянуто деякі з таких теорій. 

§ 49. Класичні критерії міцності (теорії міцності) 

Критерій найбільших нормальних напружень (перша (І) теорія міцності]. 
Згідно з цією теорією, переважний вплив на міцність має значення най
більшого нормального напруження. Припускають, що руйнування мате
ріалу в загальному випадку напруженого стану виникає тоді, коли най
більше нормальне напруження досягає небезпечного значення ан. Остан
нє визначають при простому розтяганні або стисканні зразків із даного 
матеРІалу. 

Умова порушення міцності при складному напруженому стані має 
вигляд: 

а] = а+н ; 

lазl=а-н · (7 .1) 

Умова міцності з коефіцієнтом запасу n 

а] ~ [а+] 
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або 
lазl:s;[а_], (7.2) 

де 

[а]=ан / n. 

Отже, критерій найбільших нормальних напружень з трьох головних 
напружень ураховує лише одне - найбільше, вважаючи, що два інших не 
впливають на міцність. 

Дослідна перевірка свідчить, що ця теорія міцності не відбиває умов 
виникнення пластичних деформацій і дає при деяких напружених станах 
задовільні результати лише для дуже крихких матеріалів (наприклад, для 
каменю, цегли, кераміки, інструментальної сталі). 

Критерій найбільших лінійних деформацій Ідруга (П) теорія міцності). 
Згідно з цією теорією, критерієм міцності вважають найбільшу за абсо
лютним значенням лінійну деформацію. Припускають, що руйнування 
матеріалу в загальному випадку напруженого стану виникає тоді, коли 
найбільше лінійне відносне подовження Етах досягає небезпечного зна
чення Е н . Останнє визначають при простому розтяганні або стисканні 
зразків із даного матеріалу. 

Отже, умова руйнування має вигляд 

(7.3)Етах =Е н , 

а умова міцності з коефіцієнтом запасу n 

(7.4)IEmaxl:S;[E]=EH/n. 

Використовуючи узагальнений закон Гука [формули (б.51)] , умову 
міцності (7.4) виразимо через напруження. Нехай найбільше відносне по
довження буде Е,. Тоді 

Етах =Е, = l[a,-~(a2 +аз)] · 
Якщо при простому розтяганні допустиме напруження дорівнює [а] , 

то для найбільшого відносного подовження таким чином допускаємо ве

личину 

[Е]= [а] / Е. 

Підставимо вирази для Ета: і [Е ] В умову міцності (7.4). Тоді 

~[a, -~(a2 +аз)]:S; [~], 
або 

(7.5)a,-~(a2 +аз):s;[а]. 

Як випливає з умови міцності (7.5), згідно з цією теорією, з допусти
мим напруженням слід порівнювати не одне з трьох головних напружень, 

а комбінацію їх. Еквівалентне напруження в цьому разі 

= а, - ~(a2 +аз)· (7.б)аекв 11 

Дослідна перевірка цієї теорії свідчить про узгодженість у деяких ви
падках результатів лише для крихкого стану матеріалу (наприклад, для 
легованих чавунів та високоміцних сталей після низького відпускання). 
Зазначимо також, що застосування другої теорії міцності у вигляді (7 .5) 
недопустимо для матеріалів, які не відповідають закону Гука або тих, що 
перебувають за границею пропорційності . 

Критерій найбільших дотичних напружень Ітретя (ІІІ) теорія міцності). 
Тут критерієм міцності вважають найбільше дотичне напруження . Згідно 
з цією теорією, припускають, що граничний стан у загальному випадку 
напруженого стану виникає тоді, коли найбільше дотичне напруження 

'тах досягає небезпечного значення 'н. Останнє визначають при досяг
ненні граничного стану у випадку простого розтягання зразків із даного 
матеріалу. 

Умова руйнування має вигляд 

(7.7)'тах = 'н' 
умова міцності 

'тах :S; [']='H /n. (7.8) 

Оскільки, згідно з виразом (6.46), 

1'тах =t(a, -аз), а 'н ="2 ан , 

то умови руйнування і міцності (7.7), (7.8) можна виразити через головні 
напруження так: 

а] - аз = ан; (7 .9) 

а,-аз ~ [а]. (7.10) 

Отже, еквівалентним напруженням за третьою теорією є різниця ал

гебраїчно найбільшого і найменшого головних напружень : 

аеквlll = а] -аз· (7 .11 ) 

Третя теорія міцності взагалі добре підтверджується дослідами для 
пластичних матеріалів, у яких допустимі напруження на розтяг і стиск 
однакові . Недоліком цієї теорії є те, що вона не враховує проміжного го
ловного напруження а2' яке, згідно з дослідами, справляє також деякий, 
хоч здебільшого і незначний, вплив на міцність матеріалу. 

Зазначимо, що критерій найбільших дотичних напружень зазвичай 
розглядають як умову початку утворення пластичних (залишкових) де
формацій. Останні є наслідком ковзання шарів атомів у кристалі по пев
них кристалографічних площинах. Це стає можливим тоді, коли на за
значених площинах ковзання дотичні напруження досягають деякого гра
ничного значення. 

Отже, як критерій, що визначає виникнення текучості матеріалу , мож
на взяти найбільше дотичне напруження. 
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Вважаючи граничним станом настання текучості, з виразу (7.9) маємо 

о"т· (7.12)0"[ - О"з = 

Ця умова достатньо задовільно описує початок появи пластичної де
формації при складному напруженому стані для багатьох металів і сплавів. 

Критерій питомої потенціальної енергії деформації формозміни [четверта 
(ІУ) теорія міцності). Як критерій міцності у цьому разі вибирають 
кількість питомої потенціальної енергії формозміни, накопиченої дефор
мованим елементом. Згідно з цією теорією, небезпечний стан (текучість) 
у загальному випадку напруженого стану виникає тоді, коли питома по
тенціальна енергія формозміни досягає свого граничного значення. Ос
таннє можна легко визначити при простому розтяганні в момент настан
ня текучості. 

Умова настання текучості 

u =и (7.13) 
Ф ф.т 

Умова міцності 

U ф ~[uфJ (7.14) 

Припускаючи, що закон Гука справедливий аж до настання гранич
ного стану, можна питому потенціальну енергію формозміни в загальному 
випадку напруженого стану записати, згідно з виразом (6.63), у вигляді 

uФ = 1+Il[20"[ 2 2 ( 0"[0"2 + 0"20"З + О"зО"[ . (7.15)ЗЕ + 0"2 + О"з - )] 
При простому розтяганні в момент текучості (О"[ = о" т; 0"2 = О"з = о) 

маємо 

uф т = 1+ Il 0"2 (7.16) 
. ЗЕ т 

Отже, умова (7.13) після підставляння виразів (7.15) і (7.16) перетво
рюється на таку: 

~O"f +O"~ +O"~ -(0"[0"2 +0"20"З +О"зО"[)=О"т, (7.17) 

або 

(7.18)~[(O"[ -0"2)2 +(0"2 -О"з / +(О"з -O".J] = 'tT · 

Умова міцності має вигляд 

J~[(О"[ -0"2)2 + (0"2 -О"з)2 + (О"з -О"[ )2J:=; :т =[0"]. (7.19) 

Отже, еквівалентне напруження за четвертою теорією 

О"екв ІУ =)~[(O"I -0"2)2 +(0"2 -О"з)2 + (О"з -0"1 /} (7.20) 

Зауважимо, що О"екв ІУ збігається з виразом (6.48) для інтенсивності 
напружень о" і . 

Досліди добре підтверджують четверту теорію для пластичних матері
алів, що однаково працюють на розтягання і стискання. Поява в матері
алі малих пластичних деформацій четвертою теорією визначається більш 
точно, ніж третьою. 

Слід зазначити, що вираз (7.20) з точністю до постійного множника 
збігається з виразом для дотичного напруження "окт на октаедричній 
площадці, рівнонахиленій до всіх трьох головних напружень (див. § 45). 
Тому розрахункові рівняння четвертої теорії міцності можна дістати, ви
ходячи з критерію сталості октаедричних дотичних напружень: 

'toкr ~ ["окт], 
тобто пластична деформація незалежно від виду напруженого стану ви
никає при певному значенНІ октаедричного дотичного напруження. 

Таке трактування звільняє розглядувану теорію міцності від обмежень, 
пов'язаних із межами дії закону Гука, і дає змогу встановити умови по
чатку не тільки пластичних деформацій, а й руйнування. 

КритеріЙ .Мора rpунтується на припущенні, що міцність матеріалів у за
гальному випадку напруженого стану залежить в основному від значення і 
знака найбільшого 0"[ та найменшого о"З головних напружень. Середнє за 
модулем головне напруження, як зазначалося вище, лише неістотно впли
ває на міцність. Досліди з мідними, нікелевими і чавунними трубками засвід
чили, що похибка, яка пов'язана з тим, що не враховується 0"2' не вища за 
12 ... 15 %. Виходячи з цього припущення, можна будь-який напружений стан 
зобразити одним кругом Мора, побудованим на напруженнях 0"1 і о"з. 

Якщо при даних о" І і о"з міцність матеріалу порушується, то круг, побу
дований на цих навантаженнях, називають гРШIUЧІIUМ. Змінюючи співвід. . . 
ношення МІЖ головними напруженнями, ДlcтaHeMo для даного матерІалу 

сім'ю граничних кругів (рис. 177). Досліди свідчать, що в міру переходу із 
ЗО1m розтягання в зону стискання опір руйнуванню збільшується. Цьому 
відповідає збільшення діаметрів граничних кругів у міру руху ліворуч. 

Обвідна ABCDE сім'ї граничних кругів обмежує зону міцності (рис. 177). 
Точка С відповідає всебічному рівномірному 
розтяганню. Оскільки і при рівномірному все- А '[ 
бічному стисканні матеріал здатний, не руйну
ючись, витримати дуже велию напруження, то 

обвідна ліворуч залиша.ється ~іезамкненою. ( (O~ ( ~(I»C
Якщо гранична оБВlДна BlДoMa, то обчис б 


лити міцність досить просто. За визначени


ми в небезпечній точці деталі значеннями го- [ 

ловних напружень 0"1 і О"З будують круг. Рис. 177 
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Міцність буде забезпечена, якщо він цілком ляже всередині обвідної. 
Збільшуватимемо пропорційно значення головних напружень доти, доки 
круг, що зображує даний напружений стан, не торкнеться граничних об
відних. Відношення радіусів побудованого таким чином граничного кру
га і початкового визначить коефіцієнт запасу. 

На практиці невелику ділянку обвідної будують на підставі двох дослі
дів - на розтягання і стискання відповідно до граничних напружень ав і 
а В.СТ' причому граничні криві заміняють прямими лініями, дотичними до 
кіл (рис. 178). Зменшуючи масштаб креслення в n разів (n - коефіцієнт 
запасу), дістанемо зону допустимого напруженого стану. 

На рис. 179 наведено таку зону для невеликої ділянки обвідної. 
Легко здобути умову міцності для проміжного напруженого стану 

(аl' аз), центр круга якого Оз розміщений між точками 01 і 02 (рис. 179). 
Проводимо прямі лінії 01 МІ ' 02М2 і ОзМз' сполучаючи центри і точки 
дотику кіл з обвідними лініями, а також пряму Оlа, паралельну МІМ2' 

З подібності трикутників дістанемо такі залежності: 

ОЗЬ = ОIОЗ або ОзМз -ОIМ[ = ОО[ -ООЗ 


02а 0[02 02М2 -О[МІ ОО[ +002 


Замінивши відрізки ліній значеннями відповідних напружень, матимемо 


а[ -аз -[а+] [а+]-(а[ +аз) 


[а_]-[а+] [а+]+[а_] 


Після перетворень, вводячи знак нерівності, дістанемо умову міцності: 

[а+] []аеквм =а[-[а_(3 ~ а+ . (7.21) 

При [а+] =[aJ обвідна на цій ділянці проходить паралельно осі абс
цис, і формула (7.21) збігається з формулою (7.10), яку складено за тре
тьою теорією міцності. 
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rрунтуючись цілком на дослідних даних, теорія Мора взагалі не по
требує додаткової експериментальної перевірки. Однак побудувати гра
ничні обвідні для КОЖІіОГО матеріалу можна внаслідок низки складних 
дослідів із плоскими і об'ємними напружениmи станами, що й обмежує ії 
засто~ування. Крім того, ця теорія, як і третя, не враховує вплив на міцність 
ПРОМІЖНОГО напруження а 2 . 

Що~о застосовності тієї чи іншої теорії міцності для практичних роз
рахунКІВ можна зазначити таке. 

Руйнування матеріалів відбувається шляхом відриву за рахунок роз
тягальних напружень або подовжень і шляхом зрізу під дією найбільших 
дотичних напружень. При цьому руйнування відривом може відбуватися 
з дуже малими залишковими деформаціями або зовсім без них (крихке 
руйнування). Руйнування шляхом зрізу відбувається лише після деякої 
залишкової деформації (в'язке руйнування). Отже, зрозуміло, що першу і 
другу теорії міцності, які відображають руйнування відривом, можна за
стосувати лише для матеріалів, що перебувають у крихкому стані. Третю 
і четверту теорії міцності, які добре відображають настання текучості та 
руйнування шляхом зрізу, слід застосовувати для матеріалів, що перебу
вають у пластичному стаю. 

Теорія міцності Мора дає змогу визначити опір руйнуванню матеріалів, 
які мають різний опір розтяганню та стисканню. При цьому вітка АВ 
(див. рис. 177) характеризує руйнування від зрізу, а вітка ВС - від відриву. 

Оскільки перша і друга теорії міцності мають істотні недоліки, то ос
таннім часом панує думка про недоцільність застосування Їх . Отже, для 
практичних розрахунків слід рекомендувати четверту (або третю) теорію 
міцності для матеріалів з однаковим опором розтяганню та стисканню і 
теорію Мора - для матеріалів, опір яких розтяганню і стисканню різний, 
тобто для крихких матеріалів (для них поки що застосовують і другу тео
рію міцності). 

Слід зазначити, що стан матеріалу (крихкий або пластичний) визна
чається не тільки його властивостями, а Й 'видом напруженого стану, тем
пературою і швидкістю навантажування. Як свідчать досліди, пластичні 
матеріали за певних умов навантажування і температури поводять себе .. . . 
як КРИХКІ, ТОДІ як КРИХКІ матеРІаЛИ в певних напружених станах можуть 

виявляти пластичні властивості. Так, при напружених станах, близьких 
до всебічного рівномірного розтягання, пластичні матеріали руйнують
ся, як крихкі. Такі напружені стани називають «жорсткими». Дуже «м'я
кими» Є напружені стани, близькі до всебічного стискання. В цих випад
ках крихкі матеріали можуть поводити себе, як пластичні . При всебічно
му рівномірному стисканні матеріали витримують, не руйнуючись, дуже 
великий тиск. 

Зазначимо, що розглянуті теорії міцності непридатні для розрахунку 
міцності у разі всебічного стискання (аl =а2 =аз = - р). Вплив виду на
пруженого стану можна наближено врахувати за допомогою діаграм ме
ханічного стану, які розглядаються нижче. 
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62 § 50. Поняття про нові теорії міцності 

Умови переходу матеріалу в граничний стан, а також умови міцності 
за різними теоріями були виражені через головні напруження аl' а2' аз, 
які є інваріантами напруженого стану. 

Для тривимірного простору, напрямлюючи осі координат по голов
них напрямах, зазначені умови можна подати у вигляді деяких гранич
них поверхонь 

(7.22)F(al' а2' аз)= о. 
Так, гранична поверхня, що відповідає умові появи пластичних дефор

мацій за теорією питомої потенціальної енергії формозміни [див. форму
лу (7.18)], має вигляд 

(а -а2 )2 +(а2 -аз )2 +(аз _а )2 -2а; =0. (7.23)l l 
Гранична поверхня (7.23) є круговим циліндром, вісь якого рівнона

хилена до координатних осей (рис. 180, а), радіусом г=~(2/3)aT' Для 
плоского напруженого стану, коли одне з головних напружень дорівнює 
нулю, умова (7.23) дає еліптичну граничну криву (рис. 180,6). 

Критерію найбільших дотичних напружень відповідає гранична по
верхня у вигляді правильної шестигранної призми, вписаної в циліндр 
(7.23). Критерію найбільших нормальних напружень відповідає куб із реб
ром, що дорівнює ан· 

Зазначимо, що всі точки, які лежать усередині зони, обмеженої гра
ничною поверхнею, відповідають напруженим етанам з коефіцієнтом за
пасу більшим за одиницю. Напружені стани, які зображені точками поза 
цієї зони, мають коефіцієнт запасу менший за одиницю. 

Недоліки розглянутих теорій, а також поява нових матеріалів були 
стимулами для розробки нових теорій міцності. Більшість з них фунту
ються на виборі такої форми граничної поверхні, яка дає змогу найповні
ше врахувати особливості опору даного класу матеріалів в умовах склад
'ЮГ0 напруженого стану. 

Розглянемо деякі нові теорії. 
Теорія Ягна. Ю. І. Ягн запропонував граничну поверхню (7.22) взяти 

у вигляді полінома другого степеня, симетричного відносно всіх трьох 
головних напружень: 

(а1 - а2? + (а2 - а3? + (аз - аІ )2 + а (а І + а2 + а3 )2 + 

(7.24)+Ь(аl +а2 +аз )=с, 

де сталі а, Ь і с для даного ізотропного матеріалу визначаються з дослідів 
на одновісне розтягання і стискання та чистий зсув. 

Визначивши допустимі напруження [а+], [aJ і [t] відповідно для 
розтягання, стискання і зсуву, знаходимо вирази для сталих: 

6[t]2- 2[а+][a J ; 

а = [а+][а_] 


а; 

Ь-
6[t]2([aJ-[а+])., c=6[t]2. 


- [а+][а_] 

б 

01Же, теорія Ю. І. Ягна дає змогу 
врахувати неоднаковий опір матері

а 

6, 

алу розтяганню і стисканню, а також 
опір матеріалу зсуву. При певних 
співвідношеннях між введеними ста- Рис. 180 
лими а, Ь і с з виразу (7.24) можна здобути низку енергетичних критеріїв 
міцності, у тому числі і критерій питомої потенціальної енергії формозміни. 

Теорія Писаренка і Лебедєва. Виходячи з того, що настання гранично
го стану обумовлене здатністю матеріалу чинити опір як дотичним, так і 
нормальним напруженням, автори запропонували шукати критерії 
міцності у вигляді інваріантних до напружених станів функцій дотичних 
напружень і максимального нормального напруження. Наприклад, один 
із таких запропонованих критеріїв має вигляд 

~ т2' (7.25)'СОКТ +тlаl 
Вираз для tокт дається формулою (6.47). Сталі тІ і т2 матеріалу мож

на виразити через граничні напруження а+н ' а-н при одновісному розтя
ганні та стисканні. Тоді умова (7.25) набирає вигляду 

3
~x! +(І-х)аl ~a+H' (7.26)

,,2 окт 
де 

а+н 
х=-· 

а_н 
Для матеріалів, що перебувають у пластичному стані, ан = а-н' Х =1 і 

формула (7.26) перетворюється на умову граничного стану за четвертою 
теорією міцності. Для ідеально крихкого матеріалу Х = о, і вираз (7.26) 
перетворюється на умову руйнування за першою теорією міцності . При 
О ~ Х ~ 1 (переважна більшість реальних матеріалів) гранична поверхня (7.26) 
є рівнонахиленою до головних осей фігурою, в яку вписано шестигранну 
піраміду, що відповідає спрощеній теорії міцності Мора [умова (7.21)]. 

Дослідна перевірка розглянутої теорії показала, що критерій (7.26) доб
ре узгоджується з результатами випробувань широкого класу конструкцій
них матеріалів. 

Діаграми механічного стану (критерій Я. Б. Фрідмана). Вплив типу 
напруженого стану на характер порушення міцності матеріалів можна 
наближено врахувати за допомогою діаграм механічного стану. Останні 
будують на підставі таких положень : 

1. Залежно від типу напруженого стану матеріали можуть руйнувати
ся від розтягальних напружень або подовжень шляхом відриву або від 
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7i~T...... 11 fT..... дот~чних напружень І?ЛЯХОМ зрі.зу . Від
~ } :;rX ПОВІДно ДО цього РОЗРІЗняють ДВі харак

теристики міцності - опір відриву Sвід ' 
який є нормальним напруженням на по

верхні руйнування в першому випадку, і 
опір зрізу '"С К' що є дотичним напружен

о ням у другому випадку. 

У""" 2. Обидві характеристики міцності 
Рис. 181 SВід і '"Ск не залежать від типу напруже

ного стану . 

3. Крива деформування матеріалу в координатах '"Стах - УтаХ також 
не залежить від напруженого стану. 

4. Порушення міцності шляхом відриву описується теорією найбіль
ших відносних подовжень: 

аекв 11 =аl - J.!( а2 +аз) =Sвід' (7 .27) 

а порушення міцності шляхом зрізу - теорією найбільших дотичних 
напружень: 

а1 - аз (7.28)'"Стах = 2 ='"Ск, 

Діаграма механічного стану складається з двох діаграм (рис. 181)
власне діаграми механічного стану (ліворуч) і кривої деформування в 
координатах '"Стах - у тах' При побудові діаграми по осі ординат відкла
дають найбільше дотичне напруження '"Стах' а по осі абсцис - найбіль
ше еквівалентне розтягальне напруження за другою теорією міцності 
аеквп . На діаграму наносять граничні лінії, що відповідають границі те
кучості '"Ст при зсуві, опору зрізу '"С к і опору відриву sвід' Відхилення лінії 
опору відриву праворуч вище за границю текучості (рис. 181) відповідає 
зростанню опору відриву з появою залишкових деформацій. 

Для характеристики типу напруженого стану вводять коефіцієнт «м'я
кості», який становить відношення найбільшого дотичного напруження 
в точці до найбільшого еквівалентного розтягального напруження: 

'"С 
a=~. (7.29) 

аекв Il 

Отже, різні напружені стани зі збільшенням навантаження зображу
ються на діаграмі променями, тангенси кутів яких дорівнюють відповід
ному значенню а. Наприклад, при всебічному розтяганні (аl = а2 =аз) 
'"[тах =О , а =О і промінь збігається з віссю абсцис; при простому розтя

ганні (аl =а; а2 =аз = о) 
'"Стах =а/2; = а і а =1/2;аекв II 

при простому стисканні (аl = а2 = О; аз = -а) 
'"[тах =а /2; аекв п =J.!a; а =1/(2J.!). 

Вибравши J.! =0,25, знаходимо, що а =2. 

Розглядаючи промені, що від
повідають різним типам напруже
ного стану матеріалу, можна набли
жено визначити вид руйнування і 
вибрати придатну теорію міцності. 
Наприклад, промінь 1 на діаграмі 
перетинає передусім лінію опору 
відриву. Отже, матеріал зруйнуєть
ся шляхом відриву без попередньої 

Рис. 182 Рис. 183 
пластичної деформації. Промінь 
2 перетинає спочатку лінію текучості, а потім лінію опору відриву. Отже, 
при такому напруженому стані руйнування відбудеться шляхом відриву, 
але з попередньою пластичною деформацією. Для напруженого стану, що 
відповідає променю 3, після пластичноїдеформації руйнування відбудеться 
шляхом зрізу. 

Тоді, коли промені, що зображують той чи інший складний напруже
ний стан, перетинають передусім лінію опору відриву, розрахунок міцності 
слід виконувати за теорією Мора, другою або першою теоріями міцності. 
Якщо спочатку промені перетинають лінію границі текучості, то розраху
нок міцності треба робити за четвертою або третьою теорією міцності. 

Отже, діаграми механічного стану з певним наближенням відобража
ють залежність форми руйнування від типу напруженого стану. Набли
женість побудови полягає в тому, що границя текучості й опір руйнуван
ню непостійні . Промені, які зображають напружений стан, є прямими лише 
до досягнення границі текучості . 

Приклад 19. На граllЯХ елємеllта (рис. 182), виріза1l0го із цuліllдриЧ1/0Ї стіllки ре
зервуара, діють nаnружеllНЯ 0'1 = 150 МПа, 0'2 = 75 МПа, О'з = О. Резервуар виготовлено 
з маловуглецевої сталі марки Ст3. Допустиме напруження на розтяг [0'+] = 160 МПа. 
Перевіримо міЦllість стінки. 

Оскільки матеріал перебуває в пластичному стані, то обчислювати слід за ІУ або 
ІІІ теорією міцності. 

Умова міцності за ІУ теорією при О'з = О має вигляд 

аеквlУ =Jaf+a~-a1a2 :5[0']. (7.30) 

Підставляючи у вираз (7.30) значення 0'1 і О'з, знаходимо 

аекв ІУ = ~1502 +752 -150 · 75 МПа = 129,9 МПа < 160 МПа. 

Виходячи з ІІІ теорії міцності, маємо 

аекв ш = 0'1 -аз:5 [а], 
або 

аекв ІІІ =150-0 < 160. 

Отже, міцність стінки забезпечено. 
Приклад 20. У1/ебезnеЧ1/ій точці чавУlllюїдеmaлі 1/а граf/ЯХ виділЄ1/0го елеме1/та (рис. 183) 

f/аnружеlll/Я аа. = 5 МПа; afj = -25 МПа; "а. = -'t~ = 26 МПа. Перевіримо міцність, якщо 
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дОnУСnlllме lІаnРУ:J/се/шя на розтяг [0"+] = 35 МПа, а допустиJllе lІаnружеllНЯ на стиск 
[0"_] = 120 МПа. 

Визначимо головні напруження (див. § 44): 

0"1 = НО"а +0"[3 + ~(O"a - O"~ +4-t~) ] = н-20+ Jз02 
+4· 262 Jмпа = 20 МПа; 

О"з = НО"а + 0"[3 -J( О"а -0"(3)2 +4,~ ] = н-20- Jз02 
+4·262 Jмпа = -40 МПа. 

Оскільки опори чавуну розтяганню і стисканню відрізняються, то перевірку 
міцності виконаємо за теорією Мора. Цей напружений стан зображується на граничній 
діаграмі (див. рис. 179) між простим розтягаиням і простим стисканням. Отже, для 
розрахунку міцності можна використати формулу (7.21) 

О"еквМ =О"I-[::]О"З ~ [O"+ ] . 
Маємо 

35
О"еквМ =20+ 120 40=31,7МПа<35МПа. 

Розрахунок за теорією найбільших відносних поДовжень, враховуючи, що 

0"2 =О,дає: 
О"еквlІ =O" I - fЮЗ ~ [O"]. 

Для )l = 0,25 
О"скв 11 = 20+ 0,25·40 = 30 МПа < 35 МПа. 

ПрlІклад 21. На граllЯХ елеЛlеmnа (рис. 184), виділеного в небезпеЧllій точці стриж
ІІЯ, який зазнав зги/юш/я, lІаnРУ:JІСення 

О"а = 0"; 0"[3 = О; 'а = ,; '[3 = -То 

Визначимо еквівалентні (розрахункові) напружеш/я за чотирма теоріями _\lіцності. 
Обчислюємо головні напруження в небезпе<ІНій точці за формулами (6.21): 

0"1=HO"+J0"2+ 4,2} О"з=НО"-J0"2+ 4,2} 
Тоді еквівалентні напруження й умови міцності набирають такого вигляду: 

а) за І теорією 

О"скв 1=0"1 =1(0"+ J0"2 +4,2) ~ [O"] ; (7.31) 

б) за ІІ теорією 
1-)l I +)l ( 2 2 

O"ekbll=O"I-)l (0"2+О"З ) = -2-0" +-2-"0" +4, ~[O"], (7.32) 

або, взявши )l = 0,3, знаходимо 
О"еквll = 0,350"+ О, 65J0"2 +4,2 ~ [O"] ; (7.33) 

'( в) за ІІІ теорією 

О"екв llJ =0"1 - О"з = J0"2 +4,2 ~ [O"] ; (7.34) 

г) за ІУ теорією 

О"скв ІУ =JИ(0"1-0"2)2 +(0"2 -О"з)2 +(О"з -0"1)2] =J0"2 +з,2 ~[O"] . 
РIIС.I84 (7.35) 

Розділ 8 ЗСУВ 

§ 51. ЗСУВ. Розрахунок на зріз 

Деформація зсуву відбувається тоді, коли з шести компонент головно
го вектора сили та головного вектора моменту ВНУТрІШНІХ зусиль не дорів
нюють нулю тільки поперечні сили Qy або Qz. З достатнім ступенем 
наближення деформацією зсуву (зрізу) практично можна вважати випа
док, коли на розглядуваний стрижень з протилежних боків на вельми 
близькій відстані одна від одної діють дві однакові сили, перпендикулярні 
до осі стрижня й напрямлені в протилежні боки. Прикладом такого наван
таження може бути розрізання ножицями прутів, штаби і т. ін. (рис. 185). 
Зазначимо, що на практиці зсув у чистому вигляді спостерігати досить 
важко, оскільки деформація зсуву супроводжується іншими видами де
формацій і найчастіше - згинанням. 

Формули для напружень при розрахунку на зріз стрижневих елементів 
конструкцій можна дістати, виходячи, наприклад, з випадку навантажен
ня, наведеного на рис. 185. Використовуючи метод перерізів, знаходимо, 
що на відрізку Ьс поперечна сила 

Qy=P. (8.1) 

Опускаючи надалі індекс при Q, установимо зв'язок між поперечною 
силою й напруженням, яке діє в даному перерізі. З формули (3.30) 

f 1:dF= Q. (8.2) 
F 

Вважаючи, що дотичні напруження 1: рівномірно розподілені по площі 
поперечного перерізу F (рис. 186), на підставі формул (8.1) та (8.2) мати

ь с Ь сІ 

---t+-- ~ф І ір{Л \ 
р 

ad ~ ~ 
р 

РИС. 185 РИС. 186 
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_ __ 
мемо Q = Р = "CF, звідки 

"C=P / F. (8.3) 

Припущення про рівномірний розподіл дотичних напружень по пере
різу, як буде показано далі, досить умовне. Проте це припущення в бага
тьох випадках справедливе, тому в інженерній практиці його широко ви
користовують при розрахунку болтових, заклепочних та зварних з'єднань, 
шпонок та інших деталей. 

§ 52. Чистий зсув 

При розрахунках деяких елементів конструкцій трапляються випадки 
плоского напруженого стану, коли на чотирьох гранях прямокутного еле

мента діють тільки дотичні напруження (рис. 187, а). Такий напружений 
стан називається чистим зсувом. 

Знайдемо головні напруження та їхні напрями при такому напруженому 
стані. для цього скористаємося побудовою круга напружень (рис. 187,6). 
Оскільки в цьому разі аа = a~ = О; "Са = -"С; "C~ = "С, то, побудувавши круг 
напружень, знаходимо 

а) =-аз ="С, (8.4) 

а головні площадки нахилені до граней елемента на кут 450. 
Третя головна площадка збігається з ненавантаженою фасадною гран

ню елемента, отже, 

а2 = О. (8.5) 

Розглянемо деформацію елемента abcd (рис. 187, а). Оскільки по гра
нях елемента немає нормальних напружень, то вздовж граней немає і 
лінійних подовжень. Водночас діагональ ас, яка збігається з напрямом 
а) , подовжується, а діагональ bd, що збігається з напрямом стискально
го напруження аз, укорочується. Внаслідок цього квадрат abcd пере
творюється на ромб а'Ь'с'd'. 

Отже, деформація чистого зсуву характеризується зміною початкових 
прямих кутів . Заради більшої наочності можна закріпити одну з граней 

елемента (рис. 188). Малий круг 
'( у, на який змінюється початко

ь ...!! с' 
Dfl вий прямий кут, називається 

кутом зсуву або відносним зсу

~1:t'5;- /сУ 
'(1 (j, ,'Нт« 

'6. :1! 'о ' _:Jd, ____ d 

7J 

вом. З рис. 188 випливає, що 

y=LВAB). 

Абсолютне зміщення грані 
позначають I:!.s і називають 

о' 't:. 5 м!п« б, абсолютним зсувом , 

а 
J 

б 
З трикутника ВАВ) маємо 

Рис. 187 tg у =у, 
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Рис. 188 Рис. 189 Рис. 190 

Ураховуючи малість кута у, можна вважати, що 

tg у = I:!.s / а,
тоді 

y=l:!.s / a. (8.6) 

Закон Гука при чистому зсуві. Залежність між навантаженням та де
формацією при зсуві можна простежити за так званою діаграмою зсуву 
(рис. 189). Для пластичних матеріалів вона схожа на діаграму розтяган
ня. На діаграмі рис. 189 показано характеристики міцності: границю про
порційності "Спц' границю текучості "Ст та границю міцності "Св' 

Експериментально діаграму зсуву можна зняти при скручуванні тон
костінної труби (рис. 190). Дійсно, уявно виділений елемент стінки труби 
(комірка ортогональної сітки, яку попередньо нанесено на поверхню тру
би) перебуває в умовах чистого зсуву, що характеризується напруженим 
станом, аналогічним наведеному .на рис. 188. Розгл~а,?чи деформацію 
цього елемента в межах ПРУЖНОСТІ, визначимо, щО МІЖ ВІДносним зсувом 

та дотичним напруженням, що діють по гранях елемента, згідно з діагра
мою зсуву (див. рис. 189), існує лінійна залежність, яку можна виразити 
формулою 

y="C/G, або "С=Оу, (8.7) 

де G - коефіцієнт пропорційності, який називається модулем пружності 
при зсуві або модулем пружності другогороду і виражається в мегапаскалях 
(або паскалях). Значення модуля G для деяких матеріалів наведено в дод. 9. 

Для ізотропних матеріалів між модулем пружності G при зсуві та моду
лем пружності Е при розтяганні існує певна залежність . Для визначення П 
розглянемо деформацію елемента в умовах чистого зсуву (див . рис. 188). 
Знайдемо спочатку подовження М діагоналі АС завдовжки Z= aJ2. 

Розглядаючи геометричну картину деформації, матимемо 

м = С)С2 = СС) cos (n/4-у/2) "" СС) cos45° = I:!.s / J2. 

Тоді відносне подовження діагоналі 

м I:!.s ll:!.s tg У У 
Є=-- =--=-""

Z - ..fia..fi 2 а 2 2 . 
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За законом Гука для чистого зсуву у = , / G, тому 

t=,/(2G) . (8.8) 

Тепер скористаємось узагальненим законом Гука [див. формули (б.51)]. 
Оскільки головне напруження СУІ діє в напрямі діагоналі АС, то відносне 
подовження є діагоналі це не що інше, як головне подовження єІ при 
плоскому напруженому стані, що представлений чистим зсувом. Урахо
вуючи залежність (8.4), з першої формули (б.52) знаходимо 

1+~ )є= єІ = Т'. (8.9 

Зіставляючи праві частини формул (8.8) та (8.9), дістаємо шукану за
лежНlСТЬ 

G=-Е (8.10)
2(1+~)· 

Якщо ~ =1/3... 1/4, то G =(0,375 ...0,4)Е. 
Запишемо вираз для зміщення однієї грані відносно іншої (тобто абсо

лютного зсуву дs) при чистому зсуві. Позначаючи площу грані F, рівно
дійну зсувальної сили Q = F, та відстань між гранями, які зсуваються, 
через а (див. рис. 188), матимемо 

, Qa 
дs = уа = G а = GF' 

тобто 

дs= Qa (8.11)
GF· 

Формула (8.11) виражає закон Гука для абсолютного зсуву. Повна 
потенціальна енергія деформації елемента при чистому зсуві 

И= дsQ = Q2a 
2 2GF' 

а питома потенціальна енергія деформації при зсуві 

U Q2a Q 
u - - - ---''''''--

- V - 2GF·aF 2F2G' 
або 

,2 
и=- (8.12)

2G· 
Перевірка міцності й допустимих напружень при чистому зсуві. Пере

віримо міцність елемента, що зазнає деформації чистого зсуву (див. 
рис. 187, а). Дотичні напруження на гранях елемента доеівнюють " до
пустиме напруження для матеріалу при розтяганні - [crJ. 

Як уже зазначалося, головні напруження при чистому зсуві 

СУІ = ,; СУ2 = О; crз = -,о 

Умови міцності залежатимуть від вибору теорії (критерію) міцності . 
I.За 11 теорією міцності 

СУІ - ~crз :$ [СУ]. (8.13) 

Підставляючи значення головних напружень, знаходимо 

,:$ [СУ] . (8.14) 
1+~ 


Права частина формули (8.14) є допустимим напруженням при чистому 


зсуВІ: 

[,]= [СУ] . (8.15)
1+~ 

Для металів ~ = 0,25 ...0,42. Отже, за 11 теорією міцності 

[ , ] =(0,7 ... О, 8) [ cr]. (8.1б) 

2. За ІІІ теорією міцності 

crJ-crз :$ [су], 
або 

, - ( -,) :$ [ cr] , 
звідки 

,:$ [СУ]/2 = [,], (8.17) 
тобто 

[,] = 0,5[СУ]. (8.18) 

3. За ІУ теорією міцності 

~rcr-~-+-cr-j---cr-Jcr-з :$ [ СУ]. 

Підставляючи у формулу (8.18) головні напруження, матимемо 

, :$ [СУ]/ Гз. (8.19) 

Отже, 

[,] = [СУ] / J3 "" О, б [СУ]. (8.20) 

Добуті значення допустимих напружень застосовують також і при роз
рахунках на міцність деталей, які зазнають деформації зрізу (болти, за
клепки, шпонки тощо). Зазначимо, що для пластичних матеріалів найбіль
ше підходить формула (8.20), яка випливає з енергетичної теорії формо
зміни. При використанні цієї формули для допустимих напружень на роз
тяг слід вибирати відповідні значення. Наприклад, для сталі марки Ст3 
допустиме напруження на розтяг та стиск при статичному навантаженні 

[СУ] = lБО МПа. Тоді, згідно з формулою (8.20), 

[,] = О,б·lбО = 9б МПа"" 100 МПа. 
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Рис. 191 

Умова міцності на зсув (зріз) може бути записана у звичайному ви
гляді: 

= Qmax / F ~ ['t]. (8.21)'tmax 

Взагалі слід мати на увазі, що значення допустимих напружень на зріз 
['t] залежать від властивостей матеріалу, характеру навантаження та типу 
елементів конструкції. Підстави для вибору допустимих напружень на зсув 
't наведено вище, а конкретні їхні значення для деяких матеріалів стосов
но заклепочних та зварних з'єднань містяться в дод. 11. 

Застосування наведеної теорії зсуву проілюструємо на прикладі роз
рахунку болтового з'єднання (рис. 191). 

Сили Р намагаються зсунути листи один відносно одного. Цьому пе
решкоджає болт, на який з боку кожного листа передаються розподілені 
по контактній поверхні сили (рис. 191, а та 6). Рівнодійні останніх, що 
дорівнюють Р, напрямлені протилежно (рис. 191, а). Зусилля намагаються 
зрізати болт по площині поділу листів m - n, оскільки в цьому перерізі діє 
найбільша поперечна сила Q = Р (рис. 191, в). Вважаючи, що дотичні на
пруження розподілені по перерізу болта рівномірно, матимемо 

Q Р't=-=---. 
F тtd 2 /4 

Отже, умова міцності болта на зріз набирає вигляду 

4Р't =-< ['t]. (8.22)
тах тtd 2 

Звідси можна знайти діаметр болта, який забезпечує міцність болтового 
з'єднання: 

d~J4P
n['t] . 

Слід зауважити, що сили Р, прикладені до болта, намагаються також 
зігнути його. Проте згинальний момент невеликий, і спричиненими ним 

нормальними напруженнями 

можна знехтувати, тим більше 
що при збільшенні зовнішніх 
сил Р руйнування з'єднання від
будеться від зрізу болта. ~ (~При розрахунку болтових, 

заклепочних та інших подібних 


з'єднань слід ураховувати те, 
 ~' 

q, 
Q 

J 

" 

.9..-!IL=t:rКIStщо навантаження, прикладені dF -df, 
до елементів з'єднань, крім зрізу Рис. 192 

спричинюють зминання по


верхні болта в місті його контакту з листом. Під зминанням розуміють 
пластичну деформацію, яка виникає на поверхнях контакту. 

Розрахунок на зминання також виконують наближено, оскільки за
кон розподілу тиску по поверхні контакту точно не відомий. Як правило, 
вибирають криволінійний закон розподілу навантажень (рис. 192), вва
жаючи, що тиск q по діаметру d змінюється пропорційно зміні проекції 
площадки dF циліндричної поверхні на діаметральну площину: 

q dF 
-=
ql dF1 

Тоді максимальне напруження зминання на циліндричних поверхнях 

азм = РІ Fзм , 

де Fзм - площа проекції поверхні контакту на діаметральну площину 
листа завтовшки 8 (рис. 191, г): 

Fзм =d8. (8.23) 
Умова міцності на зминання має вигляд 

азм = :о ~ [азмJ· (8.24) 

Допустиме напруження на зминання визначають дослідженнями і ви
бирають його таким, що дорівнює азм = {2.. .2,5)[a-J. 

На підставі залежності (8.24) маємо 
Р

d>-
- 8[азм ]· 

Для забезпечення умов міцності на зріз та зминання потрібно з двох 
знайдених діаметрів взяти більший, округливши його до стандартного 
значення. 

Ураховуючи, що отвори для болтів чи заклепок ослаблюють листи, 
останні перевіряють на розрив у найбільш ослаблених перерізах. Якщо 
болт один (див. рис. 191), умова міцності матиме вигляд 

а= F~ = 5:.(/ ...1\ ~[a+]. (8.25) 
IП1П 
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Рис. 193 Рис. 194 

Приклад 22. Вuзначимо кількість заклепок діаметром d = 23 мм для закріnле1lНЯ 
розкосу ферлш, який складається з двох IІЄрів"обоких кут1lиків 90 х5б х8, до фаСОlil/Ого 
листа (коси/lки) завтовшки Б = 1,2 см (рис. 193). Розтягаль"е зусилля в розкосі 
N = ЗАО кН, матеріал - Ст3, отвори для заклепок nродавле//о. 

Припускаючи, що зусилля між заклепками розподіляються рівномірно, і зважаю
чи на те, що вони зазнають подвійного зрізу (одночасно по двох перерізах), кількість 
заклепок z знайдемо з умови міцності на зріз 

N1: = --2 :~:ф] 

2z 1td 
4 

або з умови міцності на зминання 

_ N < [ ]
азм - z&1 - азм . 

Ураховуючи, що для сталі можна взяти [1:] = 100 МПа і [азм] = 280 МПа, знайдемо : 
а) з розрахунку на зріз 

300 ·10-3 
z? -1:!... 

пd2 /,14(2,3 '10-2)2 =3,6;
24[1:] 

4 100 

б) з розрахунку на зминання 

z>_N_ 0-3 
300 ·1 =3,9. 

- &1 [азм] 1,2'2,3-104 · 280 

Вибираємо кількість заклепок z = 4. 
У розрахунку на зминання взято товщину фасонного листа Б = 1,2 см, оскільки 

сумарна товщина полиць двох кутників 2Б = 1,6 см, а отже, напруження зминання в 
заклепках у місцях контакту з кутниками буде меншим, ніж у місцях контакту з ко
синкою (вважається, що матеріал заклепок м'якіший, ніж матеріал з'єднуваних еле

ментів). 
Приклад 23. Вал передає крут"ий момент Мкр =27 кН, м за допомогою шліцьового 

з'єд1lа/lНЯ (рис. 194). Діаметр вала D =80 МЛі, в1lутріШ1lій діаметр d =б8 мм, висота 
шліца h =б ММ, шири1lа шліца Ь =12 мм, довжи1lа з 'сдНalШЯ / =1ОО мм. Кількість шліців 
z = б. Визначимо наnруже/ll/Я зрізу та ЗМU1ta//f/Я шліца. 

Вважаючи, що всі шліци навантажені однаково, знайдемо зусилля, яке припадає 

на один шліц: 

м 
27·2 кН= 132,35 кН.fl =---22.

d 6,8 '10-2 ·6 
"2 z 

Напруження зрізу 

1:=~ 132,35 · 10 
-3 
МПа = 11 О, 25 МПа. 

ЬІ 12 ·10-3 ·0,1 

Напруження зминання 

fl 132,35'10-3 МПа = 220,5 МПа. 
азм = /h 0,1 ·6·10-3 

На зріз прийнято (також умовно) розраховувати і деякі зварні з'єднан
ня. Виготовляючи металеві конструкції, як відомо, часто застосовують 
зварювання електричною дугою. Якщо конструкцію з'єднання, матеріа
ли та технологію зварювання вибрано правильно, то зварне з'єднання за 
надійністю не поступається заклепочному при дії як статичних, так і ди
намічних навантажень. Крім того, з'єднання елементів конструкцій за до
помогою зварювання має багато переваг, основна з яких - економічність. 

Найпоширенішими є стикові з'єднання та за допомогою кутових, або 
валикових, швів. Стикові з'єднання застосовують, якщо листи розміщені 
в одній площині. Якщо листи завтовшки 8 :s; 8 мм, їхні кромки не обробля
ють (рис. 195, а); при 8 =8 ... 20 мм кромки скошують і заварюють листи з 
одного боку (V-подібний шов, рис. 195,6); при 8 ~ 20 мм кромки скошують 
З двох боків (Х-подібний шов, рис. 195, в). Розрахункову товщину шва ви
бирають такою, що дорівнює товщині листа 8, напливи не враховують. 

З'єднання за допомогою кутових швів роблять, коли з'єднувані листи 
паралельні або перпендикулярні. До них належать з'єднання внапусток і 
таврові. Якщо напрям кутового шва перпендикулярний до напряму дії 
зусилля, то шов називається лобовим (торцевим). Шви, паралельні зусил
лям, мають назву флангових (бокових). Застосовують також скісні шви 
(рис. 196), напрямлені під кутом до напряму дії зусилля. На рис. 197 зобра
жено з'єднання листів внапусток лобовими швами, на рис. 198 - з'єднання 
з накладками, які привареН0 фланговими швами, а на рис. 199 - таврове 
з'єднання. 

~~~ 
а б .. в ~<'V ~ 

Рис. 195 Рис. 196 

~ 
! і! 1-11 ~ 
Рис. 197 Рис. 199 
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Якщо не враховувати напливи, то в розрізі кутовий шов має форму 
рівнобедреного прямокутного трикутника (рис. 200, а). Руйнування шва 
відбуватиметься по його мінімальному перерізу ABCD (рис. 200, б) зав
вишки 

а =о cos 450 '" 0,70. 

Розрахункова площа перерізу шва 

F =al=0,78l,e 
де І - розрахункова довжина шва. 

Зварні з'єднання, як і заклепочні, умовно розраховують у припущенні 
рівномірності розподілу напружень по перерізу шва. В табл. 11 наведено 
деякі значення допустимих напружень для зварних з'єднань. Дані цієї таб
лиці можна використовувати тільки для конструкцій, виготовлених із сталі 
маркиСтЗ. 

Незважаючи на розрахунки усіх видів зварних швів, розглянемо на 
прикладах розрахунок тільки лобових та флангових швів, тобто таких, 
які в основному мають протидіяти дотичним напруженням. 

Враховуючи, що опір сталі зрізу менший, ніж розтяганню, складовою 
нормального напруження в лобовому шві нехтуємо і розраховуємо його 
умовно на зріз, припускаючи, що дотичні напруження рівномірно розподі

, - Таблиця 11 
.~ 

Допустиме напруження, МПа 
Позначення

Внд 
Автоматичне зварюваннядопустимого 

Ручне зварюваннянапруження 
та ручне зварюваннянапруження 

електродами 
електродами з товстою 

з тонкою обмазкою обмазкою 

Розтяг 100 130[ае] 
.~Стиск 110 145[ае] 

Зріз 80[Т.,] 110 

При м і т к а. Індекс «е» означає, що вироби зварюються електричною дугою. 

р .q~ 

----~г-----~ 

~ J 

А-А 

",. / .~ 
~.s0 

D \ .c::;j /" P~I 
Рис. 202 Рис. 203 

лені по площі перерізу АА)В)В (рис. 201). При цьому для з'єднання вна
пусток у розрахунок вводимо обидва шви - верхній і нижній. Тоді, при
пустивши, що обидва шви працюють в однакових умовах, маючи загаль
ну площу небезпечного перерізу 

F =2аіт =1, 48іт ,e 

де lт - розрахункова довжина торцевого шва, умову міцності шва запи
шемо в такому вигляді: 

't=L =-Р- ~['te]. (8.26)
F 1,48Ітe 

Оскільки на початку та в кінці шва внаслідок непровару його якість 
погіршується, дійсну його довжину збільшуємо порівняно з розрахунко
вою на 10 мм, тобто 1= lт + 10, де 1- дійсна довжина шва (на рис. 201 
1= Ь). 

Зазначимо, що внаслідок невеликої деформативності матеріалу шва в 
напрямі дії сили лобові шви жорсткі, тому вони руйнуються при дуже 
малих залишкових деформаціях і погано протидіють повторно-змінним 
та ударним навантаженням. 

Більш поширені на практиці флангові шви. Вони належать до в'язких, 
оскільки руйнуються лише після великих залишкових деформацій. Флан
гові шви завжди ставлять парами; ці шви працюють на зріз у бісекторних 
перерізах (рис. 202). Площа зрізу кожного шва 

аLф =0,78(І-10). 
Умова міцності на зріз набирає вигляду 

- р <[] (8.27)'t- 1,48(l-10) - 'te . 

Приклад 24. Визначимо nотрібllі розміри флангових швів, ЩО з 'сднують штаби 
(рис. 202) . РозтягалЬІІа сила Р = 140 кН, а доnусти.ме напруження на зріз для металу 
шва [Т.,] = 110 МПа; () = 1 см; ()} = 0,8 см; Ь = 10 см; Ь} = 12,5 см. 
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З умови міцності (8.27) визначаємо потрібну довжину шва: 


Р (140 .10-3 )
1=--[-]+о,Оlм= 2 +0,01 м=IО,lсм. 
1,48 'е 1,4·1 ·10- ·110 

Приклад 25. ЗнайдеЛl0 потрібні довжини І, та 12 флангових швів (рис. 20З) , які з'єдну
ють рівнобокий кутник М 5 з КОСUlІКОЮ, при дії навантаження Р = 60 кН. Вибираємо 
['е] = 90 МПа. 

Умова міцності на зріз двох швів має вигляд 

't-- Р <[]_ "Се ' (8 .28)
(!, +/2)8cos45° 

де 8 -товщина полиці кутника. 
Загальна довжина швів при 8 =5 мм 

Р 60·10-3 
І, + 12 ;?: ----- 3 м=19см . 

о cos45° [Те] 5·10- ·0,7·90 

Щоб забезпечити однакові умови роботи обох швів, треба співвідношення для 

швів вибрати зворотним співвідношенню відстаней h, та /12' що визначають положення 

центра ваги кутника , через який проходить сила Р, тобто ІР2 =h2/h,. При h, =3,6 см 
Tah2 = 1,4см 

1,112 = 1,4/ 3,6 '" 0,4; 12 = 19/1,4 '" 13,5 см; І, = 19-13,5 = 5,5 см. 

На завершення розглянемо приклад розрахунку врубки, яку використо
вують для з'єднання дерев'яних елементів конструкцій. Деревина - ма
теріал анізотропний, тобто її механічні характеристики залежать від на
пряму силових дій відносно орієнтації поздовжніх волокон (границя 
міцності для сосни вздовж волокон 40, впоперек - 5 МПа, для дуба відпо
відно 50 та 15 МПа). Внаслідок цього допустимі напруження для різних 
напрямів дії сили доводиться вибирати різними (табл. 12). 

Приклад 26. Розрахуємо з 'єднання кроквЯ/JОЇноги з кроквяною затяжкою (рис. 204). 
Кут між осялщ кроквяної ноги і затя:жки а = ЗАО. Зусилля, що діє вздовж кроквяної 
ноги, N = 50 кН. Матеріал - сосна, доnустИJwе напруження на зминання вздовж воло

кон - 8 МПа. Переріз ноги крокви h х Ь =20 х 20 см. 

Таблиця 12 

< Допустиме напруження, 

- Позначення МПа 
Вид напруження допустимого 

напруження Сосна Дуб 

Розтяг [ар] 10 13 
Стиск уздовж волокон і зминання торця [аст] 12 15 
Зминання у врубках уздовж волокон [азм] 8 11 
Те саме, перпендикулярно до волокон 
(на довжині більшій ніж 10 см) [азм 900] 2,4 4,8 
Сколювання у врубках уздовж волокон ['СК] 0,5 ... 1,0 0,8 ... 1,4 
Те саме, поперек волокон ['СК 900] 0,6 0,8 
Згин [азг] 12 15 
Сколювання при згині ['ск .зг] 2 2,8 

Кінець затяжки зазнає сколювання А-А 
вздовж волокон під дією горизонталь
ної проекції N, сили N : 

\.,< о;: І +=R:=.т 
N, = Ncos 300 = 50·0,866 = 43,3 кН . 

Довжину х затяжки, що стирчить за ~~ 
врубку, визначимо з умови 

J-;
ттах =!!L = N, ~ [ т]. 

Рис. 204ЬхFCK 

Взявши [,] =0,8 МПа, знаходимо площу сколювання: 

N, 43,3 '10-3 2 2 2 
FCK ;?: -[] = м = 0,0541 м = 541 см . 

т 0,8 

Тоді 

FCK _ 541 см = 27,1 см.
х=ь- 20 

Потрібна площа зминання врубки 

=-.!!.L=43,3.10-3 2=541.10-3 2=541 2Fзм [] м , м , см 
О"зм 8 

Глибина врубки 

Fзм _ 54,1 см = 2,71 см. 
у=ь- 20 

Беремо у = 3 см. 
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Розділ 9 КРУЧЕННЯ 

§ 53. 	Напруження і деформації при крученні. 


Умови міцності й жорсткості 


Як уже зазначалося (див. § 2), деформація кручення · спричинюється 
парами сил, площини дії яких перпендикулярні до осі стрижня. Тому при 
крученні в довільному поперечному перерізі стрижня з шести внутрішніх 
силових факторів має місце тільки один - крутний момент Мкр (рис. 205). 
Як свідчать досліди, поперечні перерізи стрижня при крученні поверта
ються один відносно одного навколо осі стрижня, при цьому довжина 
стрижня не змінюється. 

Стрижні, що працюють на кручення, як правило, називають валами. 
Розглядаючи кручення вала (наприклад, за схемою, наведеною на рис. 206), 
легко визначити, що під дією скручу вального моменту, прикладеного на 
вільному кінці, будь-який переріз на відстані х від місця закріплення по
вертається відносно закріпленого перерізу на певний кут <р - кут закру
чуваНflЯ. При цьому чим більший скручувальний момент МК' тим більший 
і кут закручування. Залежності <р =І(МК)' які називаються діаграмами кру
чення, можна дістати експериментально на відповідних випробувальних 
машинах за допомогою спеціального записувального пристрою. Вигляд 
такої діаграми (знятої при поступовому збільшенні навантаження аж до 
руйнування) для вала завдовжки І, виготовленого з пластичного матеріа
лу, наведено на рис. 207. 

Розглядаючи діаграму кручення, неважко переконатися, що вона дещо 
подібна до діаграми розтягання - характерні ділянки та точки аналогічні 
тим, які є на діаграмі розтягання: Мпц - момент, до якого зберігається 
прямолінійна залежність між навантаженням та деформацією; МТ - мо
мент, що відповідає початку текучості; МВ - крутний момент, який спри
чинює руйнування вала . 

Надалі в цьому параграфі при виведенні формул для визначення напру
жень та кута закручування нас буде цікавити відрізок діаграми кручення, 
який відповідає роботі матеріалу в межах пропорційності, тобто почат
ковий прямолінійний відрізок, який характеризує лінійну залежність між 
крутним моментом і кутом закручування, що має місце при нормальних 
умовах роботи вала. 

Для визначення напружень у поперечних перерізах стрижня розгляне
мо насамперед статичний аспект задачі. Оскільки при крученні Мкр 

N®=__. 'f!---тNК 


NK~I) (i~N.,'0 

Рис. 205 	 Рис. 206 

єдиний внутрішній силовий фактор у поперечному перерізі вала, є підстава 
вважати, що тут діють тільки дотичні напруження . Тоді п'ять інтеграль
них рівнянь (3 .29) - (3.33) тотожно перетворюються на нуль, а рівняння 
(3.34) набирає вигляду 

f p'tdF =Мкр' 	 (9.1) 
F 

де 't - дотичне напруження, що діє на елементарній площадці dF, розмі
щеній на довільній відстані р від центра перерізу (рис. 208, 6). 

Характер розподілу напружень по перерізу з'ясуємо, розглянувши гео
метричну картину деформації вала при крученні. Для цього на поверхні 
круглого вала нанесемо ортогональну сітку, утворену лініями, паралельни
ми осі, та лініями, що є паралельними колами (рис. 208, а). Після прикла
дання скручувального моменту спостерігаємо таке: поздовжні прямі лінії 
перетворюються на гвинтові, тобто лінії однаково нахилені до осі стрижня, 
паралельні кола не викривляються і відстань між ними практично за
лишається незмінною; радіуси, проведені в торцевих перерізах, зали
шаються прямими. Вважаючи, що картина, яку ми спостерігаємо на по
верхні вала, зберігається і всередині, дійдемо гіпотези плоских перерізів: 
перерізи, плоскі до деформацй: залишаються плоскuми при крученні кругло
го стрижня, повертаючись один відНОСflО одного на деякий кут за
кручуваНflЯ. 

K 

і3: ••1.'$
~ ~ Ір 

а~	 б 

Рис. 207 	 Рис. 208 
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d Розглянемо деякий відрізок вала завдовжки dx 
(рис. 209), виділений з розглядуваного вала (див. 
рис. 206). Вал скручується зовнішнім моментом Мк' 
який спричинює В поперечних перерізах внутрішні 
крутні моментиМкр ' Нехайкут повороту поперечного~ 
перерізу т - т відносно нерухомого (місця закріплен
ня вала) буде <р, тоді кут повороту перерізу n - n, роз
міщеного на відстані dx від перерізу т - т, буде 
<р + d<p. Отже, кут закручування відрізка стрижня зав
довжки dx дорівнює d<p. 

Розглянемо у зв'язку з цим деформацію прямокут


ного елемента аЬ'd'с нескінченно малої товщини, виді


леного у поверхні вала. Оскільки радіуси при дефор


мації кручення залишаються прямими, то відрізок О'Ь', 


повертаючись в площині поперечного перерізу на кут 


Рис. 209 закручування d<p, займе положення О'Ь' . При цьому 


твірна аЬ' переміститься в нове положення аЬ, утво


'r ривши з початковим кут у. Аналогічно твірна cd' пе

а -- с рейде в положення cd. Оскільки довжина цих відрізків 


практично залишається незмінною, то деформація 


прямокутного елемента аЬ'd'с полягає в зміні почат
~IDI 
кових прямих кутів на кут у. Отже, розглянутий еле

tJ bї[d' d мент перебуває в умовах чистого зсуву, і на його гра
нях діють дотичні напруження (рис. 209, 210). 

Рис. 210 

Отже, кут у є кутом відносного зсуву і 


Ь'Ь 
tg У = аЬ' "" у. 

Ураховуючи, що аЬ' = dx, а ЬЬ' = rd<p, кут зсуву на поверхні скручува
ного стрижня можна подати у вигляді 

d<p 
(9.2)у=г dx' 

Величина d<p/dx є відносним кутом закручуваmlЯ [виражається в сантимет
рах у мінус першому степені (см-І)] і позначається 8. Враховуючи це, фор
мулу (9.2) можна записати так: 

у=8г. (9.3) 

Якщо уявити собі аналогічний елемент, виділений всередині стрижня 
на довільній циліндричній поверхні радіуса р (див. рис . 209), то аналогічні 
міркування приведуть до висновку, що кут зсуву на цій поверхні 

Ур =8Р
(9.4)

' 

Тепер, дотримуючись прийнятих етапів розв'язання задач опору ма
теріалів, розглянемо фізичний аспект задачі. Оскільки елемент стрижня в 

будь-якій точці поперечного перерізу 
на відстані р від центра перерізу зазнає 
чистого зсуву, то з урахуванням (9.4) 
та (8.7) матимемо ~ 


'"р =G8p ' (9.5) 
бФормули (9.4) та (9.5) показують, 

що кути зсуву та дотичні напруження 
Рис. 211 . 

в поперечному перерізі змінюються за 
лінійним законом прямо пропорційно відстані р точок від центра пере
різу (рис. 211, а). Очевидно, максимальні дотичні напруження будуть на 
поверхні стрижня при р =т. Отже, вираз (9.5) можна переписати у вигляді 

'"г = '"тах == G8r. 

Підставляючи (9.5) в (9.1), дістанемо 

Мкр =G8f p2dF =G8i ' p 
F 

Звідси виведемо формулу для визначення відносного кута закручування 
круглого стрижня 

8 == d<p == Мкр . (9.6)
dx Gi p 

Тут GJ - жорсткість поперечного перерізу стрижня при крученні, Н· м2 ; 
ір -

p
полярний момент інерції круглого стрижня, який для суцільного 

стрижня діаметром d, як відомо (див. § 5), виражається формулою 
ір == м4 /32, а для трубчастого стрижня з внутрішнім діаметром d і 

B 
зовнішнім dз 

ір 
( 4 d 

4) м4 4)1t dз - в == _З(1-а , 
32 32 

де 

а ==d
B 
/dз . 

На підставі (9.6) можна записати формулу для визначення взаємного 
кута закручування двох перерізів, розміщених на відстані І: 

ім 
<р== f~dx.

Gip
о 

Якщо в межах циліндричного відрізка стрижня завдовжки І крутні 
моменти в перерізах не змінюються, то 

Мкрі 
<р==81==--. (9.7)

Gip 

а 
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Ця формула встановлює зв'язок при крученні між силовим фактором (МK~ 
та відповідною деформацією кручення (кутом закручування <р) і виражає 
закон Гука при крученні. 

Для визначення дотичного напруження 't у будь-якій точці перерізу 
вала під дією крутного моменту досить у формулу (9.5) підставити вираз 
для відносного кута закручування 6 за формулою (9.6). Тоді 

МкрР 
't=--. (9.8)

Jp 

Максимальне дотичне напруження, яке діє в зовнішньому шарі матері
алу стрижня, 

МкрГ Мкр 
't =--=-
тах J W' (9.9) 

р р 

де 

J 
W=L 
р r 

- полярний момент опору при крученні, см4 . 
Для суцільного круглого перерізу 

W _ жJЗ 16Мкр (9.10)Р -"""16; 'tmax = --:;;;;s-' 
Викладену теорію можна застосовувати також для трубчастого круг

лого перерізу. Тоді 

_ жJ; (l-а4 ). _ 16Мкр 
~ - ,'tmax - З ( 4)' (9.11) 

16 жJ І-а 
з 

Отже, максимальне дотичне напруження в скручуваному круглому 
стрижні пропорційне крутному моменту Мкр та обернено пропорційне 
кубу зовнішнього діаметра стрижня. 

Діставши формули для визначення максимального дотичного напру
ження та деформації при крученні, можна записати рівняння міцності та 
жорсткості при крученні. 

Згідно з формулою (9.9), умова міцності запишеться так: 

't =Мкр /Wp $; ['t], (9.12)max 

де ['t] - допустиме напруження при крученні. 
Момент опору Wp на підставі (9.12) 

Wp ~Mкp/['t] . (9.13) 

Умова жорсткості, згідно з формулою (9.6), 

6 - Мкр <[6] (9.14)
тах - GJ - , 

р 

ЗВіДки 

Мкр 
(9.15)Jp ~ G[6]' 

Тут [6] - допустимий відносний кут закручування . 

§ 54. Аналіз напруженого стану і руйнування 


при крученні 


Аналізуючи загальну формулу (9.8) для визначення дотичних напру
жень 't при крученні, бачимо, що в будь-якій точці площини перерізу вала 
напруження розподілені нерівномірно і залежно від радіуса змінюються 
за лінійним законом від нуля в центрі перерізу до максимуму на його пери
ферії (рис. 211, а). Внаслідок закону парності дотичних напружень в по
здовжніх перерізах, що проходять через вісь вала, також виникають такі 
самі за значенням дотичні напруження (рис. 211, 6). В елементі матеріалу, 
уявно виділеного із зовнішніх шарів матеріалу вала перерізами, паралель
ними та перпендикулярними до твірної (рис. 212) циліндричного вала, по 
гранях діятимуть тільки дотичні напруження. В перерізах, нахилених до 
осі, діятимуть також і нормальні напруження, як це зазначалося при роз
гляді напруженого стану елемента в умовах чистого зсуву. Найбільші нор
мальні напруження діють на головних площадках, які нахилені під кутом 
450 до площадок, де діють дотичні на
пруження чистого зсуву [при крученні 
під кутом 450 до осі вала (рис. 212)]. 

Отже, при крученні круглих валів 
небезпечними можуть бути як дотичні 
напруження в поперечних та по '( 

здовжніх перерізах вала, так і нор Рис. 212 
мальні напруження, що виникають в 
площадках під кутом 450 до перших. У 
зв 'язку з цим характер руйнування 

вала при крученні залежатиме від здат ~--=--}
ності матеріалу протидіяти дотичним ~I - --=
нормальним напруженням. 

Рис. 213Так, якщо матеріал погано чинить 
опір дотичним напруженням (дії зсуву, 
наприклад, деревини вздовж волокон), 
то перші тріщини руйнування виника
ють по твірних у місцях дії максималь
них дотичних напружень (рис. 213). 
Якщо матеріал погано чинить опір дії Рис. 214 
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нормальних напружень, наприклад чавун, то тріщини руйнування при 
крученні пройдуть по лініях, нормальних до дії головних розтягальних 
напружень, тобто по гвинтових лініях, дотичні до яких утворюють кут 
450 з віссю вала (рис. 214). Сталеві вали на практиці часто руйнуються по 
поперечному перерізу, перпендикулярному до осі вала. Цей тип руйну
вання обумовлений дією в поперечному перерізі дотичних напружень. 

§ 55. 	Розрахунок валів на міцність і жорсткість 


при крученні 


При проектуванні можна рекомендувати такий порядок розрахунку 

валів на міцність і жорсткість при крученні. 
За схемою вала і скручувальними моментами, що діють на нього, бу

дують епюри крутних моментів по окремих відрізках (див. § 16). Добира
ють матеріал для вала і визначають для цього матеріалу допустиме на
пруження [,]. Записують умову міцності (9.12) для відрізка вала з макси
мальним значенням крутного моменту (згідно з епюрою моментів). 

Якщо вал досить довгий і по окремих його відрізках діють істотно 
різні за модулем крутні моменти, то його слід конструювати східчастим . 
При цьому діаметр вала кожного східця розраховують, виходячи з тієї 
самої формули (9.12), але крутні моменти при цьому будуть різні для різних 
відрізків відповідно до епюри крутних моментів. 

Ураховуючи, що для суцільного круглого вала W =nd3/16, можна на 
підставі виразу (9.13) записати розрахункову формул:для визначення діа
метра вала 

16М
d с. ?/__К.Р 	 (9.16)

n[, ] 
Під час проектування порожнистого вала спочатку задаються співвід

ношенням внутрішнього та зовнішнього діаметрів, тобто коефіцієнтом 
а =dіdз, а потім з урахуванням (9.11) на підставі формули (9.13) знахо
дять зовнішній діаметр вала 

16Мкр (9.17)dз c.~'n['](I_a4)· 
Визначивши розміри вала з умови міцності, перевіряють вал на 

жорсткість, використовуючи для цього умову жорсткості (9.14). Допусти
му відносну жорсткість вала, яка характеризується відносним кутом закру
чування [0], вибирають залежно від умов навантаження. Так, при статич
ному навантаженні [0] =0,30 на кожний метр довжини вала; при змінних 
навантаженнях [0] = 0,250/м, а при ударних навантаженнях [0] = 0,50/м. 
Ураховуючи, що в формулі (9.14) кут закручування виражений у радіа
нах, наведені допустимі значення кутів треба перевести в радіани, помно
живши Їх на n/180. Якщо при перевірці виявиться, що умова жорсткості 

(9.14) виконується, то на цьому, як правило, закінчують розрахунок вала. 
Інакше розміри вала треба добирати з умови жорсткості (9.15): 

МКРJ >- 
Р - G[0]' 

Підставляючи в цю формулу вираз полярного моменту інерції, знай
демо, що для СУЦІЛьного вала 

І32Мкр 
d с. ~ Gn[0] , 	 (9.18) 

для порожнистого вала 

32Мкр 
(9.19)dз с.4, ( )' . Gn[0] 	l-а4 

Іноді при розрахунку вала відома потужність К, кВт, яка ним пере
дається, та частота обертання n, хв- І. Тоді скручувальний момент у роз
рахункових формулах можна виразити безпосередньо через потужність 
К та частоту обертання n, виходячи з формули (3.1): 

МК = 9549 К Н·м. 	 (9.20) 
n 

Раніше, коли потужність N виражалася в кінських силах, скручуваль
ний момент визначався за формулою (3.2) 

МК =7028,8 N Н'м. 	 (9.21) 
n 

Приклад 27. Знайдемо потужність у кіловатах, яка передається валом діщнетром 
d = 150 мм з частотою обертання n = 120 хв-І . Модуль зсуву G = 8,4 ·104 МПа, кут 
закручування відрізка вала завдовжки 7,5 м дорівнює 1115 рад. 

З формули (9.7) 
4 

G тtd 
4 4 

GJpr.p """32r.p _8,4·10~~ тt·O,15 _ ._ МН.м=37,150Н,м.М ---=--- ~ 
кр - І І 

Тоді, скориставшись формулою (9.21), визначимо потужність, яка передається валом: 

К= Мкрn = 37150·120 кВт=465 8 кВт. 
9549 9549 ' 

Приклад 28. З умов міцності та жорсткості визначимо діщнетр суцільного вала 
(рис. 215) при таких значеннях моментів, які передаються шківщни: МІ =0,6 кН· м; 
М2 = 0,8 кН ' м; Мз = 2 кН· м; М4 = 0,6 кН · м. Допустиме напруження [Т] = 20 МПа, 
допустимий відносний кут закручування [0] =11401м, або [0] =тtl(J80· 4) АгІ Модуль 
пружності сталі при зсуві G = 8 . 104 МПа. 

Будуємо епюру крутних моментів. Найбільший момент діє на відрізку вала 2-3: 

Мкрmах =М, +М2 =(0,6+0,8)кН·м=I , 4кН,м. 

Доберемо діаметр вала з умови міцності, використовуючи формулу (9.16): 

-316Мкр _з16 · 1,4·10 м::::О,07м=7см.d~}I*Г- ~ тt.20 
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Тепер доберемо діаметр вала з умови жорсткості, використовуючи формулу (9.18): 

'32 .1,4 .10-3 ·180·4 -о 08 -8
4 2 м -, м - см. 

8·10 n 
Із двох діаметрів слід вибирати більший (d = 8 см), знайдений з умови жорсткості. 
Тепер визначимо відносні кути закручування вала по окремих відрізках, використо

вую~чи формулу (9.6). Підставляючи в цю формулу значення Мкр для різних відрізків, 
знаидемо: 

81 = МкрІ = 0,6.10-3 ·32 186.10-3' 

GJp 8.104 ' П(8 ' 10-2)4' , 
= МкрІІ = 1,4.10-3 .32 =4,35.10-3;8и 

GJp 8.104 'П(8.10-2/ 

а _ МкрШ _ 0,6.10-3 ·32 186 10-3 
С7ш----- 4 " . 

GJp 8 . 104 'П(8.1О-2 ) 
Знаючи відносні кути закручування по окремих відрізках, можна побудувати епюри 

8 та кутів q> по довжині вала (рис. 215). Епюру кутів закручування q> побудовано приі 
11 =Іп =50 см та 1ш =90 см . При цьому один з перерізів нерухомий (на рис. 215 це 
переріз 1). Оскільки в межах кожного відрізка 8 = const, то кут закручування на кож
ному відрізку змінюється за лінійним законом : 

ЧJ2-1 = 81/1 = 1,86 ' 10-3 ·0,5 рад = 0,93 ·10-3 рад; 

q>З-l =q>2-1+q>З-2 = (0,93 .10-3 +2,18.10-З )рад=з,10 . 10-З рад; 

ЧJ4-1 = Ч'2-1 + Ч'З-2 + Ч'4-З = (0,93.10-3 + 2,18.10-3 -1,67 .10-3) рад = 

=I,43.10-З рад. 
Приклад 29. Визначимо, Ііа скільки процентів збільшиться максимальне наnружен

IІЯ вала при крученні, якщо у валу зроблено аксіальний отвір dB =0,4 dз (а = 0,4). 
На підставі формул (9.10) та (9.11), взявши dз = d, знайдемо напруження суцільно

го і порожнистого валів: 

_ 16Мкр _ . 16Мкр 
't - --з--'tс , = - Lл · max 'tтax7td = 7td З (1_а4 ) 

Шукана різниця в напруженнях 

Д't= 'tп-'tс 100= 16MКP(_I__I)~IOO= (0,4)4 100=2,6% 
'tc пd 3 l-а4 16Мкр 1-(0,4)4 . 

Приклад 30. З(шіIlИМО суцілыlйй вал діаметром d = 300 мм nорожнистим рівноміц
ним валом із зовніишім діаметром dз = 350 мм. З/lайдемо внутріШllій діаметр порожни
стого вала d та nорів1lЯСМО ваги цих валів.

B 
Максимальні дотичні напруження в обох валах мають бути однаковими: 

16Мкр 16Мкр 

'tтах =---;;;;з пd;(I-а4 )' 

214 

f1J 

0рад 
Рис. 215 Рис. 216 

Звідси визначимо коефіцієнт а: 

1_(300)3350 = 0,78. а=fЩ= 
Внутрішній діаметр порожнистого вала 

= Мз = 0,78 ·350= 273 мм.dB 

Співвідношення ваги дорівнює співвідношенню площ поперечних перерізів: 

d 2 d 2n(d2 _d2 )4 2 2
з в =~=350 -273 =0,534. 

d 24пd 2 3002 

З прикладів 29 та 30 видно, що виготовлення порожнистих валів, тобто 
валів, у яких малонавантажену внутрішню частину вилучено, - вельми 
ефективний засіб зниження затрат матеріалу, а отже, і зниження ваги валів. 
При цьому максимальні напруження, що виникають у порожнистому валу, 
мало відрізняються від максимальних напружень у валу суцільного пере
різу при тому самому зовнішньому діаметрі. Так, у прикладі 29 за рахунок 
свердління при а. = dіdз = 0,4, яке дає полегшення вала на 16 %, максимальні 
напруження в зовнішніх волокнах порожнистого вала збільшилися лише на 
2,6 %. У другому прикладі рівноміцний порожнистий вал, але з трохи 
більшим зовнішнім діаметром (350 мм) порівняно з суцільним валом (300 мм), 
виявився легшим за суцільний на 53,4 %. Ці приклади свідчать про раціо
нальність застосування порожнистих валів, що широко використовуються 
в деяких галузях сучасного машинобудування, зокрема в моторобудуванні. 

Як приклад статично невизначуваного стрижня, який зазнає кручення, 
розглянемо круглий стрижень, закріплений обома кінцями і навантаже
ний скручувальним моментом Мк в якомусь перерізі вала С (рис. 216, а). 
Побудуємо епюру крутних моментів по довжині стрижня (рис. 216, б) і 
визначимо діаметр стрижня. 

При такому навантаженні в місцях закріплення вала виникнуть реак
тивні моменти МАта Мв у площинах, перпендикулярних до осі стрижня. 
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Статичний аспект задачі. З умов рівноваги стрижня 

І.Мх =МА +МВ -МК = О (9.22) 

бачимо, що задача один раз статично невизначувана . 

ГеО~lетричний аспект задачі. Оскільки обидва кінці жорстко закріпле
ні, то кут повороту перерізу В відносно А дорівнює нулю: 

(9 .23) ЧJВ-А = ЧJв-с + ЧJС-А = о. 
Фізичний аспект задачі. Використовуючи формулу (9.7), запишемо ви

рази для кутІВ закручування : 

_ МвЬ . (Мк-Мв)а (9.24)ЧJв-с -- GJ ' ЧJС-А = GJ . 
р p 

Синтез. Підставивши формули (9.24) у вираз (9.23), матимемо 

<n -УВ-А - -
МвЬ (МК -Мв)а+ -оGJ GJ -. (9.25) 

р р 

Звідси з урахуванням (9.22) знайдемо: 

Мка 
МВ=а+Ь ; (9.26) 

МкЬ 
М - (9.27) 

А - а+Ь 

Якщо а > Ь, то Мкр тах =МВ, і на підставі формули (9.16) діаметр вала 

16аМк 
d = ~I (а + Ь) J[ [ , ] • 

§ 56. Кручення стрижнів некруглого 
перерізу 

в інженерній практиці досить часто кручення зазнають стрижні, які 
мають не круглий переріз, а прямокутний , трикутний, еліптичний та ін. У 
цих випадках гіпотеза плоских перерізів не може бути застосована, оскіль
ки перерізи викривлюються (депланують). Точні розрахунки стрижнів не
круглого перерізу можна виконати методами теорії пружності. Проте, 
оскільки в даному курсі немає змоги Їх викласти, наведемо тут тільки де
які остаточні результати. Зазначимо при цьому, що в стрижнях довільного 
перерізу , як і в стрижнях круглого перерізу , дотичні напруження при кру
ченні напрямлені по дотичній до контура . 

Найбільші дотичні напруження , відносні та повні кути закручування 
за аналогією з крученням стрижнів круглого перерізу прийнято визнача

ти за формулами 


Мкр . 

(9 .28) 'тах = W ' 

K 

Мкрl . (9.29)
<Р= GJ ' 

K 

Мкр 
(9 .30) 0= GJ ' 

K 

Тут J і W - деякі геометричні характеристики, які умовно називають
K K 

відповідно моментом інерції (см4) і моментОЛ1 опору (см3) при крученні. 
Найчастіше застосовуються стрижні прямокутного перерізу. В цьому 

разі розподіл дотичних напружень має вигляд, як на рис . 217. Найбільші 
напруження виникають біля поверхні посередині довгих сторін прямо
кутного перерізу (в точках Ста D). Визначаються вони за формулою (9.28), 
в якій 

W
K 

=ahb2 , (9.31) 

де h - довга сторона прямокутного поперечного перерізу; Ь - коротка 
його сторона; а - коефіцієнт, що залежить від співвідношення сторін h і Ь. 

Напруження, які виникають біля поверхні перерізу посередині корот

ких сторін (у точках А та В), менші . Їх можна виразити через 'тах: 

(9.32)'=У'тах' 

де у - коефіцієнт, що залежить від співвідношення сторін прямокутного 

перерlЗУ. 

Для визначення відносного кута закручування прямокутного перерізу 
в формулах (9.29) та (9.30) беруть 

J K =phb3
. (9.33) 

Значення коефіцієнтів а, у та Р залежно від співвідношення сторін прямо
кутного перерізу h/b наведено в табл. 13. У цій таблиці вміщено також 
формули для визначення максимальних дотичних напружень та кутів за
кручування деяких інших некруглих стрижнів. Запишемо умови міцності 
та жорсткості при крученні стрижнів прямокутного перерізу: 

Мкр
'тах =--2 $;[,] ; (9.34) 

ahb 
М 

0=-t-$;[0]. (9.35) 
Phb G 

При крученні стрижнів, які мають форму рівно
бедреної трапеції, наближені значення максималь
них дотичних напружень та кута закручування мож !J 
на визначити, розраховуючи стрижень з перерізом 

Рис. 217еквівалентного прямокутника. Останній будується 
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N 

оо 

Форма перерізу 
Момент інерції 
при крученні 

Момент опору 
при крученні 

J., СМ4 W., см3 

J. = ~hb3 І W. = ahb2 

Ь 

hJbJ8)82 WK) = 2hOb08);J = 
• h82 +Ь8)-

=W K2 2hobo82- 8t -8~ 

2 
J = 7thb(h 2 +b 2 )1 W = 7tb h І 

к 64 к 16 

Точки з найбільшими дотичними 
напруженнями 

= М.р . 
'тах 

W. 

Посередині довгих сторін 

Мкр 
'тах =--;

WK 

посередині коротких сторін 

'=У'тах; 

у кутах напруження дорівнюють 
нулю 

Посередині довгих сторін 

Мкр
')=-- ' W ) , 

K

посередині коротких сторін 

'2=МКР ' 
W.2 ' 

у зовнішніх точках малих півосей 
_ Мкр , 

'тах -w.-' 
у зовнішніх точках в~иких півосей 

, _ 'тах
)--

m 

Таблиця 13 

Примітка 

І 0,208 0,141 І 
1,5 0,231 0,196 0,859 

1,75 0,239 0,214 
2,0 0,246 0,229 0,795 
2,5 0,256 0,249 
3,0 0,267 0,263 0,753 
4,0 0,282 0,281 0,745 
6,0 0,299 0,299 0,743 
8,0 0,307 0,307 0,743 
10,0 0,313 0,313 0,743 
оо 0,333 0,333 О, 743 

у внутрішніх кутах має місце 
висока концентрація напру-
жень, що досягають границі те-
кучості матеріалу, 
Якщо є заокруглення радіуса " 
коефіцієнт концентрації 

а = І 74~8тax 
к ' r 

І !!.=m>1 
Ь 

Ь. h hу кінці малих півосей 
..J...=~=m>1 
Ь) Ь 2лЬ 3 М.р 

W =-)-хJ 
к 

= 'тах =w.-; 
• 16 • h Ьлm3Ь~(1-а4) -1=-1=а<1

Х(1-а 4 )m h) Ь)у кінці великих півосей 
16(m 

2 
+1) 

Lmax't )--
m 

d 4 
= М.рJ =-х WK = !!.>О 5'тах• 16 WK І d ' 

26!!.-1 
d 3 , dX(2,6~- I) 

8 (о,з~+о,7)


h 

d/D ~ По дну канавки 
~ --.;:

І \ "Ні 0,00 1,57 1,22 

D4 0,05 0,80 0,92
D 3 = М.рJ =а- L 0,10 0,81 0,63W. =~-8- maxк 16 МК 0,20 0,82 0,38 

~I l'l1 ~~I 

~" 
І 

І 

D 
N 

\D
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Рис. 219 

так (рис. 218). Із центра ваги С 
трапеції опускають перпен
дикуляри СВ та CD на бокові-<::>:[---3: сторони, а потім проводять 

вертикалі через точки В та D. 
Добутий прямокутник abcd і 

а --- d 
Д::Сь 

буде тим еквівалентним пере


Рис. 218 різом розглядуваного трапе


цієподібного стрижня, до яко


го мають бути застосовані формули (9.28) - (9.33). 
При крученні стрижнів еліптичного поперечного перерізу максимальні 

дотичні напруження виникають у крайніх точках, які лежать на малих 
півосях (рис. 219). У цьому разі 

1tb2hW =-
к 16' 

де Ь та h - відповідно розміри малої та великої осей еліпса. 
Найбільші напруження в зовнішніх точках перерізу на великих півосях 

'СІ = 'Стах / т, 
дет =h/b. 

Умовний момент інерції при крученні стрижня еліптичного перерізу 

J K = 1t':(h2 +b2 
). (9.36)

6
Значення J

K 
та W

K 
для деяких некруглих поперечних перерізів наведено в 

табл . 13. 
Якщо скручуються стрижні складного незамкненого поперечного пе

рерізу, який можна поділити на окремі частини з Jкі та Wкі' то для нього 

J K=J K\ + J K2 +Jкз + ... +JKn ='LJKi , (9.37) 

де і =1; 2; 3; ... ; n - номери найпростіших частин, на які поділено попе
речний переріз. 

Оскільки кут закручування для всього перерізу й окремих його частин 
один і той самий: 

Мкр Мкрl Мкрn
8=-=--= -

GJK GJK1 'GJKn 
то крутний момент розподіляється між окремими частинами складного 
перерізу пропорційно Їхнім жорсткостям: 

_ J K1 . _ J K2 . _ М Jкn
Мкрl -Мкр-, Мкр2 -Мкр-,"" Мкрn - КP-J 

~ ~ к 
Відповідно найбільше дотичне напруження в кожній частині (і) перерізу 

'Скі =Мкрі =Mкp(JKi )= MКP(JKi 1 
Wкi WKi J K J K Wкi 

Найбільшого значення напруження 'С досягне для того елемента, в якого 
відношення J Ki / WKi буде найбільшим: 

'С = Мкр (JKi ) . = Мкр (9.38)
тах J W . W ' 

к Ютах к 

де 
J 

K (9.39) 
WK=(J . ) 

w:: тах 
Приклад 31. Сталевий стрижень прямокутного перерізу передає крутний момент 

Мкр =1000 Н . м. Знайдемо роз.міри перерізу стрижня, коли відомо, що допустиме на
пруження на кручення ['t] =40 МПа, а співвідношення h/b =2,5. 

З умови міцності 

= Mкp/WK ~['t]'tmax 

знаходимо момент опору крученню стрижня : 

М -6 
W =~= 1000·10 м3 =025 .10-4 м3 =25см3 
к ['t] 40' , 

а знаючи співвідношення сторін перерізу h/b = 2,5 та беручи з табл . 13 відповідне зна
чення а = 0,256, розміри перерізу дістанемо з формули (9.31) 

2 3W = мЬ = 2,5аЬ .K 

Звідси 

Kь = ~ W = 3/ 25 см = 3,38 см;
2,5а V2,5 ·0,256 

h = 2,5Ь = 2,5·3,38 см = 8,45 см. 
Приклад 32. Знайдемо найбільше дотичне напруження та кут закручування для ста

левого стрижня завдовжки 5 м, який має поперечний nереріз, зображений нарис. 220, а. 
Стрижень скручується моментом Мкр =500 Н . м, прикладе
ним до обох його кінців. 

Розіб'ємо профіль перерізу на окремі елементи , як наве
дено на рис. 220, б. Максимальне напруження визначимо за ''0 
формулою (9.28) 

'tmax = Мкр /WK , 

де ~ J K 
KW = (JKi / WKi )mах а б 

Рис. 220Відповідно до виразу (9.37) 

JK= J K, +Jк2 +Jкз , 

Для елемента 1 перерізу стрижня h, = 45 мм; Ь, = 35 мм; h/b, = 1,285; J K , = Ph,b{ . 
Згідно з даними табл . 13, при h,/b, = 1,285 а, = 0,221; 13, = 0,172. Тоді 

2 2 3 3WK , =a,h,bi =0,221 ·4,5·3,5 см =12,2см ; 

J K , = P,h,b{ = 0,172·4,5.3,53 см4 = 33,2 см4 ; 
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J 332
-15.L = -'- см = 2 72 см
W 12,2 ' .

K1 

Для елемента 2 перерізу стрижня 112 = 80 мм; Ь2 = 10 мм; 11 2 1Ь2 = 8. За даними табл. 13 
а2 =0,307; Р2 =0,307; 

WK2 =a2hzb'i. =0,307·8 .12 смЗ =2,5смЗ ; 

J K2 =P2h2b1 =0,307·8·1З см4 =2,5см4 ; 
J
--'il. = 1см. 
W. 2 

ДЛЯ елемента З перерізу стрижня hз = 95 мм; Ьз = 20 мм; hз/Ь з = 95/20 = 4,75; 
аз = 0,288; Р З = 0,288. Аналогічно 

WКЗ =азhзbff =0,288·9,5'22 смз =10,9СмЗ ; 

Jкз =Рзhзhi =0,288·9,5·2З см4 =21,9см4 ; 

J.з = 21,9 см = 2 см. 
W.З 10,9

Отже, 

J K = J K1 +JK2 +Jкз = 33,2+ 2,5 + 21,9 см4 = 57,6 см4 . 

Найбільше співвідношення JК/WKi відповідає елементу І перерізу, тому максималь
не дотичне напруження буде посередині його довгих сторін. Момент опору 

J K 57,6 З з 
WK = JЇW = 2 72 см = 21,2 см , 

<І кl ' 
а максимальне напруження 

Мкр 
'тах =w

к 

0-6 
500·1 МПа = 23,6 МПа. 
21,2 ·10-6 

Кут закручування стрижня 

Мкрl _ 500 ·10-6 ·5 рад = 0,0542 рад. 
q> = GJK - 8 ·104 ·57,6.10-8 

§ 57. Кручення тонкостінних стрижнів 

Методи розрахунку тонкостінних стрижні в на кручення залежать від 
того, відкритий чи замкнений профіль їхнього поперечного перерізу. 

Замкнені профілі. Розглядаючи кручення замкнених 
тонкостінних профілів (рис. 221), будемо вважати тов
щину стінки стрижня настільки малою, що дотичні на
пруження по ній можна прийняти однаковими, які до
рівнюють напруженням посередині товщини стінки, й 
напрямленими по дотичній до серединної лінії стінки. 
Щоб добути формулу для визначення цього на

пруження, виріжемо з тонкостінного замкненого 
Рис. 221 стрижня елемент завдовжки dx двома поперечними 

та двома довільними меридіональними перерізами 
(рис. 222). Складаючи суму проекцій на вісь х усіх 
сил, прикладених до елемента, маємо 

.8 = • [8[ = const. (9.40) 

Момент сили .8ds, що діє на елемент профілю зав


довжки ds (див. рис. 221), відносно довільної точки О 


dMкр = .8rds. 
Рис. 222 

Ураховуючи, що rds є подвоєною площею елементарного трикутника 
(на рис. 221 заштрихований), тобто 

rds = 2d(j), 
атому 

dM кр = 2.8d(j), (9.41) 

інтегруючи останній вираз по всьому контуру з урахуванням умови (9.40), 
знайдемо крутний момент, який діє в поперечному перерізі тонкостінно
го стрижня: 

М кр =2.8ш, (9.42) 

де (j) - площа, яка окреслена серединною лінією тонкостінного перерізу. 
З формули (9.42) дістанемо 

Мкр 
(9.43)

• = 2ш8 . 

Ця формула вперше була виведена Бредтом. 
Якщо товщина профілю по контуру неоднакова, то максимальне на

пруження в стінці профілю визначається за формулою 

Мкр (9.44)
• тах = 2ш8 тіп 

- мінімальна товщина стінки профілю.де 8тіп 
Щоб визначити відносний кут закручування тонкостінного стрижня, 

розглянемо енергію деформації, яка накопичується в елементарному об'ємі 
тонкостінного стрижня розмірами ds, dx, 8. Враховуючи, що при крученні 
відбувається чистий зсув, на підставі формули (8.12) маємо 

.2 

dU = 2G 8dxds. 


Повну енергію деформації тонкостінного стрижня завдовжки І знай
демо, проінтегрувавши останній вираз по замкненому контуру s та по 
довжині І: 

І 2 2
U=_1_fJ-.2~..1 dx =~ J- ds

2G 'f uuS G 'f 8 . 
о 
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Підставляючи ,8 з формули (9.42) в праву частину останньої формули, 
матимемо 

2
Мкр! J. ds 

U = 2G(2w)2 'f"Б' 
Цю енергію можна виразити також через роботу зовнішнього скручу

вального моменту Мк = Мкр на шуканому куті закручування, тобто 

U = А = МКЧ> = МКЧ>. 
2 2 

Тоді, прирівнявши праві частини останніх двох формул, знайдемо 

ч> = Мкр! J. ds. 
4Gw2 'f 8 

Відносний кут закручування 

Мкр g;ds ( )0=-- -. " 9.45 
4Gw2 8 

Це друга формула Бредта. Її можна переписати у введених позначеннях 
для кручення : 

М К 
0= GJ ' 

кде 

4со2 

JK=g;~' 
При однаковій по довжині контура s товщині 

MKps
0=-- (9.46) 

4Gw20' 

Розглядаючи, наприклад, кручення тонкостінної труби (рис. 223), при 
8 =const матимемо 

w=1CR 2 ., J. ds 
'f о 

= 21CR 
о' 

За формулами (9.43) та (9.46) 
Мкр,=--'

21CR 2o' 
Мкр0---;:-,-

2nR30G' 

Відкриті профілі. Визначаючи при крученні напруження та деформації 
у тонкостінних стрижнях відкритого профілю типу швелера, двотавра 
(рис. 224) або кутника, можна скористатися теорією розрахунку на кру
чення стрижнів прямокутного перерізу. В цьому разі незамкнені профілі 
розбиваються на прямокутні елементи, товщина яких значно менша, ніж 
їхня довжина. Як видно з табл. 13, для таких прямокутних елементів (при 
h/b> 10) коефіцієнти а та 13 дорівнюють ІІ3. Тоді для складного профілю 

Рис. 223 Рис. 224 Рис. 225 

на підставі формул (9.33) та (9.37) 

1" 3J K = Т]-LЛ hi · (9.47)
3 і 

Тут 11 - коефіцієнт, який враховує схематизацію реального профілю: 
для кутникового перерізу 11 = І ,ОО; 

)} двотаврового)} 11 = 1,20; 
)} таврового )} 11 = 1,15; 
)} швелерного » 11 = 1,12. 

у тонкостінних відкритих профілях довжину елемента, як правило, 
позначають через s, а товщину стінки - через 8. Тоді, заміняючи в фор
мулі (9.47) h на s, а Ь на 8, дістанемо 

1" 3= Т]- L.,8 i s i · (9.48)J K 
3 і 

Кут закручування визначається за формулою (9.30), а найбільше до
тичне напруження, яке виникає на ділянці, що має найбільшу товщину 
стінки 8тах , - за формулою (9.28). При цьому для довгих прямокутників 

( W.J Ki ) = Отах' 
кl тах 

Тоді 

МкрОтах (9.49)'тах = J 
K 

Розглянемо приклади розрахунку тонкостінних стрижнів відкритого 
профілю. 

Приклад 33. Визначимо максимальне напруження та кут закручування стрижня 
завдовжки 900 А1А1 (рис. 225) з nоnеречним nерерізо.м у вигляді рівнобокого кутника 
50 х 50 х 5. який зазнає дії крутного моменту Мкр =50 Н . м. Модуль зсуву матеріалу 
стрижня G = 8·104 МПа. 

Максимальні дотичні напруження виникають посередині полиць (концентрацію на
пружень у вхідному куті не враховуємо). Ці напруження визначимо за формулою (9.49) 

МкрОmах 
'[тах = 

J K 

84.508 224 225 

http:0=--(9.46


де 

1 ~ 3 1(3 3) 4 4ік =1]'3",»;5; =1'3 5 ·0,5 +4,5·0,5 см = 0,4см ; 

т = Мкр.)тах 50.10-6·0,5.10-2 МПа =62,5 МПа. 
тах 0,4.10-8ік 

ф85 Кут закручування стрижня 

Ф90 Мкр! 50·10-6·0,9 =0,140625рад=80 3'. 

Рис. 226 <р= Сік = 8.104 .0,4.10 8 


Приклад 34. Визначимо І/аnруже/ll/Я та відНОСllий кут закручуваНІІЯ сталевоїтруби, 
розрізаl/ОЇ вздовж твірної (рис. 226) . Зов"іШllій діаметр труби dз =90 мм, внутрішній 
d. = 85 ММ. Труба заз"ає дії крут//ого момеllту Мкр = 50 Н . М. Модуль зсуву матеріалу 
С =8· 104 МПа. Порівняємо добуті значеНІІЯ lІаnружеllЬ та кута закручуваl/"Я розріза1l0Ї 
труби з відnовідllими даними для суціЛЬ1l0Ї труби. 

Дотичні напруження в розрізаній трубі визначимо за формулою (9.49) 
Мкр.) 

t =-
Р ік 

Тут 

і = 1.5.)3
к 3 ' 

де 5 - розгорнута довжина серединної лінії перерізу труби. 
Тоді 

і =1.5.)3 =1. п · 8 75·0 253 см4 =0143 см4 . 
к З з" , , 

М .) -6 -2
т = .-!2... 50·10 .О, 25 ·1 О МПа = 87 5 МПа 
Р 0,143·10-8 , .ік 

Напруження в суцільній трубі визначимо за формулою (9.43) 

Мкр 50.10-6.4 
Те =--= -4 2 МПа=I,66 МПа. 

2ю.) 2п.8,75·10 ·0,25·10

Відносний кут закручування розрізаної труби 

М кр 50.10-6
е = -- = радім = 0,437 рад/м. 

Р Сік 8.104.0,143.10-8 

Відносний кут закручування нерозрізаної труби визначимо за формулою (9.46): 

Мкр5 _ 50 ·10-6 ·1[·8,75 ·10-2 радім = 0,000475 рад/м. 
ес = 4сю28 - 4.8 . 1О4 [11І4(8,75.10-2 )2Т 0,25 .10-2 

Отже, у суцільній трубі при крученні напруження менше в 52,5 раза, а кут закручу
вання - в 920 разів , ніж у трубі, розрізаній уздовж твірної. 

§ 58. Розрахунок гвинтових циліндричних пружин 

Гвинтові пружини - це найпоширеніший тип пружин у техніці. Найчас
тіше їх виготовляють із сталевих стрижнів (дроту) круглого поперечного 
перерізу. В роботі вони зазнають дії розтягальних або стискальних сил. 

Точний розрахунок на міцність гвинтових циліндричних пружин до
сить складний, оскільки дріт пружини може зазнавати складного наван
таження - одночасних кручення, зсуву та згинання. Однак при малих 
кутах нахилу витків впливом згинання можна знехтувати. Здебільшого, 
як буде показано нижче, можна нехтувати також зсувом і, отже, з достат
нім наближенням розраховувати такі пружини на міцність та деформа
ТИВН1сть, виходячи З опору їх крученню. 

Розглянемо циліндричну гвинтову пружину з середнім діаметром 
D =2R (рис. 227), яка має n витків і діаметр dпоперечного перерізу дроту. 
Пружина зазнає розтягання центрально прикладеною силою Р. Щоб ви
вести формули для визначення напружень у дроті, з якого зроблено пру
жину, розріжемо її уявно на дві частини по будь-якому витку площиною, 
що проходить через вісь циліндра, утвореного витками. Застосовуючи 
метод перерізів (відкидаючи уявно нижню частину пружини), розгляне
мо умову рівноваги залишеної верхньої її частини (рис. 228). Очевидно, 
вплив відкинутої частини пружини на розглядувану верхню може бути 
врахований прикладанням у місці розрізу витка поперечної сили Q=Р 
та крутного моменту Мкр =РR. Вважаючи, що приблизно кут нахилу вит
ка дорівнює нулю, можна рештою силових факторів (поздовжня сила та 
згинальний момент) знехтувати. 

Отже, в розглядуваному перерізі пружини діють дві групи дотичних 
напружень: напруження від зрізу, рівномірно розподілені по перерізу, 

,,' = Q = 4Р (9.50) 
F 1td 2 

та напруження від кручення, максимальне 
значення яких tP 

м 
'"" ~ 16PR (951)

тах W 1td3 . рp 
Розподіл напружень '"' від зрізу показа

но на рис. 229, а, а напружень '"" від кру
чення - на рис. 229, б. 

Як видно з наведеної картини розподі
лу напружень, у точці А перерізу витка на 
внутрішньому радіусі пружини дотичні на Jpпруження '"' та '"" за напрямом однакові. 
Тому максимальні напруження в цій точці ~ 


-r = -r'+-r" = 4Р + 16PR ~ 
тах тах 1td 2 1td 3 ' 
Рис. 227 Рис. 228 
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T;"X -::::!!::. 
'[тах 

<-" "! _G(S)Bгi~1 

'Г::.,{ 

А~ 
Тmoxо;р 


а б 


Рис. 229 Рис. 230 

або 

ітах 
= 16PR (1 + ..4...). (9.52)

1td З 4R 

Здебільшого при розрахунку гвинтових пружин великого середнього 

радіуса R, виготовлених із тонкого дроту, при d/4R « 1 напруження від 
кручення 't"max значно вищі, ніж напруження зрізу 't', тому останні мож
на не враховувати. Тоді максимальні дотичні напруження у гвинтовій 
пружині з досить високим ступенем точності можна визначити за фор

мулою 16PR 
--з-о (9.53)і тах = 
rtd 

Зазначимо, однак, що при розрахунках потужних гвинтових ресор, 
таких, наприклад, які застосовуються в залізничному транспорті, слід 
використовувати формулу (9.52), оскільки напруження від зрізу тут істотні 
внаслідок відносно великого значення d/R. Досвід експлуатації гвинто
вих пружин свідчить про те, що перші тріщини при руйнуванні, як пра
вило, виникають з внутрішнього боку витка, де діють найбільші сумарні 
дотичні напруження 't' та 't". 

Виводячи формулу (9.52), ми не враховували, що на внутрішній та 
зовнішній поверхнях Битків радіуси кривини різні. Іноді, враховуючи це, 
замість формули (9.52) для визначення найбільших дотичних напружень 
використовують більш точну формулу 

t = 16PR (4т-1 +0,615) 
тах 1tdЗ 4т-4 т ' 

де 

т=2R/d. 

Неважко переконатися, що поправковий коефіцієнт у дужках 
збільшується зі зменшенням співвідношення т: наприклад, при т =1О він 
дорівнює 1,14; при т =4 цей коефіцієнт становить - 1,4. 

Визначаючи розтяг або стиск л. пружини, як правило, беруть до уваги 
тільки кручення витків. Розглянемо деформацію кручення уявно виділе
ного з пружини елементарного відрізка ds й витка (рис. 230), припустив

ши, що решта пружини абсолютно жорстка. В перерізах А та В виділеного 
елемента проведемо радіуси витка в площині, перпендикулярній до осі 
пружини, продовживши їх до перетину з віссю пружини. Добуті при цьо
му відрізки А С та ВС будуть радіусами пружини. По цих радіусах Битка 
спрямуємо абсолютно жорсткі стрижні, прикріплені до перерізів А та В 
витка. Сили Р, що розтягують пружину по осі, можна вважати прикладе
ними до кінців Сі С жорстких стрижнів А С та ВС. 
У таких умовах виділений елемент ds витка пружини зазнає деформа

ції кручення . Якщо вважати переріз А нерухомим, то переріз В при наван
тажуванні пружини повернеться відносно А на кут d<p, який визначається 
за формулою 

MKpds
d<p=~, 

р
де 

тrd4 
Мкр =PR; Jp =32 

Унаслідок повороту перерізу В «жорсткий» радіус ВС, повернутий на 
той самий кут d<p, «перенесе» точку прикладення сили Р у нове положен
ня С". Відрізок СС" характеризує частину поздовжньої деформації витої 
пружини, спричинену закручуванням елемента ds витка, тобто 

С'С" = dл. == Rd<p. 

Оскільки насправді скручуються всі витки пружини, які мають загаль
ну довжину s, то переміщення нижнього кінця пружини відносно верхнього 
визначається формулою 

л. = f Rd<p = R f Mкpds = RМKp f ds. 
С] С]

(s) (s) р р (s) 

Ураховуючи, що наближено довжина дроту, з якого виготовлено ци
ліндричну пружину з числом витків n, буде 

f ds = 21tRn, 
(s) 

деформацію пружини визначимо за формулою 

М R 
л. = с7 2тtRn, 

р 

або, підставляючи в цю формулу Мкр =РR та J
p 

=пd4/32 : 

64РR Зn 8PD 3nл. -...:....,.-=-- (9.54) 
Gd 4 Gd 4 

Формули (9.53) та (9.54) дають змогу перевірити міцність і визначити 
подовження (або осадку) циліндричної гвинтової пружини. 
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Допустимі нах:ру~ення на зріз при розрахунку сталевих пружин виби
рають залежно вІД Діаметра дроту пружини; як правило, для загартова

ної пружинної сталі 

[Т] =500 МПа при d =6 мм; 
[Т] = 400 МПа при d = 10 мм; 
[Т) =350 МПа при d =12 мм. 

Для хромонікелевих сталей при розтяганні пружин з діаметром дроту 
12.. .16 мм беруть [Т] =700 МПа. Для фосфористої бронзи з модулем пруж
ності при зсуві G = 4,4 · 104 МПа при d < 16 мм вибирають [Т] = 130 МПа. 
Такі допустимі напруження можна брати тільки при постійних наванта
женнях. При повторно-змінних або ударних навантаженнях допустимі на
пруження істотно менші. 

Часто, розраховуючи амортизаційні пружини (пружини для зниження 
різких поштовхів) або ресори, за основу беруть енергію Т, яку має погли
нати пружина (ресора) під час експлуатації. При цьому виходять з того, 
що між зміщенням А пружини та силою Р, яка діє на неї, у межах пруж
ності існує прямолінійна залежність. Тому потенціальну енергію дефор
мації пружини можна виразити формулою 

3U =lPA= 2Р
2 

R 
З 
n 

2 Gd 4 

З іншого боку, з формули (9.53) через напруження можна виразити 
крутний момент: Т rr.d З 

М =PR = тах 
кр 16 

Тоді потенціальну енергію, яка накопичується в пружині, також можна 
виразити через напруження: 

2лRп лd 2 
2 

U =4(і-4- Ттах ' 

Оскільки 2лRп - довжина дроту (s), з якого виготовлено пружину, а лd2/4
площа його перерізу, то 

м2 

2лRn-=V 
4 

є об'ємом матеріалу пружини. Враховуючи це, потенціальну енергію пру
жини можна виразити формулою 

2 
U=T maxV (9.55)

4G . 

Отже, задавшись значенням максимального напруження ТтаХ = [Т), можна 
визначити об'єм пружини, який потрібний для поглинання заданої кінетич
ної енергії Т, дЛЯ того щоб не було перевищення допустимого напруження: 

[т]2 
т=и= 4G V, 

звідки 
v= 4GT. (9.56)

[Т ]2 
Конструюючи пружину за знайденим об'ємом їі матеріалу, потрібно 

вибрати їі параметри (R, d та n) з таким розрахунком, щоб при перевірці 
осадки пружини зазори між витками не закривалися. 

На закінчення зазначимо, що крім розглянутих циліндричних гвинто
вих пружин постійного перерізу з пологим нахилом витків є багато інших 
конструкцій витих пружин: конічні, призматичні та різноманітні фасонні 
(параболічні, двійчасті конічні, бочкоподібні тощо). При цьому крок 
витків пружини може бути як постійний , так і змінний, а переріз витка не 
тільки круглої, а й прямокутної форми. Методи розрахунку таких пру
жин досить складні й розглядаються в спеціальній літературі. 

Приклад 35. Запобіжний клапан діаметром d = 75.мм повинен відкриватися при 
K 

тиску парир =0,6 МПа, .мати ЗАюгу піднLиатися на висоту ло =20мм. Діаметр дроту 
сталевої пружини d = 12 мм, середній діаметр пружини 2R = 60 МАІ. Якщо немає на
вантаження, крок витків пружини t =17 мм; G =8 · 104 МПа. Визначимо потрібну 
кількість витків пружини для того, щоб при максимальному піднятті клапана ще зали

шався запас на дальше стискшmя не менший за А? = 15 мм. Знайдемо також початкове 
стискання пружини А та напруження L при пов-ному відкритті клапана.1 

Сила, яка піднімає клапан, 

nd 2 11: (75·10-2)2 
P=p-f=0,6 . 103 

' 4 кН=2,65кН. 

При цій силі пружина, згідно з формулою (9.54), має таку початкову осадку : 

64PR 3n 64.2,65 . 10-3(3.10-2)3 n 
Аl = --4- = • = 0,00276п м = 0,276п см. 

Gd 8.104(1,2.10-2) 

Повна осадка пружини в навантаженому стані складається з А , потрібного піднят1 
тя Ао та запасу А2 . ЦЯ сума має дорівнювати різниці кроку пружини t та діаметра 
дроту пружини, помноженій на кількість витків, тобто 

Аl +'-0 +А2 = n(t-d), 
або 

0, 276п+2+1,5= п(I , 7-1,2), 
звідки 

3,5 16 . 
n = 0,224 "" ВИТКІв. 

Попередня осадка пружини 

Аl = 0,276п = 0,276 ·16 СМ = 4,4 СМ. 

Максимальне напруження в пружині при повному відкритті клапана дістанемо, 
пов'язавши вирази для А та 'тах' З формули (9.54) 

'Л.d 4G
Р=-

64R 3n· 
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Підставляючи це значення Р у формулу (9 .53) для 1:тах, знайдемо напруження при 

повному відкритrі клапана : 

ЛdС 6,4 .1,2.10-4 ·8·104 МПа ",339 МПа.
21:тах =-

4R пп 4(3.10-2 )216n 

Приклад З6. Гвинтова nружи//а виготовлена з дроту d = 4 ММ. Внутрішній діаметр 
nружU1Щ D I = 46 МА/. У наnруженому стаІІі зазор ІІа просвіт між витками II = І мм; 
G =8 . 104 МПа. ВUЗllачU!t/о, яка nотрібllа сила для стискаllllЯ nРУЖИIlИ, щоб зазора не було. 

Середній діаметр пружини 

D =2R= D, +d =(46+4) мм =50 мм . 

Зазор закривається , якщо осадка одного витка буде дорівнювати йому, тобто 
3 

Л =11 = 64PR 
Gd 4 ' 

звідки 
8.107(04 '10-2)4 01 .10-2 Р= Gd411 " 2--"-----'---"""3,.--- кН = 2,05· І 0- кН = 20,5 Н. 

64R 3 
64(2,5 .10-2) 

Приклад З7. Дві nРУЖИІІИ І і 2 (рис. 231), які звиті з дроту одllакового діаметра 
d = 10 мм і мають однакову кількість витків n =10, стискаються штоком клапана. 
Висота зовllіШIlЬОЇ nРУЖИIlИ 1 у вільному стані ІІа а =60 мм більша, ніж в1lутріШIlЬОЇ 
nРУЖИIlИ 2. Зllайдемо зусилля, о садку та lІаnружею/я КОЖIIOЇпружини, якщорадіус осьо
воїліllії витка зовllішньоїnружи//и R I = 50..l/М, в1lутрішньоїR2 = ЗО ММ, зусилля Р = 4 кН 
та модуль nРУЖ1l0сті при зсуві G = 8·104 МПа. 

Позначимо через РІ та Р2 зусилля, які припадають на кожну з пружин . З рівняння 
рівноваги клапана випливає, що 

ІХ = lj +Р2 - Р = о. (9.57) 

Отже, задача один раз статично невизначувана. 

Друге рівняння, потрібне для визначення невідомих РІ і Р2, діста
немо з умов сумісності деформацій :

х 

(9.58)
р Л'=Л2+ а , 

де ЛІ та Л2 - осадки відповідно зовнішньої та внутрішньої пружин
2 f під дією сил Р І та Р2: 

64PtRI 
3 n 

ЛІ = --4-; (9.59) 
Gd 

3
Л _ 64P2R2n (9.60)

2 - Gd 4 

Підставивши вирази дЛЯ ЛІ та Л2 в (9 .58), матимемо 


Рис.2Зl 

64ljR?n 64P2Ri n ---= +а 

Gd 4 Gd 4 ' 
або в числовому виразі : 

64lj (5 .10-2)3 10 64Р2 (З. IО-2 )3 10 - 2 
4 +6 ·10 , 

8',104 . 103 (~.10-2 )4 8.104 . 103 ( 1 ·10-2 ) 
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звідки 

125lj -27Р2 =75. 

Розв'язуючи останнє рівняння сумісно з (9.57), яке слід переписати у вигляді 

lj +Р2 =4, 
знайдемо 

lj = 1,2 кН; Р2 = 2,8 кН . 

Осадка зовнішньої пружини, згідно з формулою (9.59), 

64Р. R3n 64 ·1, 2·10-3 (5 ·10-2 )31 О 
ЛІ =__І_і_=. м=0,12м=12см. 

Gd 8.104 (1.10-2) 

Для внутрішньої пружини 

64Р R3n 64 .2,8 .10-3(3 .10-2) 
3 

10 
" Л2= 2/ = • м=0, 06м=6см. 

Gd 8.104(1.10-2) 

Максимальні дотичні напруження у витках зовнішньої та внутрішньої пружин, 
згідно з формулою (9.52), відповідно 

'І = 16lj:1 (1+~)= 16·1, 2·10-3 '0,з05(1+~)мпа =321 МПа; 
м 4R1 з,14(1 ' 10-2) 4·0,05 

'2 = 16P2R2(1+~)= 16·2,8·10-3 .0,03(1+~)мпа =463 МПа. 
м3 

4R2 з, 14(1.10-2)3 4·0,03 . 

§ 59. Концентрація напружень при крученні 

Концентр~ція напружень, або місцеве збільшення напружень, спричи
нюється різкою зміною форми деталі (наявністю надрізів, отворів, різьби, 
різкою зміною перерізів стрижнів та ін.). 

Найбільше напруження при крученні в зоні концентрації, обумовлене 
зазначеними концентраторами, виражається як добуток номінального 
напруження '"н на коефіцієнт концентрації напружень СХ,: 

'тах=СХ,'н' (9.61) 

Тут '"н обчис~юється за формулами опору матеріалів, зокрема, для вала 
круглого перерІЗУ 

І, ,= Мкр Г' (9.62) 
н J ' 

р 

СХ, є відношенням максимального напруження в зоні концентрації, обчис
леного в припущенні абсолютної пружності матеріалу, до номінального 
напруження,тобто 

СХ, =, тах /, н . 
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d 

Як зазначалося раніше, цей коефіцієнт називається 
теоретичним коефіцієнтом концентрації" і визначається 
методами теорії пружності чи експериментально (поля
ризаційно-оптичним методом, тензометруванням, за ме
тодом аналогій). 

Зауважимо, що коефіцієнт концентрації напружень для 
виточки (або надрізу) при даній й глибині і розмірах де
талі залежить здебільшого від кривини поверхні по дну 
виточки. 

Рис. 232 Для ілюстрації впливу форми виточки на коефіцієнт 
концентрації напружень розглянемо паз (шпонкову ка

навку) з різко окресленими кутами (рис. 232). Досліди, проведені з порож
нистим валом зовнішнього діаметра dз =254 мм та внутрішнього d = 

B =147 мм з глибиною паза h =25,4 мм та завширшки Ь =63,5 мм при різних 
радіусах рвикружки в кутах, свідчать, що найбільші напруження в заокругле
них кутах дорівнюють найбільшим у такому самому валу без паза, помно
женим на коефіцієнт концентрації а" значення якого наведено в табл. 14. 

Як видно з табл. 14, концентрація напружень може бути знижена 
збільшенням радіуса заокруглення в кутах . 

Другий типовий приклад концентрації напружень, який часто буває 
на практиці, - це кручення валів змінного східчастого поперечного пере
різу (рис. 233). Максимальна концентрація напружень має місце на початку 
заокруглення, тобто в точках т на рис . 233. При цьому максимальне на
пруження залежить від співвідношень р : d та D : d, де р - радіус заокруг
лення, а D та d - діаметри спряжуваних циліндричних частин східчастого 
вала. Картина розподілу дотичних напружень при крученні в зоні кон
центрації, тобто в місці спряження двох діаметрів, має приблизно такий 
вигляд, як показано на рис. 234 для випадку D/d =1,2 та 2p/d =0,1. Залеж
ності а, = f (2p/d) при різних співвідношеннях D : d наведено на рис. 235. 

З аналізу наведених графіків випливає, що при певному співвідношенні 
діаметрів D і dTa малих значеннях радіуса заокруглення р місць спряжен
ня двох діаметрів вала коефіцієнти концентрації напружень можуть бути 
більше трьох. 

Слід мати на увазі, що для пластичних матеріалів при статичних наван
таженнях концентрація напружень не є небезпечною, оскільки за раху
нок текучості матеріалу в зоні концентрації відбувається перерозподіл 
(вирівнювання) напружень. Проте у валах, виготовлених з крихких мате
ріалів , наприклад із загартованої сталі, внаслідок концентрації напружень 
в місцях заокруглення двох суміжних діаметрів вала навіть при статич
них навантаженнях можуть виникнути тріщини , які призводять до руй

Таблиця 14 

р , мм 2,54 5,08 7,62 10, 16 12,70 15,24 17,78 

ат 5,4 3,4 2, 7 2,3 2, 1 2,0 1,9 

а.rl<lll! t-J, ZmJ t
тlEt& 	
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нування вала. Тому, конструюючи деталі з крихких матеріалів, навіть за 
умови статичного навантаження їх, слід більше уваги приділяти геометрії 
відповідних переходів, щоб запобігти великій геометрії відповідних пере
ходів, щоб запобігти великій концентрації напружень. Щодо впливу кон
центрації напружень при повторно-змінних навантаженнях, то вона, як 
буде показано в розд. 21, має істотне значення навіть для пластичних ма
теріалів. 

Наприкінці розглянемо приклад концентрації напружень навколо ма
лого радіального отвору в порожнистому тонкостінному валу при кру
ченні (рис. 236). Двома парами взаємно перпендикулярних площадок, на
хилених під кутом 450 до твірних вала, виділимо навколо отвору якийсь 
елемент abcd (рис. 237). Ці площадки для розглядуваної задачі кручення 
будуть головними, а тому по гранях елемента abcd діятимуть тільки нор
мальні напруження а та аз, які однакові за модулем, але різні за знаком.l 
Абсолютні значення їх , як відомо, дорівнюють дотичним напруженням с , 
що діють в перерізі, де розміщений отвір, і які визначаються у відповід
них точках поперечного перерізу за формулами теорії кручення. 

Аналізуючи напружений стан розглядуваного елемента і враховуючи, 
що отвір малий, а стінки вала тонкі, легко переконатися, що цей напруже
ний стан аналогічний тому, який має місце в тонкій пластині з малим от
вором, розтягнутій в одному напрямі де
яким напруженням а =L та стиснутій та
ким самим за модулем напруженням у на

прямі під кутом 900 до першого . 

Отже, задача про визначення концен
трації напруження біля отвору малого 
діаметра в стінці скручуван ого труб
частого вала зводиться до визначен ~ 
ня концентрації напружень в тонкій пла ~ 

стині з малим отвором, яка зазнає у Рис. 236 Рис. 237 
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Рис. 238 

взаємно перпендикулярних напрямах розтягання та стискання напружен

нями cr =". 
Коефіцієнт концентрації напружень в стінці вала з отвором знайдемо, 

взявши суму концентрацій у відповідних точках, яка має місце в двох ок
ремих випадках (рис. 238). 

Як уже зазначалося (див. § 32, рис. 118, а), при навантажуванні за схе
мою рис. 238, а значення максимальних розтягальних напружень в точ
ках т у три рази вищі за напруження, які діють на контурі пластинки, 
тобто а =3. Водночас у точках n, розміщених під кутом 900, виникають 
стискальні напруження, які приблизно дорівнюють за модулем розтягаль
ним напруженням, що діють на контурі пластинки. Очевидно, при схемі 
навантажування рис. 238, б картина напружень в точках т та n буде іншою. 
Отже, якщо просумуємо ці два напружених стани, то в точках т мати

мемо 

атах = Зcr + cr = 4а, 

а в точках n 
crmin =-3а-а=-4а, 

тобто коефіцієнт концентрації в стінці трубчастого вала з малим отво

ром ат = 4. 
Отже, 

'тах a,'tH , 

де 
Мкр Мкр 

'н =т' 'тах = 4т· 
р р 

Такий високий коефіцієнт концентрації напружень при крученні валів 
з отвором (часто такі отвори роблять для мащення) зобов'язує особливо 
обережно підходити до добору розмірів валів, які виготовляються з крих
ких матеріалів, і, крім того, передбачати технологічні засоби зниження 
концентрації напружень, про які вже йшлося. 

1О згинРозділ 

§ 60. Нормальні напруження при плоскому згинанні 
прямого стрижня 

Розглянемо випадок чистого плоского згинання балки (рис. 239, а). Із 
шести внутрішніх силових факторів, які можуть діяти в ії поперечних пере
різах у загальному випадку згинання, при чистому згинанні не дорівнює 
нулю тільки згинальний момент М. Вісь балки деформується в площині, 
що збігається з силовою (на рис. 239 - у площині креслення). В § 17 було 
зазначено умови, необхідні для того, щоб згинання було плоским. У цьо
му параграфі виведемо формули для обчислення напружень в будь-якій 
точці перерізу. Поки що не будемо вводити ніяких обмежень щодо фор
ми та розміщення силової площини (за винятком того, що силова площи
на має проходити через вісь стрижня). 

Згідно із загальним планом (див. § 26), розпочнемо виведення зі статич
ного аспекту задачі. Проведемо поперечний переріз т - т на довільній 
відстані х від початку координат (рис. 239, а). В площині перерізу (рис. 239, б) 
проведемо координатні осі у та z: вісь у сумістимо з силовою лінією (лінією 
перетину силової площини з площиною перерізу), а вісь z проведемо на 
довільній поки що висоті , але перпендикулярно до осі у. Вісь х спрямуємо 
перпендикулярно до площини перерізу. Виділимо в перерізі елемент площі dF, 
координати якогоу та z. Узагалі на елемент могли б діяти напруження cr та ". 
Проте при чистому згинанні всі зусилля та моменти, пов'язані з дотичними 

напруженнями, - Qy' Qz та Мкр - дорівнюють нулю. 
Отже, з усіх умов рівноваги (3.29) - (3.34) залишаться тільки три: 

N =JcrdF-'УМ = JcrzdF- М =JcrydF. (10.1)'z 
F F F 

Проте у цьому прикладі в перерізах балки діє тільки згинальний мо
мент M z, тому 

N=O·, М =0·, Mz=M. (10.2)у 

Із залежностей (10.1) та (10.2) маємо 

f crdF = О; f crzdF = О; f crydF = М. (10.3) 
F F F 

Переходячи до геометричного аспекту задачі, розглянемо картину де
формацій тієї самої балки (рис. 240). Досліди, проведені на еластичних 
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Рис. 239 Рис. 240 

(наприклад, гумових) моделях, які дають змогу легко добути значні де
формації, свідчать, що коли на поверхню моделі нанести прямокутну сітку 
ліній (рис. 240, а), то при чистому згинанні ця сітка деформується таким 
чином (рис. 240, 6): поздовжні лінії викривлюються по дузі кола; контури 
поперечних перерізів залишаються плоскими, про що свідчать поперечні 
лінії сітки, які залишаються прямими і перетинаються з поздовжніми лінія
ми пlД прямим кутом. 

На підставі сказаного можна зробити висновок, що при чистому зги
нанні поперечні перерізи балки залишаються плоскими і повертаються 
так, що залишаються нормальними до зігнутої осі балки. Отже, при чис
тому згинанні, як і при розтяганні (стисканні) та крученні круглих стриж
нів, буде справедливою гіпотеза плоских перерізів. 

Вимірюючи відстані між аналогічними точками контуру будь-яких 
двох перерізів, можна побачити, що при деформуванні ці відстані зміню
ються. Так, виявляється, що при а\ < а і а2 > а (рис. 240, а, 6). Отже, верхні 
поздовжні волокна балки укорочуються, а нижні - подОвжуються. Проте 
можна знайти і такі волокна, довжина яких при згинанні залишається не
змінною (ао = а). Сукупність волокон, які не змінюють своєї довжини при 
згинанні балки, називається нейтральним шаром (Н. ш.). Волокна, що нале
жать нейтральному шару, до деформації лежать в одній площині, а в де
формованому стані утворюють деяку циліндричну поверхню. В обох ви
падках кожний поперечний переріз балки перетинається з нейтральним 
шаром по прямій, яка називається нейтральною лінією (Н. л.) перерізу. 

При плоскому згинанні нейтральний шар виявляється перпендикуляр
ним до силової площини, а отже, нейтральна лінія перпендикулярна до 
силової лінії в перерізі. Будемо вважати, що вісь z (див. рис. 239, 6) прове
дена в перерізі таким чином, що вона збігається з нейтральною лінією 
(проте положення останньої по висоті перерізу поки що невідоме). 

Виділимо елемент балки двома суміжними поперечними перерізами 
т- т та n - n, які розміщені один від одного на відстані dx (рис. 241, а), 
та, взявши до уваги гіпотезу плоских перерізів, розглянемо його деформо
ваний стан (рис. 241,6). Перерізи т - т та n- n повертаються один віднос
но одного на кут drp і залишаються плоскими. Елемент аоЬо нейтрального 
шару перетворюється на дугу айЬй з радіусом р, а волокно аЬ, яке розмі

щено на відстані У від нейтрального шару, - на криволінійне волокно 
а\Ь\ з радіусом кривини р + у. Відносне подовження цього волокна 

, 
а\Ь\ -аЬ 

є = аЬ . 

Проте а\Ь\ =(р + У) drp та аЬ =dx, тому 

є = (р+ y~rp-dx. (10.4) 

Щоб спростити~цей вираз, розглянемо волокно аоЬо, яке належить ней
тральному шару. Иого довжина аоЬо =dx. Після деформації воно пере
творюється на дугу аоЬо = pdrp. Однак волокна нейтрального шару не 
змінюють своєї довжини при деформуванні, тому 

dx = pdrp. (10.5) 

Підставивши (10.5) у вираз (10.4) і скоротивши на drp, матимемо 

є=у/р. (10.6) 

Отже, розгляд геометричного аспекту задачі показав, що відносна 
поздовжня деформація пропорційна відстані волокна від нейтральної осі. 

Для того щоб записати закон Гука, що виражає фізичний аспект зада
чі, треба з'ясувати, в якому напруженому стані пер~буває волокно аЬ. На 
елементарній площадці dFзрізу (див. рис. 239, 6), як уже зазначалося, до
тичних напружень немає. Припускається також, що волокна матеріалу, 
розміщені вздовж балки, не тиснуть одне на одне, а тому напруження між 
ними дорівнюють нулю. Отже, волокно аЬ перебуває в лінійному напру
женому стані - зазнає простого розтягання або стискання. Тому для нього 
закон Гука (у відносних координатах) слід записати так: 

є = (J / Е. (10.7) 

Переходячи до синтезу ре
зультаТІВ розгляду трьох аспек

тів задачі, виключимо Є із залеж
ностей (10.6) та (10.7): 

Е
о=-у. (10.8) 

р 

Підставляючи (10.8) у третє 
рівняння (10.3) та враховуючи, m 

dx 

n 
що Е і р як величини, що не за
лежать від положення елемента _Оо 
dF у перерізі, можна винести за 

а 
знаКІнтеграла,матимемо 

х тІ ЕІ 2Р У dF=M. 
а 

Рис. 24]F 
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Згадавши, що f у2dF = Jz є моментом інерції перерізу відносно осі z, 
F 

можемо останню формулу переписати у вигляді 

-І = -М (10.9) 
Р EJz 

Нарешті, підставивши вираз (10.9) у формулу (10.8), знайдемо, що 

a=My/J ' (10.10)z 

Ця формула, яку вперше було виведено французьким ученим К. Навьє, 
дає змогу визначати нормальні напруження при чистому згинанні балки 
в будь-якій точці й перерізу. 

Тепер залишилося тільки з'ясувати, де в перерізі розміщена вісь z 
нейтральна лінія перерізу . Щоб відповісти на це запитання, внесемо вираз 
для а з формули (10.10) у перші два рівняння (10.3): 

MfydF=O; м fyzdF=O. 
Jz Jz 

Оскільки M/J *- О, а 
F F 

z 

f ydF = Sz; f yzdF = Jyz, 
F F 

то 

Sz = О; (10.11) 

Jyz = О. (10.12) 

На підставі рівності (10.11) дійдемо висновку, що вісь z - нейтральна 
лінія перерізу - проходить через центр ваги (ц. в.) поперечного перерізу . 
Силова площина проходить через вісь балки, а отже, силова лінія (вісь у) 
проходить через центр ваги перерізу. Рівність (10.12) показує, що осі у та 
z - головні центральні осі перерізу. Цим визначається положення нейт
ральної лінії перерізу . 

Отже, якщо силова лінія збігається з однією із головних центральних 
осей перерізу, то згинання буде плоским, і нейтральна лінія перерізу буде 
збігатися з іншою головною центральною віссю. Інакше кажучи, якщо 
силова площина збігається з однією з головних площин стрижня, то ней
тральний шар збігається з іншою головною площиною. 

Зазначимо, що часто індекс z у позначенні моменту інерції випуска
ють, пам'ятаючи, однак, що J обчислюється відносно нейтральної лінії 
перерізу. 

Тепер проаналізуємо добуті результати. 
Формула (10.9) у проведеному виведенні хоч і була допоміжною, проте 

вона має і велике самостійне значення. Її можна трактувати як закон Гука 
при згинанні, оскільки вона пов'язує деформацію (кривину нейтрального 
шару l/р) зі силовим фактором- згинальним моментом, що діє в перерізі. 
Величина Е] має назву жорсткості перерізу при згинанні, Н . м2 . З форму
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Рис. 242 

ли (10.9) випливає, що коли балка виготовлена з однорідного матеріалу 
(Е =const) і має постійний переріз (] =const), то при чистому згинанні 
(М =const) й вісь викривляється по дузі кола (l/р =const і, отже, р =const). 

Формула (10.1 О) показує, що незалежно від форми та розмірів перерізу 
балки напруження в точках нейтральної лінії завжди дорівнюють нулю. 
Величина а лінійно зростає в міру віддалення від нейтральної лінії. При 
цьому напруження виявляються однаковими по ширині перерізу (вздовж 

лінії у =const). Отже, епюри а для будь-яких перерізів, що мають горизон
тальну вісь симетрії, завжди матимуть вигляд, наведений на рис. 242. Усі 
волокна, розміщені вище за нейтральну лінію, виявляються стиснутими, а 
нижче за неї - розтягнутими. Якщо згинальний момент матиме протилеж
ний знак, то верхні волокна розтягатимуться, а нижні - стискатимуться. 

Максимальні напруження (атах) мають місце в найбільш віддалених 
від нейтральної лінії волокнах, тобто у випадку симетричного перерізу 
відносно горизонтальної осі z при у =± h/2. Підставляючи це значення у 
формулу (10.10), дістанемо 

M(h/2) 
атах = J . 

Позначимо відношення J/(h/2) через W і назвемо його осьовим момен
том опору, мЗ. Тоді 

атах = м /W. (10.13) 

Якщо переріз балки не має горизонтальної осі симетрії, то нейтральна 
лінія зміщена відносно середини висоти перерізу (рис. 243) і напруження 
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атах у крайніх верхніх та атах у крайніх нижніх волокнах не будуть одна
ковими: 

(10.14)атах =М IW; a~ =М IW', 
де 

W=lIYmax; W'=lly:mx· (10.15) 

Характер розподілу нормальних напружень в поперечному перерізі 
для цього прикладу наведено на рис. 244. 

Здобуті результати дають змогу зробити певні висновки про раціо
нальні форми перерізу балки при чистому згинанні. На відміну від просто
го розтягання чи стискання при згинанні, як і при крученні, напруження 
в перерізі розподіляються нерівномірно. Матеріал у зоні нейтрального 
шару навантажений мало. Тому з метою економії матеріалу та зниження 
ваги конструкції, яка працює на згинання, слід вибирати такі форми пе
рерізу, щоб більша частина матеріалу була віддалена від нейтральної лінії. 
Ідеальним з цього погляду є переріз, який складається з двох вузьких пря
мокутників (рис. 245, а). Реально такий переріз нездійсненний, оскільки 
ці два прямокутники мають бути зв'язані між собою, щоб утворювати 
один переріз. Із застосовуваних на практиці профілів найближчий до іде
ального двотавровий переріз (рис. 245, 6). 

Згинальний момент, який переріз може витримати безпечно, залежить 
від моменту опору W. Обмежуючи максимальне значення напруження атах' 

що діє в перерізі, допустимим [о], згідно з формулою (10.13), визначимо 
допустимий згинальний момент 

(10.16)[M]=amaxW =[a]W. 

Затрата матеріалу пропорційна площі перерізу F. Отже, чим більше 
відношення W/F, тим більший згинальний момент витримує переріз із 
заданою площею (тобто із заданою вагою стрижня) і тим менше матеріа
лу піде на виготовлення стрижня, що витримує заданий згинальний мо
мент. Тому відношення W/F може бути взято за критерій, що оцінює якість 
профілю . 

Грунтуючись на цьому критерії (або просто звернувши увагу на те, 
яка частина матеріалу розміщена поблизу нейтральної лінії балки) , легко 
переконатися, що переріз, наведений на рис. 246, раціональніший, ніж 
суцільний круглий, а розміщення двотавра та прямокутника, наведене на 

рис. 247, а, при вертикальній силовій площині 
вигідніше за зображене на рис. 247, б. 

Усі формули цього параграфа виведено для 
випадку чистого згинання прямого стрижня. fДля загального випадку згинання дія попереч
них сил призводить до того, що гіпотеза плос
ких перерізів, на якій rpунтується виведення 
формули Навьєдля обчислення нормальних на
пружень, порушується, оскільки поперечні пе 1W~m 
рерізи не залишаються плоскими, а викривля
ються; поздовжні волокна взаємодіють між со

а б 
бою, тиснуть одне на одне і, отже, перебувають 

Рис. 247 
не в лінійному, а в плоскому напруженому стані. 


Проте практика розрахунків свідчить, що і при поперечному згинанні ба


лок і рам, коли в перерізі крім М діють N та Q, можна використовувати 


формули, виведені для чистого згинання. Похибка при цьому дуже незначна. 


§ 61. Дотичні напруження при згинанні 

При поперечному згинанні, коли в поперечних перерізах бруса діють 
Q та М, виникають не тільки нормальні напруження о, а й дотичні 't, для 
визначення яких виведемо відповідну формулу. 

Як уже зазначалося (див. § 26), задача про визначення напружень у 
пружному тілі завЖдИ статично невизначувана і потребує розгляду трьох 
аспектів задачі. Проте можна прийняти такі гіпотези про розподіл напру
жень, при яких задача стане статично визначуваною. Тоді немає потреби 
використовувати геометричні та фізичні рівняння, а досить розглянути 
тільки статичний аспект задачі. Саме так і будемо виводити формулу для 
визначення 't при згинанНl. 

Будемо виводити на прикладі балки прямокутного поперечного пере
різу (рис. 248, а). 

Двома близькими поперечними перерізами А І В І та А2В2 виділимо еле
мент балки (рис . 248, 6) завдовжки dx. Як видно з епюр, в обох перерізах 
Q та м додатні, причому в перерізі А ІВІ 

Q=Q(x); М=М(х), 
а в перерізі А 2В2 

Q=Q(x); M=M(x)+dM. 

Отже, в проведених перерізах діють нормальні та дотичні напружен
ня . Нормальні напруження на лівому та правому торцях виділеного еле
мента на підставі залежності (10.10) визначаться формулами 

а'=МУ ; a.. =(M+dM)y . (10 .17) 
l z l z 

242 243 



81 82 H+dH 

і' \-A~ "х ,:) ~ 
б 

IJ. 8 в 

пІ П2.с::: 

~ 
с:,. !j, 

а 

-§' 

г д 

Рис. 248 

Введемо два припущення про характер розподілу дотичних напружень 
у балках прямокутного перерізу: • 

1) 't скрізь паралельні поперечній силі Q; 
2) в усіх точках перерізу на певному рівні (у =const) 't однакові (тобто 't 

постійні по ширині та залежать тільки від відстані точкидо нейтральної лініі). 
Ці припущення справедливі, якщо Ь« h. 
Відсічемо частину елемента балки, провівши горизонтальну площину 

т\ - т2 на відстані у від нейтрального шару (рис. 248, в, д). Очевидно, в 
гранях А \А 2т2т\, С\ С2n2n\ та А \А 2С2С\ взагалі немає ніяких напружень, 
оскільки ці грані є частиною зовнішньої поверхні балки. Обчислимо рівно
дійну нормальних напружень, розподілених по грані A\C\n\m t. На еле
ментарну площадку dF =bdr], проведену паралельно нейтральНІЙ осі z на 
відстані 11 від неї (рис. 248, г), діє елементарна осьова сила dN\ =а'dF = 
=(М (x)11/J) dF. Тоді шукана рівнодійна 

N\ = f cr'dF=fM(x)ТJdF=M(x)fТJdF. 
lz lz 

~ ~ ~ 
Оскільки f ТJdF =Sz (у) є статичним моментом площі, що міститься 

р; 

між рівнем у Tk краєм балки, то 
М(х)

N\ =-l-Sz (у). (10.18) 

Аналогічно в грані А 2С2n2т2 рівіlOдійна нормальних напружень а" 
М (x)+dM

N 2 = Sz(y). (10.19)
lz 

Значення S7 (у) буде, очевидно, таким самим, як і для лівого перерізу. 
у грані n\n;т2т\ діють нормальні напруження, оскільки при попереч

ному згинанНІ волокна тиснуть одне на одне. Однак цими нормальними 

напруженнями нехтують як неістотними для розрахунку на міцність. Крім 
того, згідно із законом парності дотичних напружень, тут обов'язково 
виникають і напруження т' =т, причому вони напрямлені так, як наведе
но на рис. 248, д. 

Оскільки розмір dx грані n\n2т2т\ елемента малий, можна вважати, 
що т' рівномірно розподілені по цій грані й, отже, дають зусилля 

dT = " ьсь: = тьш. 

Запишемо тепер умову рівноваги паралелепіпеда А \А 2С2 С\n\n2т2т\: 

LX = N 2 - N \ - dT =о. 
Підставляючи сюди зусилля, дістаємо 

[М (х)+ 	dM ]Sz (у) М (х )Sz (у) -тьсь: = о, 
lz lz 

або 
тьсь: = dMS z (у). 

lz 
Поділивши це рівняння на bdx та враховуючи, що dM/dx =Q, оста

точно знайдемо формулу для визначення дотичних напружень у перерізі 
балки при згинанні 

't = QSz (у ). (10.20)
blz 

Ця формула вперше була виведена російським інженером Д. І. Жу
равським і носить його ім'я. Незважаючи на те що покладені в основу гі 
виведення гіпотези справедливі тільки для вузьких прямокутних перерізів 
балок (при h/b > 2), на практиці нею можна користуватися для будь-яких 
перерізів, крім тих місць у перерізі, де є вузькі прямокутники, розміщені · 
перпендикулярно до Q- полиці двотавра, швелера. 

Для довільного перерізу (рис. 249) величини формули (10.20) мають та
кий зміст: Q=Q(х) - модуль поперечної сили в то
му перерізі, де визначаються дотичні напруження; Q
17 - момент інерції цього перерізу відносно його ней
тРальної лінії; Ь =Ь (у) - ширина перерізу на рівні, 
де визначаються дотичні напруження т; S_ (у) - аб
солютне значення статичного моменту відНосно ней z
тральної лінії тієї частини площі F (у), яка міститься 
між лінією, де визначається т, та краєм перерізу. 

Отже, формула (10.20) дає тільки модуль т. Що
до напряму т, то відповідно до вихідного припу
щення воно вважається паралельним Q і напрям
леним у бік його дії. 

Ij 

Рис. 249 
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Побудуємо епюру 't для прямокутного перерізу (рис. 250). Проведемо 
лінію mn, паралельну нейтральній лінії й віддалену від неї на довільну 
відстань у, і знайдемо значення 't у точках цієї лінії. Лінія mn відсікає пло
щу F (у) =ь (h/2 - у). Статичний момент цієї площі 

S z (у)= F(у)уц, в =Ь(1- у)[Y+~(1- у)] = 
(10.21) 

=bh
2 [1_ 4

h
i 
2 

J. 
8 

Підставляючи (10.21) у формулу Журавського (10.20), а також зважа
ючи на те що l z =М3112, маємо 

bh
2 

1-4і 
2 

8 	 h 3 Q [ 4і J (10.22)'t=Q ьм3 =2М 1-7 . 
12 

Змінна у входить до формули в другому степені, отже, епюра 't буде 
параболічною. У найвіддаленіших від нейтральної лінії точках перерізу 
у =± h/2 і 't =О. ДЛЯ точок нейтральної лінії при у =о дотичні напруження 
будуть максимальні: 

3 Q 	 3 Q (10.23)'[ тах =2М =2 F' 

За цими даними і побудовано епюру дотичних напружень у стрижні 
прямокутного перс::різу (рис. 250). 

Для круглого поперечного перерізу (рис. 251) введені вище гіпотези 
про характер розподілу дотичних напружень по перерізу не виконуються. 
Однак з певним ступенем точності можна вважати, що вертикальну скла
дову дотичних напружень, які виникають у поперечному перерізі на рівні 
у від нейтральної лінії, можна визначити за формулою Журавського. Для 

круглого перерізу матимемо 4Q [ і J 
'[=-- 1-- . 	 (10.24) 

R231tR 2 

Виконавши відповідні обчислення статичного моменту S_ (У), згідно з 
рис. 251: 

b(y)=2rcoscp; y=rsin<p; dy=rcoscpdcp; 

Sz(y)= f ydF; dF =b(y)dy = 2r2 cos2 qШср; 
F 

n/2 3 
Sz (у) = f ydF =2г3 cos2 cpsin qШср =1!:....,

о 3 

обмежимося визначенням '[тах : 

't =Sz (y)Q= Q.2r
3

.4 =і~=іQ=lззQ (10.25) 
тах b(y)Jz 3.2г.nг4 3nг2 3 F ' F' 

Епюра 't знову параболічна, причому максимальне дотичне напруження 
't буде в точках нейтральної лінії (у =О), а мінімальне - в найвіддалені
ших від нейтральної лінії точках (У =± г). 

Приклад 38. Побудусмо епюри зміни нормальних та дотиЧllих lІаnруже/lЬ по ви
соті nоnеречного перерізу двотаврової балки М 12, якщо в перерізі діють згиналыlйй 
момеит М =2 КН · .оІ1 та nоnереЧ/lа сила Q =10 кН, 

За таблицею сортаменту (дод. І) знаходимо основні розміри профілю (рис, 252), 
момент інерції площі поперечного перерізу Іх = 350 см4 та статичний момент площі 
половини цього перерізу Smax = 33,7 см . 

Нормальні напруження в точках поперечного перерізу на відстані у від нейтраль
ної лінії (по лінії тт) визначимо за формулою Навьє (10.10). 

Максимальні за абсолютним значенням напруження будуть при Утах = h/2. Визна
чимо їх ; 

3 0-2Му _ 2·10- ·6 ·1 МПа =34, 28 МПа. 
атах =-у;- 350.10-8 

....., ....... 
Q34,28 	 .L 

d=Ч,8 

с::. 

~ f1 
І, 

~ 
т 	

ЩОб 
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Рис. 252 
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Епюри напружень (1 наведено на рис. 252 ліворуч від профілю перерізу балки. 
Дотичні напруження в точках поперечного перерізу балки на відстані у від нейт

ральної лінії визначаємо за формулою Журавського (10.20). 
Для побудови епюри дотичних напружень обчислимо 1: у кількох характерних точ

ках: а) в крайніх волокнах (по лінії АВ); б) у місці спряження полиць із стінкою (в 
точках 1 і 2), причому вважатимемо, що точки 1 і 2 розміщені нескінченно близько до 
межі полиці, але лежать по різні боки від цієї межі ()lля ясності це місце на рис. 252 
зображено окремо); в) у точках нейтральної лінії. 

Для точок лінії АВ статичний момент S_ (у) = S_ (h/2) = о, оскільки лінія АВ не 
відсікає ніякої площі . Отже, в точках лінії А В напру~ення 1: =о. 

Для точки 1 ширина перерізу Ь =6,4 см, статичний момент визначатиметься ста
тичним моментом полиці. З досить високим ступенем точності полицю можна вважа
ти прямокутником з розмірами Ь х І. Тоді 

Sz (у) = Szn = bt(hI2-t 12) = 6,4· 0,73(6-0,365) см3 = 26,3 см3 . 
Дотичні напруження в точці 1 

1: 	 10·10-3 ·26,3·10-6 МПа = 1,18 МПа. 
1 6,4.10-2.350.10-8 

Для точки 2 статичний момент залишається практично тим самим, проте ширина 
перерізу d = 0,48 см . Тому дотичні напруження в точці 2 

1: = 10 ·10-3.26,3·10-6 МПа=1567МПа 
2 0,48.10-2.350.10-8 ' . 

Отже, при переході від точки 1 до точки 2 дотичні напруження різко збільшуються. 
Для точки нейтральної лінії ширина перерізу d = 0,48 см, а статичний момент слід 

взяти для половини перерізу балки. Очевидно, це буде найбільша величина для цього 

перерізу - Sz шах. Тоді 

1:=1: = 10.10-3·33,7.10-6 МПа = 20,06 МПа. 
шах 0,48.10-2.350.10-8 

На підставі цих даних будуємо епюри 1: для нижньої половини перерізу. Для верх
ньої половини внаслідок симетрії профілю відносно осі z епюра буде симетричною. 
Епюру т наведено на рис. 252 праворуч від профілю балки. 

Побудована епюра дещо умовна, оскільки дає справедливі значення 1: тільки для 
точок стінки, досить віддалених від полиць. Поблизу полиць дотичні напруження в 
стінці підвищуються внаслідок того, що місце спряження полиці зі стінкою є джере
лом концентрації напруження. 

Формула (10.20) та розглянуті приклади дають підставу зробити деякі 
загальні висновки щодо розподілу дотичних напружень у перерізах при 
поперечному згинанні балок: 

1) вигляд епюри "t залежить від форми поперечного перерізу балки; 
2) у крайніх найбільш віддалених від нейтральної лінії точках "t завж

ди дорівнює нулю; 
3) найбільшого значення дотичні напруження для більшості видів пе

рерізів балок досягають на нейтральній лінії перерізу, причому 

QSmax 
= --;;], 	 (10.26)ТтаХ 

де Smax - статичний момент ~оловини площі перерізу. Формулу (10.26) 
можна подати також у ВИГЛЯДІ 

Q (10.27)"тах = k F' 

де k - коефіцієнт, який залежить від форми перерізу; для прямокутного 
перерізу k = 1,50; для круглого - k =1,33; 

4) формулою Журавського можна користуватися для визначення до
тичних напружень у будь-яких точках масивних профілів. 

Міркування щодо визначення дотичних напружень при згинанні ба

лок тонкостінних профілів викладено в § 72. 

§ 62. Розрахунок на міцність при згинанні 

у попередніх параграфах ми вивели формули для обчислення нормаль
них а та дотичних"t напружень при плоскому поперечному згинанні ба
лок. Ці формули дають змогу скласти умови міцності для перевірки та 
добору перерізів деталей, що працюють на згинання. Щоб здобути ці 
умови, з'ясуємо, в якому напруженому стані перебувають елементи стриж
ня, що зазнають плоского згинання. Заради більшої конкретності розгля
немо балку, зображену на рис. 253. 

На рис. 253, а наведено схему навантаженої балки, а також побудова
но епюри М та Q. На рис. 253, б зображено фасад балки. У різних зонах 
по висоті балки виділено елементарні кубики, одна з граней яких збігається 
з площиною поперечного перерізу балки. На рис. 253, в як приклад наве
дено переріз А - А та виділені в ньому елементи 3 і 13. 

'tDIrH 

А-А 

f'1:4,811Ж1 ,Q=f9/(H 

~ Яв-ПI1Н 
~ С Ів ІІ8/1'Н 

lN D 

,11}i11"111 і j 11]:01І 1'/'111 I1 

18 
PIIIIWlIIIIII @/(Н 

t..d"J 11 )..;.:111 "'~ І 11 І І І 1 І 11 , І І І І І ІІІ І 11 1~ 

б 
Рис. 253 

@КНН 

8 
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«тах 'r Елементи 1, 2, 12, 1 З та 14 виділені в 
крайніх точках перерізу. Тут 't = О,~ Іб~ ~D ~~I-I' ! а =атах і елементи зазнають простого- розтягання (J 2, 13) або стискання (і, 

а б в 14), тобто перебувають в лінійному на
Рис. 254 

пруженому стані (рис . 254, а). 
Елементи 6, 7 та 8 виділені біля точок нейтрального шару, де а =О, а 

't = 'Стах ' тому по їхніх гранях діють тільки дотичні напруження і, отже, 
вони перебувають в умовах чистого зсуву (рис. 254, 6). 
У вертикальних гранях елементів З, 4, 5, 9, 10 та 11, що збігаються з попе

речними перерізами балки, виділених у довільних точках балки, діють і а, і 
'С, тому елементи перебувають у плоскому напруженому стані (рис. 254, в) . 

Значення а і 't та їхні напрями залежать від значень та напрямів М і Q 
в розглядуваному перерізі та від положення елемента по висоті перерізу. 
Напрями напружень визначаються напрямами зусиль Мта Q. Треба пам'я
тати, що епюри М будують на стиснутих волокнах. Тому елементи 1, З, 
1О, 14 та 11 зазнають стискання, а елементи 9, 12, 1 З, 4, 2 та 5 - розтягання. 
Щоб визначити напрям 'с, слід звернути увагу на знаки Q у відповід

них перерізах. Наприклад, у перерізі А - А зусилля Q від'ємне, а отже, 
намагаючись повернути обидві частини розсіченої балки проти годинни
кової стрілки, Q діє на лівий бік перерізу вгору (рис. 253, в). Саме так і 
будуть напрямлені 't у правій грані елемента З; у решті граней напрями 't 

визначаються законом парності дотичних напружень. 
Значення напружень у різних елементах можна знайти за формулами, 

виведеними в попередніх параграфах: 
а) для елементів 1, 2, 12, 1 З та 14 

атах = М /W; 


б) для елементів 6, 7 та 8 


't = QSzтax = k Q . 
тах іЬ F' 


в) для 2,4,5,9, 10 та 11 


МУ . QSz (y) 
а=т, 1= іЬ . 

Якщо балка має, наприклад, прямокутний переріз із розмірами, наведе
ними на рис. 253, в , при Ь =5 см, h =10 см, F =50 см2, k =1,5 

5 ·103 4 4
W =5.10 

2 
см3 =83 зсм3 . J = -u- см = 417 см .

6 " 

Тоді для елементів 2 та 14 (ІМІ = 18 КН · м) 

а = 18 ·10-3 МПа = 216 МПа; 
тах 83,3 .10- 6 

для елемента 7 (lQI = 19 КН) 

1тах =1,5 . 19.1~-3 МПа=5, 7МПа; 
50 ·10 

для елемента З (М = 4,8 КН· м; IQI = 19 кН) 

у =3см ; S=(S-3)5(З + S ;3)СМ3 =40см3 ; 

а = 4,8.10-3.3 ·10-2 МПа = 345 МПа. 
417·10-8 " 

'С= 19·10-3·40 ·10-6 МПа =3 7 МПа 
. 5 ·10-2·417·10-8' 
1 т. д. 

Отже, при поперечному згинанні балки й матеріал перебуває в неод
норідному плоскому напруженому стані. При цьому умова міцності має 
бути записана для так званої небезпечної точки балки, тобто тієї точки, 
де матеріал перебуває в найбільш напруженому стані. Небезпечною буде 
одна з таких трьох точок: а) точка, де нормальне напруження досягає 
найбільшого значення; б) точка, де дотичне напруження досягає найбіль
шого значення; в) точка, де а та 'С, хоч і не набувають найбільших зна
чень, але в своїй сукупності створюють найвигіднішу комбінацію, тобто 
найбільше еквівалентне напруження за прийнятою для розрахунку тео
рією міцності. При цьому таких точок може виявитися кілька. 

Якщо орієнтуватися на першу небезпечну точку, розміщену в крайніх 
волокнах того перерізу балки, де згинальний моментМ набирає максималь
ного значення, а елемент перебуває в лінійному напруженому стані (наприк
лад, точки 2 та 14 на рис. 253), умову міцності можна записати у вигляді 

атах =Мтах /W ~ [а] . (10 .28) 

Друга небезпечна точка лежить на нейтральній лінії того перерізу, де 
поперечна сила найбільша (на рис. 253 це точка 6 і взагалі будь-яка точка 
на ділянці нейтрального шару, де Q =Qmax). у такій точці спостерігаєть

ся чистий зсув (рис. 254, в) , тому умова міцності набирає вигляду 

1 = QmaxSmax = k Qmax < [1] (1029)
тах Ьі F - . . 

Щодо третьої небезпечної точки, то її положення не таке певне. Проте де 
б ії не було вибрано, в ній завжди буде плоский напружений стан, при якому 
по гранях виділеного елемента діятимуть нормальні та дотичні напруження 
(рис. 254, в). Головні напруження визначатимуться за формулами 

а = .!.(a+~a2 +412) . 
1 2 ' 

(10.30) а2 = О; 

аз = ~ (а - ~Гa-2-+-4-1-2 ). 
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Підставляючи ці вирази у формули для еквівалентних напружень за 
різними теоріями міцності [(7.2), (7.6), (7.11), (7.20), (7.21)], дістаємо умо
ви міцності: 

creKB І = ~[cr+ ~cr2 + 4.2 ] ~ [cr]; (10.31) 

_І-!! l+!!"; 2 2 
cr eKB ІІ - -2- О" + -2- cr + 4'[ ~ [cr]; (10.32) 

crеквП! =Jcr2 +4.2 ~[cr]; (10.33) 

2cr
eKB 

IV =..;cr + з.2 ~ [cr]; (10.34) 

І-m І+m/2 2 
cr eKBM =-2-cr+-2-vcr +4'[ ~[cr], (10.35) 

де m =[0"+]/[0"_]. 
Для розрахунку балок з пластичних матеріалів рекомендується корис

туватись умовами міцності, виходячи з третьої або четвертої теорії 
міцності [формули (10.33) та (10.34)]. 

Зазначимо, що здебільшого небезпечною є крайня точка того перері
зу, де М ' Тому на практиці перевірний розрахунок балок на міц=Мтах
ність полягає ось в чому: 

1) знаходять neбезnечнuй nереріз балки, тобто той переріз, в якому діє 
найбільший за абсолютним значенням згинальний момент; 

2) за таблицею чи розрахунками визначають момент опору W пере
різу відносно нейтральної лінії; 

3) застосовують тільки одну умову міцності (10.28), яку тому і назива
ють основною. 

За цією схемою для більшості профілів легко можна виконати також 
проектувальний розрахунок; тоді умова міцності (10.28) записується у 
ВИГЛЯДі 

W~Mmax/[cr]· (10.36) 

Визначивши потрібний момент опору балки та вибравши певний 
профіль поперечного перерізу, добирають його розміри. 

Розглянемо деякі приклади розрахунку балок за основною умовою 
міцності. 

Приклад 39. Для балки (рис. 255) , вважаючи заданими розміри І, О, dтадоnустиме 
напруження [а] , знайдемо допустиме навантажеllllЯ [Р] . 

Небезпечним перерізом буде, очевидно , місце закріплення балки, де діятиме мак
симальний згинальний момент Мтах = РІ. Момент опору в цьому разі 

= п03 dw (1_(14) . 
32 ' (1=[5 ' 

~!IIIII ~,:: Ш ІІІ*t=d.*. 
q 

Рис. 255 ~~-r=d-I-Небезпечними точками в балці будуть верхня 
та нижня точки перерізу в місці закріплен ш~Wt
ня, умова міцності для яких запишеться так: б в г 

а 

_ М тах _ 32РІ < [ ] 
атах - W - 3( 4) а . 

пО 1+(1 

1-+ -Іl-1 тЗвідси 

д е ж зР:";[Р]= п03 (1-(14)[а] 
32і Рис. 256 

Приклад 40. На балку (рис. 256) діє наваllтажеш/я 100 кН, рівIl0мір//о розподілене 
по прогону. Матеріал балки Ст3 ([cr] = 160 МПа). Треба добрати різні варіанти nере
різів балки. На рис. 256, а-з горизонтальними осьовими лініями зображено нейтральні 
лінії. 

Небезпечний переріз розглядуваної балки буде посередині прогону в місці дії мак
симального згинального моменту 

qz2 qi · i Рі 100·1,6 
М =-=--=-=---кН'м=20кН , м 

тах 8 888 . 

Небезпечними точками цього перерізу будуть точки, найбільш віддалені від нейт
ральної лінії. Умова міцності для них така: 

М 20.103 
а =~=--<[а]=160МПа
тах W W - . 

Звідси дістанемо потрібне значення моменту опору: 

Wрозр = 20.1036 м3 =125·10-6 мз =125 см3 . 
160·10 

Знайдені розміри перерізу округлюють до найближчих стандартних, тому фактич
ний момент опору W може відрізнятися від розрахункового Wрозр ' У результаті напру
ження в небезпечній точці відрізнятиметься від [а] і , отже, відбуватиметься перенапру
ження (Ііа> о) або недонапруження (Ііа < о) , де 

-[] М /W-M /W
Іі = атах а 100 % тах тах розр 100 % = 
а [,;] Мтах / Wрозр 

W -W 
~100 01W 10. 

При розрахунках на міцність відхилення розрахункових напружень від допусти
мих мають бути в межах ± 5 % значення допустимих напружень . 

Щоб порівняти ваги балок різних варіантів перерізів , ураховуючи, шо вага про
порційна площі F перерізу, визначимо також і площу Р. ДЛЯ більшої наочності здо
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буті розрахунком розміри поперечних перерізів округлятимемо до найближчих 
більших цілих чисел, а для стандартних профіліjl братимемо найближчий профіль з 
більшим моментом опору. 

І . ДЛЯ перерізу, зображеного на рис. 256, а, 

W= 1(:23 ~125смЗ; d~~32~25 см=10,83см . 
Вибираємо d = 11 см = 110 мм; тоді 

1(·1 ІЗ З - 125-130,5100 % = -4,2 %;W=--з2=130,5см; Оа - 130,5 

1( ·1122 2
F =-4-СМ =95,Осм . 

2. Для перерізу, зображеного на рис. 256, б, 


Ь(2Ь)2

w= __ =lЬЗ >125смЗ . b>~187 5см=5 72см6 3 - , - , , . 

Вибираємо Ь = 6 см = 60 мм; тоді 

W =16ЗсмЗ =144 см з .
3 ' 


125-144100 % = -13,2 %; F =6·12 см 2 =72 см 2 .
Оа 144 
3. Для перерізу, зображеного на рис. 256, в, 

W = 2Ь/2 

= ~ьз ~ 125 смз ; Ь ~ vii5 см = 7,21 см. 
Вибираємо Ь = 7,5 см = 75 мм; тоді 

W =!7,5З смз = 140,5 смз ; Ба = 125-140,5100%=_11 %;
3 140,5 

F = 7,5 · 15 см2 = 112,5 см2 . 

4. Для перерізу у вигляді двотавра (вибираємо двотавр N.! 18), наведеного на 
рис. 256, г, 

125-143100%=_12,6%; F = 23,4 см 2 .w=w =143смЗ . Оz ' а 143 

5. Для перерізу, зображеного на рис. 256, д, прийнятними виявляються профілі 
N.! 50 та 55, перший з яких дає незначне перенапруження (1,6 %), а другий має по
мітний надлишок міцності (16,7 %); вибираємо двотавр N.! 50. Тоді 

W=W =123смЗ . О =125-123100%=16%· F=100cM2 
z ' а 123 " . 

6. Для перерізу у вигляді двох двотаврів (рис. 256, е) прийнятним профілем буде 
двотавр N.! 14. У цього перерізу 

W -2W -2817 з -1634 з. < _125-163,41000/ --23 50/.
- Z - • t СМ - ,СМ, иа - 163" /'0 - , / 0, 

F = 2·17,4 см2 = 34,8 см2 . 

7. Для перерізу, зображеного на рис. 256, Ж, момент опору всього перерізу не 
дорівнює сумі моментів опору W кожного профілю, а має визначатися діленням моz 

менту інерції перерізу відносно нейтральної лінії на відстань від нейтральної лінії до 
крайніх волокон, тобто на висоту одного профілю: 

W= 2[lz+(h l l2/F1] 

h1 
де h1, F1, lz, Wz - відповідно висота, площа перерізу, момент інерції та момент опору 
одного двотавра. 

Виберемо двотавр N.! 12. Для нього 


2(350+62.14,7) з з 

W= СМ =1466см·

12 " 

Ба = 125 -1~6,6 100 % =-14,7 %; F = 2 .14,7 см 2 = 29,4 см 2. 
146, 

8. Для перерізу у вигляді двох рівнобоких кутників (рис. 256, з) момент опору до
рівнює сумі моментів опору кожного профілю. Проте в таблицях сортаменту для кут
ників значення W немає. Тому визначаємо момент опору перерізу як 

W=2~,
b-ZO 

де lz, Ь, Zo мають той самий зміст, що і в таблицях сортаменту (небезпечними точками 
будуть нижні кінці кутників). 

Безпосередньо визначити, який саме профіль слід взяти, важко, тому розглянемо 
два варіанти перерізів: 

1) для кутника 140 х 140 х 12 

W = 2146~,9 см З 
= 119,3 смЗ ; 


2) для кутника 160 х 160 х 10 


W = 21672:,з смЗ 
= 132 смЗ 

Останній варіант з погляду міцності кращий. Маємо 

W = 132 смз ; F = 2·31,4 см 2 = 62,8 см 2 ; 
0=125-1321000/.=_530/
а 132 О, 10. 

Результати розрахунків зведемо в табл. 15, котра дасть змогу вирішити, які з до
бутих перерізів раціональні, а які ні. Так, з останньої графи бачимо, у скільки разів 

Таблиця 15 

Відхилення від 
Переріз 

на рис. 256 
розрахункової 

міцності, % 

Площа 
перерізу, см2 Відносна вага 

а 

б 
в 

г 

д 
е 

ж 

з 

4,2 
13,2 
11,0 
12,6 
1,6 

23,5 
14,7 
5,3 

95,0 
72,0 
112,5 
23,4 
100,0 
34,8 
29,4 
26,8 

4,06 
3,08 
4,81 
1,00 
4,27 

- 1,49, 

j1,26 
2,65 

255 

J 
254 
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балка того чи іншого перерізу важча, ніж двотаврова балка (рис. 256, г), вага якої 
виявилася найменшою, тому взята за одиницю. 

Закінчуючи дослідження напруженого стану в балці при згинанні, зро
бимо ще деякі додаткові зауваження та доповнення щодо згинання балки 
прямокутного поперечного перерізу (рис. 257, а). Епюри нормальних о' 
та дотичних 't напружень в перерізі n - n наведено відповідно на рис. 257, 
б та в. За значеннями напружень о' та 't у кожній точці по висоті перерізу 
n - n можна визначити головні напруження: розтягальні о' І та стискальні 
О'з' епюри яких наведено на рис. 257, г та д відповідно. 

За напруженнями о' І та О'з (або о' та Т) у кожній з точок по висоті балки 
можна знайти також максимальні та мінімальні дотичні напруження, які 
діють в перерізах, нахилених під кутом 450 до перерізів з головними на
пруженнями 0'1 та О'з у цій точці. Ці дотичні напруження визначаються за 
формулою 

_+О'І-О'З _+1 f 2 2
'тах -_---, або'tтах -_-"О' +4•. 

. 2 . 2 
тш тш . 

Епюри дотичних напружень Ттах та Ттіп зображено на рис. 257, е та ж 
відповідно. 

Зазначимо, що при поперечному згинанні (коли М"* О, Q"* О) у точках 
на ~ейтральній лінії абсолютні значення т, 0'1' О'з, Ттіп ' Ттах будуть одна
коВІ. 

Перевіряючи міцність балки, визначають головні напруження. Іноді 
важливо знати також і напрями головних напружень в усіх точках балки. 
Зокрема, це потрібно при конструюванні залізобетонних балок, в яких 
арматуру треба розміщати в напрямі дії найбільших розтягальних напру
жень, тобто в напрямі о' І' 
Щоб пояснити сказане, розглянемо напрями головних напружень в 

різних точках деякого перерізу І балки (рис. 258). Тонкими лініями зобра
жено напрями 0'1' а товстими - О'з' Продовжимо напрям 0'1 для точки 2 
до перетину зі суміжним перерізом у точці 2'. У цій точці визначимо знову 
напрям розглядуваного головного напруження і, далі роблячи так само, 
дістанемо ламану лінію 2 - 2' - 2" - 211І. У границі ця ламана лінія пере
твориться на криву, дотична до кожної точки якої буде збігатися з напря

:::з= 
I1>O;Q>O q 

Д•••••.•• t t t t t t t t t fП:l,tl 
, б,~tI!Н- 2 

І J 

10J ~ б, 
--tl]t

-...-. 1 І І І 
 ~:ЩІ
1 !l ді JY 

Рис. 258 Рис. 259 

мом відповідного головного напруження в точці дотику. Цю криву нази
вають траєкторією головного напруження. Напрям траєкторії головних 
напружень залежить від виду навантаження та умов закріплення балки. 
Очевидно, через кожну точку балки проходять дві траєкторії головних 
напружень (відповідно 0'1 та О'з), які перетинаються між собою під пря
мим кутом. 

у залізобетонних балках арматуру прагнуть розміщати приблизно в 
напрямі траєкторій головних розтягальних напружень о' І (рис. 259). 

§ 63. Про раціональну форму перерізу балки 

у § 60 вже йшлося про раціональну форму перерізу балок при чистому 
згинанні. Тут на підставі розглянутих прикладів розрахунку на згинання 
цю проблему розглянемо дещо докладніше. 

Іноді крім форми перерізу балки велике значення має його орієнту
вання відносно силової площини. Як видно з табл. 15, найбільш раціо
нальним є двотавровий переріз, поставлений так, щоб його нейтральна 
лінія збігалася з віссю, відносно якої lz =lтах' Гіршим буде переріз, скла
дений з двох двотаврів, поставлених поряд або один та інший. Значно 
гірші будуть перерізи з двох рівнобоких кутників та прямокутний. Нера
ціональний також круглий переріз, оскільки вага балки такого перерізу 
майже в 4 рази перевищує вагу рівноміцної балки двотаврового перерізу, 
що має ту саму міцність. Тому вибір круглого перерізу може бути виправ
даний тільки конструктивними або технологічними міркуваннями (на
приклад, для обертових деталей). Зовсім нераціональний переріз, орієн
тований так, що нейтральна лінія збігається з віссю 1тіп (варіанти в та д 
на рис. 256 та в табл. 15). 

Зазначимо також, що коли в умові міцності 

О'тах =м /W ~ [0'] 
94·508 256 257 
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максимальне напруження близьке до допустимого, 
то це не означає, що переріз добрано вдало, оскіль
ки при іншій формі перерізу та значно меншому атах 
балка може виявитися набагато легшою. 

Викладені висновки випливають з розгляду прикла
ду 40. Ці висновки справедливі для будь-якої балки, яка 
зазнає плоского згинання та виготовлена з пластично

го матеріалу, оскільки характер навантаження та схема 
балки впливають тільки на значення розрахункового згинального моменту. 

Для балок, виготовлених із крихкого матеріалу, висловлені рекоменда
ції втрачають силу, оскільки для нього допустиме напруження на розтяг 
[а+] значно менше, ніж допустиме напруження на стиск [а_ ]. У цьому разі 
недоцільно вибирати перерізи, нейтральна лінія яких є віссю симетрії пе
рерізу і, отже, максимальні напруження в розтягнутих та стиснутих зонах 
однакові. Раціональний такий переріз, в якого атах у розтягнутій зоні знач
но менше, ніж атах у стиснутій зоні. Досягти цього можна, вибираючи 
форму перерізу, при якій нейтральна лінія була б зсунута в бік розтягну
тої зони. Приклад такого перерізу та відповідну епюру напружень а на
ведено на рис. 260. 
У цьому параграфі було розглянуто деякі питання, пов'язані з раціо

нальною формою перерізу балки. Якщо говорити про раціональність бал
ки в цілому, то слід мати на увазі, що М та Q неоднакові в різних пере
різах по довжині балки. Тому розміри, добрані за небезпечним перерізом, 
виявляються занадто великими для інших перерізів балки. Ці обставини 
спонукають з метою економії ваги та матеріалу застосовувати балки змін
ного перерізу. Основи розрахунку таких балок розглянуто в § 69. J 

§ 64. Повний розрахунок балок на міцність f 
усі розглянуті приклади розрахунку на міцність при згинанні належать J 

до тих випадків, коли небезпечною є одна з точок крайніх волокон балки 
(див. рис. 253, 6) і напружений стан в ній лінійний (див. рис. 254, а). Як уже 
зазначалося, здебільшого такого розрахунку досить. 

Проте хоч і нечасто, але буває таке, коли небезпечна точка належить 
нейтральному шару. В ній матеріал зазнає чистого зсуву (див. рис. 253, б 
та 254, 6), і для розрахунку слід використовувати умови міцності (10.29). 
Така ситуація може бути тоді, коли при великих поперечних силах у пере
різах балки діють незначні згинальні моменти, наприклад при коротких 
прогонах і значному поперечному навантаженні. 

Приклад 41. На балку (рис. 261) діє рівНО.мірно розподілене навантаження 
q = 120кН/м. Прогін 1= 70 см, nереріз балки двотавровий, матеріал Ст3 ([а] = 
=160 МПа; [1:] = 100 МПа). Треба добрати розміри балки. 

Виберемо переріз балки з умови міцності за нормальними напруженнями: 

атах =М тax/W$[a]. 

Найбільший згинальний момент буде в середньо
му перерізі балки: 

2 2
М =L= 120·0,7 кн. =735кН .

тах 8 ом, м. 

З умови міцності 

W = МтаХ =~M3 =46.10-6 м3 =46см3 . 
[о] 160.103 

За таблицею сортаменту вибираємо двотавр ,NQ 12, 
в якого W = 58,4 см3 , а J = 350 см . 

Найбільша поперечна сила буде в опорному пе
рерізі: 

=ql=120.0,7ICН=42ICНQ
тах 3 2 . 
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Рис. 261 

Перевіримо міцність балки за дотичними напруженнями. Умова міцності, згідно з 
формулою (10.29), має вигляд 

'тах = Qma~Jmax $[,]. 

Ширина перерізу по нейтральній лінії Ь =0,48 см (у сортаменті вона позначена літе
рою d). За таблицею сортаменту знаходимо, що Smax = 33,7 см3 . Підставивши числові 
значення в останню формулу, матимемо 

42·10-3 ·337.10-6 
'тах 2' R МПа =84,25 МПа <[,]= 100 МПа. 

0,48·10- ·350·10

Отже, розміри перерізу балки задовольняють умови міцності як за нормальним, 
так і за дотичним напруженнями. 

Приклад 42. Треба вибрати двотавровий nереріз для балки, зображеноїна рис. 262, а. 
Матеріал балки Ст3 ([а] =160 МПа; [1:] =100 МПа). 

Побудувавши епюри Qта М, робимо висновок, що небезпечними можуть вияви
тися такі точки балки : 

а) крайні точки (рис. 262, б, точка 1) перерізу С; 
б) точка, розміщена в місці з'єднання стінки з полицею (рис. 262, б, точка 2) у 

перерізі праворуч від опори А; 

пр"" 'И" ІІІ'!!! 1" ""Ч 

~ 
';'> 
..::: 

а 

Рис. 262 

258 259 



в) точка, що лежить на нейтральній лінії цього самого перерізу (рис. 262, 6, точка 3). 
Доберемо поперечний переріз балки, вважаючи небезпечною точку J уперерізі С. 

З умови міцності (І 0.28) маємо 

W = Мmах =~M3 =6.10-4 м3 = 600 см3 . 
[о] 160.103 

За таблицею сортаменту знаходимо потрібний профіль N.! 33, в якого W = 597 см3 . 
Тоді напруженWI в точці J 

96·10-3 
Оmах = -6 МПа =160,8 МПа. 

597·10 
Це більше за допустиме, але перенапруження становить всього 0,5 %. 

Тепер знаходимо геометричні характеристики двотавра N.! 33, потрібні для пере
вірки міцності в точках 2 та 3 перерізу А . Згідно з таблицею сортаменту, 

J = 9840см4 ; Smax = 339 см3 ; 

ширина перерізу стінки, що відповідає точкам 2 та 3, d = 0,7 см. Дістаємо 

Sп = 14·1,12·15,94 см3 = 250 см3 . 
Перевіряємо міцність у точці 3 перерізу балки безпосередньо праворуч від опо

ри А. За умовою міцності (10.29), враховуючи, що Qmax = 191,4 кН, знаходимо 

J = QmaxSmax 191,4.10-3 ·339·10-6 МПа =94,2 МПа < [Т]= 
тах bJ 0,7·10-2 ·9840.10-8 

=100 МПа. 

Перевіряємо міцність у точці 2 цього самого перерізу. Матеріал Ст3 пластичний, 
тому скористаємось умовою міцності (10.34) за ІУ теорією міцності: 

ОеквІУ = ~02 +зт2 ~ [о]. 
у перерізі діють 

м =87,1 кН ' м та Q=Qтax =191,4 кН. 

Тому в точці 2 
_Му _ 87,1.10-3(16,5-1,12)10-2 МП - 361МП . 

0- _ а -І, а, 
J 9840.10-8 

_QmахSп _191,4.10-3.250 .10-6 МП -69 3МП' 
Т----- а-, а, 

Ь] 0,7.10-2.9840.10-8 

Оекв ІУ = ~02 +зт2 = 0~1 +3 :~ = 136,1 )1 ... ?.n "Q МП" = 

= 181,4 МПа> [о] = lБО МПа. 

Отже, у вибраній балці небезпечною виявляється точка 2 перерізу праворуч від 
опори А, причому перенапруження в ній становить 14 %, що недопустимо. Тому замість 
профілю N.! 33 слід взяти профіль N.! 3б. 

Слід зазначити, що в балках з тонкими стінками (двотавр, швелер) 
небезпечною може виявитися точка, розміщена в місці з'єднання стінки з 

полицею. Це буває тоді, коли до балки прикладене значне поперечне на
вантаження, причому є перерізи, в яких М та Q одночасно великі. Один з 
таких перерізів і буде небезпечним. 

Отже, якщо балка має тонкостінний переріз і до неї прикладені значні 
поперечні навантаження, то слід виконувати повний розрахунок на 
міцність. Якщо розрахунок проектувальний, то спочатку можна добрати 
переріз за основною умовою міцності (10.28), а потім здійснити перевірку 
за всіма умовами міцності. 

§ 65. Концентрація напружень при згинанні 

При згинанні, як і при розтяганні або крученні, в місцях різкої зміни 
форми або розмірів поперечних перерізів спостерігається концентрація 
напружень. Якщо навантаження статичне, то концентрація напружень в 
деталях з пластичного матеріалу не є небезпечною завдяки перерозподі
лу напружень у зоні концентрації внаслідок текучості матеріалу. При 
крихких матеріалах, коли не доводиться розраховувати на обмеження мак
симальних напружень, оскільки рівень останніх буде визначатися тимча
совим опором матеріалу, при розрахунку деталі на міцність слід урахову
вати концентрацію напружень. 

Залежно від ступеня різкості порушення форми або суцільності матеріа
лу по довжині буде той чи інший ступінь концентрації напружень, тобто 
локальне підвищення напружень. 

На рис. 263 наведено епюри нормальних напружень, які виникають в 
стрижнях, якщо немає концентрації напружень (рис. 263, а) та якщо є кон
центрація (рис. 263, 6). В останньому випадку внаслідок різкої зміни пе
рерізу вала в крайніх волокнах перерізу діють максимальні напруження 
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а-теоретичний коефіцієнт концентрації, зна
чення якого залежить від співвідношення діа
метрів d та D спряжуваних ділянок стрижнів, 

х а також від радіуса заокруглення r у місці спря
ження цих ДІЛянок. 

Значення а залежно від d/D та r визнача
"ь 

ються методами теорії пружності і наводяться 
Рис. 265 в довідковій літературі у вигляді відповідних 

графіків чи таблиць. Зокрема, для круглої галтелі при відношенні D/d =3 
та 1,5 на рис. 264 наведено графік залежності теоретичного коефіцієнта 
концентрації а від відношення r/d. 

Розглянемо й інші типові випадки концентрації напружень при зги
HaHНl. 

Двобічна зовнішня виточка (рис. 265). Із збільшенням глибини двобіч
ної симетричної виточки коефіцієнт концентрації наближається до свого 
граничного значення. При цьому внаслідок так званого закону згасання, 
згідно з яким чим більше максимальне напруження в місці концентрації, 
тим різкіше згасання напруження при віддаленні від найбільш напруже
ної зони, істотно впливає на коефіцієнт концентрації тільки кривина біля 
дна виточки. Форма решти виточки мало впливає на коефіцієнт концен
трації. Враховуючи останнє і вважаючи, що виточка має форму гіпербо
ли, формулу для визначення максимальних напружень у зоні концентрації, 
виведену в теорії пружності для випадку чистого згинання (рис. 266), мож

на записати у вигляді 4a/p.,Ja/p 

(10.37)
атах = ан з[ .,Ja/p +(а/Р-l) arctg.,Ja/p ]' 

де ан =3M/2a2d - номінальне напруження (без урахування концентраціі). 
На рис. 267 зображено залежність найбільшого напруження від аlр, а 

на рис. 268 - криві теоретичного коефіцієнта концентрації а для різних 
співвідношень H/h залежно від plh. 
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Круглі та довгасті отвори в дуже широкому стрижні (рис. 269). При
пускається, що велика вісь отвору збігається з віссю стрижня або перпен
дикулярна до неї. На рис. 269 наведено графіки розподілу напружень для 
випадку, коли (Ір =25. При переміщенні від дна виточки вздовж ії конту
ра, а також уздовж осі у напруження швидко зменшується. Напруження, 
показані штриховою лінією, відповідають результатам, здобутим на 
підставі елементарної теорії згинання з урахуванням ослаблення стрижня 
внаслідок висвердлювання отвору. Для найбільшого напруження, яке 
виникає біля дна виточки, формулу можна записати у вигляді 

атах = ан (1 + .JїїP), (10.38) 
де 

а = 3М( . 

н 2МЗ ' 


8 - товщина стрижня. 


Залежність найбільшого напруження від (Ір наведено на рис. 270. Для 
круглого отвору атах= 2ан . Якщо довгастий отвір розміщений паралель
но осі стрижня, концентрації напружень біля отвору немає. 

Глибока зовнішня кільцева виточка на тілі обертання (рис. 271). Найбільше 
напруження при згинанні виникає на дні виточки, де матеріал перебуває в 
плоскому напруженому стані . На рис. 271 зображено розподіл напружень 
аІ' а2, аз у точках по поперечному перерізу в місці 

виточки, а на рис. 272 дається розподіл напру- бmа 
жень аІ та а2 на дні виточки залежно від співвідно- б б. 
шення alp при різних коефіцієнтах Пуассона . 1/ 

Досить поширеним концентратором напру- 4б. 
жень в машинобудуванні є різні поперечні отво- J( 

ри в деталях круглого перерізу, які працюють на 2б. 
згинання. При цьому коефіцієнт концентрації н 
напружень залежить від відношення діаметра 
поперечного отвору d до діаметра деталі D. За- о 10 20 ЗО 40t 

лежність а =j(d/D) наведено на рис. 273. ЇJ 
Рис. 270 
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Поширеними концентраторами напружень у різних деталях машин є 
також різного типу дрібні виточки на круглих деталях, що приводять до 
східчастості стрижнів. Коефіцієнт концентрації у цьому разі залежить в 
основному від співвідношення радіуса заокруглення r та меншого діамет
ра східчастого стрижня (діаметра виточки d). На рис. 274 наведено графік 
залежності а =f(rld) для розглядуваного випадку. 

Крім концентрації нормальних напружень, при згинанні іноді спосте
рігається концентрація дотичних напружень, зокрема при поперечному 

згинанні кутникових, швелерних, таврових та двотаврових балок. У цих 
випадках концентрація напружень обумовлюється різкою зміною товщини 
елементів перерізу балки в місцях з'єднання полиці зі стінкою. 

Як свідчать детальні дослідження карти
ни розподілу дотичних напружень при згиrx d 
нанні, наприклад у балці двотаврового перері

2,8 
зу, фактичний розподіл дотичних напружень 


не відповідає картині, наведеній на рис. 275, а, 

2,0 яку здобуто на підставі розрахунків за фор


мулою (10.20). По лінії 1- 1, яка збігається з 


1,2 віссю симетрії перерізу, розподіл дотичних на

О 0,2 0,4 0,6 0,8 

D 
d пpyжeHь з достатньою точністю зобразиться 


графіком рис. 275, б. По лінії 2-2, яка прохо

Рис. 273 

дить по самому краю перерізу, розподіл на

21 I".J І І tБНІЕ~
1112 а б в г . 

Рис. 275Рис. 274 
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пружень 't при малому радіусі заокруглення в місці з'єднання стінки з попи
цею зображатиметься кривою, наведеною на рис . 275, в. З цього графіка 
видно, що в точках вхідних кутів перерізу дотичні напруження теоретично 
досягають дуже великого значення . На практиці ці вхідні кути скругляють, 

напруження при цьому різко падають, і Їх розподіл у точках лінії 2-2 на
ближено можна зобразити кривою, наведеною на рис. 275, г. 

В усіх випадках значно зменшити концентрацію напружень можна, 
вводячи відповідні плавні переходи від одного розміру перерізу до іншо
го, закругляючи кути, зменшуючи жорсткість масивнішої частини деталі 
в місці переходу і т. п. 

Якщо при статичному згинанні концентрація напружень не є небез
печною, особливо для елементів конструкцій, виготовлених з пластич
них матеріалів, то при динамічних та повторно-змінних навантаженнях 
питанням концентрації напружень слід приділяти особливо велику увагу 
(див. розд. 21). 

§ 66. Диференціальне рівняння зігнутої осі балки 

у попередніх параграфах було розглянуто питання, пов'язані з розра
хунком балок на міцність. Здебільшого при практичних розрахунках де
талей, які працюють на згинання, треба також виконувати розрахунок на 

жорсткість. Підрозрахунком на жорсткість ми розуміємо оцінку nРУЖIlОЇ 
піддатливості балки під дією nрикладепого навантаження та добір таких 
розмірів nоnеречного перерізу, при яких переміщення не буде перевищувати 
встановлених нормами границь. Для виконання такого розрахунку треба 
навчитись обчислювати переміщення точок балки під дією будь-яких 
зовнішніх навантажень. Таке вміння потрібне також для розрахунків ста
тично невизначуваних балок. 

Розглянемо деформацію балки при плоскому згинанні. Вісь балки 
(рис. 276) під дією навантаження в одній з головних площин інерції (у пло
щині хОу) викривлюється в тій самій площині, а поперечні перерізи повер
таються й одночасно дістають поступальне переміщення в напрямі осі у. 
Викривлену вісь балки називають зігнутою віссю або nружною лінією. На 
рис. 276 та 277 зігнуту вісь зображено кривою лінією. 

Переміщення центра ваги перерізу в напрямі, nерnендикулярному до не
деформованої осі балки, називається nрогином балки в даному перерізі й 

х 

Рис. 276 Рис. 277 
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nозначаєтьсял~терою Ш. На рис. 276 та 277 
центр ваги довшьного перерlЗУ, взятого на 

ltf н 
. v [V, -

а ___ <::: J 21 ~ j 1 

)( 

'х відстані х від початку координат, пере
містився по вертикалі з точки 01 в точку 
02 на відстань О)02' Це переміщення і є про
гином балки W {х) у перерізі з абсцисою х. 
Найбільший nрогин балки називається 

Рис. 278 стрілою прогину і позначається літерою f 
Кут в, на який кожний nереріз повер

тається відносно свого початкового положення, називається кутом поворо
ту перерізу. Кут повороту також може бути визначений як кут між дотич
ною до пружної лінії й віссю х (рис. 277). 

Зазначимо, що довжина зігнутої осі, що належить нейтральному шару, 
при викривленні бруса не змінюється, отже, при цьому відбувається 
зміщення ії точок також у напрямі осі х (переміщення 010з на рис. 278). 
Проте здебільшого зміщення V такі малі, що ними можна нехтувати. 

Домовимось осі координат завжди розміщати так: початок координат 
поміщати на лівому кінці балки, вісь х напрямляти по осі балки право
руч, а вісь W - вгору. 

Прогин W будемо вважати додатним, якщо переміщення відповідної 
точки відбувається вгору, тобто в напрямі осі Ш. Кут повороту в будемо 
вважати додатним при повороті перерізу проти годинникової стрілки. 

Внаслідок малості деформації балок можна вважати, що tg в "" в. Ос
кільки тангенс кута повороту є похідною від ординати прогину: 

dw 
tge=~, (10.39) 

то з достатнім ступенем точності можна вважати кут повороту в (х) у 
даному перерізі таким, що дорівнює похідній прогину W (х) по абсцисі 
перерlЗУ: 

в (х) "" dW(x) (10.40)
dx' 

Отже, для визначення деформації балки в ії довільному перерізі треба 
насамперед здобути рівняння пружної лінії 

w=F(x). 
Виходячи з фізичної природи зігнутої осі балки, можна стверджувати, 

що пружна лінія має бути неперервною та гладкою (без будь-яких зломів) 
кривою, отже, вздовж всієї осі бруса мають бути неперервні функція W та 
ії перша похідна. Прогини та кути повороту і є переміщеннями перерізів 
балки при згинанні. Деформація тієї чи іншої ділянки балки визначається 
викривленням її зігнутої осі, тобто кривиною. Оскільки вплив попереч
ної сили на кривину балки незначний, то в загальному випадку попереч

ного згинання рівняння (10.9) можна записати у вигляді 
1 М(х) 

(10.41)р(х) = Еі(х)' 

З курсу вищої математики відоме таке рівняння кривини плоскої кривої: 
2d w 

1 dx2 
(10.42)-р(-х) =±-[--=-2]3/2'

1+(:) 

Тепер для здобуття диференціального рівняння зігнутої осі балки зали
шається прирівняти праві частини рівнянь (10.41) та (10.42), з'ясувавши 
попередньо питання про знаки. 

Якщо згинальний момент додатний, то пружна лінія своїм угнутим 
боком повернута вгору (рис. 279, а) і, отже, при взятому напрямі коорди
натних осей кривина k = l/р вважається додатною. При від'ємному зги
нальному моменті кривина теж від'ємна (рис. 279, 6). Якби вісь W була 
напрямлена вниз, то при додатному згинальному моменті кривина була б 
від'ємною (рис. 279, в), а при від'ємному моменті - додатною (рис. 279, г). 

Зберігаючи вибраний нами напрям осі W вгору, маємо відповідність 
між знаком моменту та знаком кривини, тому можна просто прирівняти 
праві частини рівнянь (10.41) та (10.42). Тоді 

d 2 w 

dx2 М(х) 
(10.43)

EJ(x)'[1+(:)2J/2 
Коли б вісь W була напрямлена вниз, то в правій частині треба було б 
поставити знак «мінус». 

Рівняння (10.43) називають точuuмрівнянням зігиутоїосі балки (бруса). 
Воно є нелінійним диференціальним рівнянням другого порядку, інтегру
вати яке, як відомо, досить важко. Внаслідок цього та оскільки в пере
важній більшості розглядуваних на практиці задач прогини малі, точне 
рівняння (10.43) замінюють наближеним - рівнянням для малих пере
міщень . 

у знаменнику рівняння (10.43) стоїть сума двох доданків : 

1+(:)2 =1+tg2e. 

При малих деформаціях значення другого доданка в багато разів менше, 
ніж першого. Дійсно, при розрахунках звичайних машинобудівних чи бу
дівних елементів норми допустимого прогину становлять 11100 ... 111000 
прогону залежно від умов роботи балки, а відповідні кути повороту не 
перевищують 10. Навіть при максимальному прогині ({= l/l00) найбіль
ший тангенс в буде такий: 

tge"" tg 1° ",,0,02. 
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Отже, значення tg2 0 не перевищує 0,0004, тобто дуже мале порівняно з 
одиницею. Тому цими величинами можна знехтувати без відчутної для 
практичних цілей помилки. Тоді дістанемо спрощене диференціальне 
рівняння пружної лінії 

d 2ш М(х) (10.44)
сіх2 = ЕІ(х)' 

в якому згинальний момент М (х) визначається для недеформованої бал
ки. Відтак рівняння (10.44) будемо називати основним диференціальним 
рівнянням nружної лінії балки (для малих деформацій). За його допомо
гою можна обчислювати лінійні та кутові переміщення в балках за будь
яких умов навантаження. 

Розв'язуючи задачу аналітичним методом, кути повороту 8 (х) та про
гини w (х) обчислюють послідовним інтегруванням основного диференці
ального рівняння (10.44). Проінтегрувавши рівняння перший раз, мати
мемо вираз для кута повороту 8 (х): 

dш ІМ(Х) сіх+С, 	 (10.45)e(x)=~= EJ(x) 

який містить у собі одну довільну сталу С. Інтегруючи другий раз, знахо

димо вираз для прогину w (х): 

Ш(Х)= Ісіх fZ~:i dx+Cx+D, (10.46) 

де є дві сталі Ста D. Значення цих сталих визначають з умов закріплення 
балки: 

а) якщо балка має кінці закріплення (рис. 280), то прогин та кут пово
роту в ньому дорівнюють нулю: 

ШВ =0; 8в =0. 	 (10.47) 

б) для балки на двох шарнірних опорах (див. рис. 277) дорівнюють 
нулю прогини на цих опорах: 

ША =0; ШВ =0. 	 (10.48) 

Зазначимо, що рівняння пружної лінії іноді зручно записати в іншій 
формі, вважаючи заданим не момент М (х), а навантаження q (х). Прига
давши, що d 2M (x)/dx2 =q (х), та продиференціювавши рівняння (10.44) 
двічі, матимемо 

~22 [ El (х/:;Х)] =q(x). 	 (10.49) 

Рівняння пружної лінії у формі (10.49) використовують при розрахун
ках балок на пружній основі та при розгляді коливань балок. 

§ 67. 	Приклади визначення переміщень 


інтегруванням диференціального рівняння 


зігнутої осі балки 

Розглянемо кілька прикладів визначення деформацій балок методом 
безпосереднього інтегрування основного диференціального рівняння 
(10.44), а потім виведемо правила побудови епюр кутів повороту та про
гинів, які потрібні при дослідженні деформованого стану балок при 
складній системі навантажень. 

Визначимо 8mах та Шmах для консолі постійного поперечного перерізу, 
навантаженої зосередженою силою Р на П вільному кінці (рис. 280). 

Згинальний момент у перерізі х будемо обчислювати як наслідок дії 
зовнішніх сил ліворуч від переРІЗУ: 

М(х)=-Рх. 

Підставляючи вираз для М (х) У рівняння (10.44), маємо 

d 2ш Рх 
dx 2 =- EJ 

Інтегруємо двічі: 

8(X)=-;;~+C; 

Ш(Х)=- :;~ +Cx+D. 

Для визначення сталих Ста D маємо граничні умови: 


1) при х = І ш = О; 


2) при х = І 8 = О. 


З другої умови 


РІ2 


8(1)=- 2EJ +С=О, 

звщки 

РІ2 (10.50)С= 2EJ' 
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Рх3 

ш(х)=---+--х+D.
БЕJ 2Е] 

Тоді рІ2 

З першої умови 
3 2 

(Z)=-~+~/+D=Oш БЕJ 2Е] ' 
ЗВІДки 

рl3 
(10.51)D =- ЗЕJ· 

Остаточні рівняння прогину та кута повороту такі: 

() Р (3 2 РІ3 [2 -+ ш х =--- х -ЗІ х+2!3) =--- - ЗХ (х)3]. (10.52)
БЕJ БЕJ І І ' 

8(х)= _L(x2 _/2) =~[1_(!..)2] . (10.53) 
2Е] 2Е] І 

Як видно з формули (10.52), пружна лінія балки є параболою третього 
порядку. 

Тепер можна визначити шmах та 8тах . Легко переконатися, що шmах та 
81l1ах мають місце на вільному кінці балки в точці А (при х = О). Отже, 

РІ3 

шmах =іА = - ЗЕJ; (10.54) 

РІ 2 

(10.55)8тах =8А = 2EJ · 

Від'ємне значення іА показує, що прогин відбувається в напрямі, проти
лежному напряму осі ш (тобто вниз). Додатний кут повороту 8 А показує, 
що переріз повертається проти годинникової стрілки. 

wl Порівнюючи вирази (10.50), (10.51)для 
q 

І І І І І І І І І І І І І І" 

o 

~ довільних сталих з (10.55) та (10.54) для 
8 (О) та ш (О), переконуємося, що С дорів

нює куту повороту на вільному кінці кон
солі (при х =О), а D характеризує прогин 
вільного кінця консолі (при х =О). 

Побудуємо епюри прогинів та кутів 
повороту для простої балки постійного 
перерізу (рис. 281), до якої прикладено 
суцільне рівномірно розподілене наванта
ження q. 

Опорні реакції 

RA =RB =q//2 . 

Згинальний момент у довільному перерізі 
ж 
З84[) ql qx2 

М(х)=-х--.
Рllс.281 2 2 

Складаємо диференціальне рівняння зігнутої осі: 

d 2ш =_1_( ql х- qx
2 J 

dx 2 EJl 2 2· 

Інтегруючи його двічі, маємо 

8(х)= dш =д!:..-х2 _~x3 +С (10.56)
dx 4БJ 6БJ ' 

ql 3 q 4
() (10.57)ш х =--х ---х +Cx+D. 

12БJ 24БJ 

Граничні умови такі: 


1) на лівому кінці прогин дорівнює нулю, тобто при х =О ш = О; 


2) на правому кінці прогин дорівнює нулю, тобто при х =І ш =о. 


З першої умови маємо 


ш(О)= D =о. (\0.58) 

Друга умова дає 

14 14 
ш(Z)=-q---q-+СІ=О

12БJ 24Е] ' 
звідки 

ql3 
(10.59)С=-24БJ· 

Підставляючи здобуті значення довільних сталих у рівняння (10.56) та 
(10.57), дістаємо рівняння зігнутої осі балки 

3 4ш(х)= qlx _ qx _ qz3x =_ qz3x [1_2(!..)2 + (!..)3] (\0.60) 
. 12БJ 24БJ 24БJ 24Е] І І 

та РІВняння кута повороту 

2 3dш qlx qx ql3 ql3 [ (х)2 (х)3] (10.61)8(Х)=Тх= 4Е] - БЕJ - 24Е] =- 24Е] І-б Т +4 Т . 

Для побудови епюр 8 (х) та ш (х) визначимо кути повороту по кінцях 
балки, а також прогин посередині прогону ш (//2) =.! Кути повороту на 
опорах знайдемо з рівняння (10.61). При х =О знайдемо кут повороту на 

лівій опорі 

І3 .q._._.8А =8(0)=-24БJ· (10.62) 

На правій опорі, тобто при х = І, 

[3 
8(Z)=8B =-q-. 

24БJ 

Порівнюючи значення довільних сталих Ста D з виразами для 8 (О) та 
ш (О), знову переконуємося, що вони відповідно дорівнюють куту пово

270 271 



роту і прогину на тій опорі, де розміщений початок координат: 
[3 

C=8(0)=--q_· D=w(O)=O
24ЕІ' . 

Зазначимо, що таким буде геометричний зміст довільних сталих на 
ділянці, яка примикає до початку координат, для будь-якої балки при 
ДОВІЛьному навантаженНІ. 

Підставивши у формулу (10.60) х =//2, визначимо максимальний про
гин посередиНІ прогону: 

5 ql4 

(10.63)і=- 384 ЕІ· 
З рівняння (10.60) пружної лінії випливає, що балка згинається по пара

болічній кривій четвертого порядку. Оскільки згинальний момент уздовж 
балки додатний, то це означає, що стиснуті верхні волокна і, отже, балка 
згинається ОПУКЛІстю вниз. 

Визначивши прогини в різних перерізах, відкладаємо Їх у певному 
масштабі вниз від базисної лінії. Сполучивши кінцеві точки відкладених 
відрізків кривої, дістанемо епюру прогинів ш. Ця епюра у вибраному мас
штабі відобразить зігнуту вісь розглядуваної балки. 

Для побудови епюри 8 відкладемо обчислені значення 8 А та 88 від 
базисної лінії вниз та вгору відповідно. З умови симетрії балки та наван
таження випливає, що посередині прогону балки (при х = 1/2) переріз бал
ки повертатися не буде, отже, 

8(l/2)=0. 

Відповідно до рівняння (10.61) епюра кутів повороту по довжині балки 
буде окреслюватися параболою третього порядку. Будуємо епюру по точ
ках (рис. 281), визначивши проміжні ординати: 

8(і) = _-.L ql3 . 8(11) = _-.L ql3 . 
4 384 EJ ' 4 384 EJ 

При цьому параболічна крива на лівій половині балки повернута угну
тістю вгору, а на правій - вниз. 

Розглянемо ще один приклад визначення переміщень. Для простої бал
ки постійного поперечного перерізу, навантаженої зосередженою силою 
Р у довільній точці С (рис. 282), треба: 

а) знайти рівняння пружної лінії та кутів повороту; 
б) обчислити прогини в точці С та посередині прогону балки, а також 

визначити стрілу прогину j та й положення ; 
в) обчислити кути повороту перерізів у точках А , В та С; 
г) побудувати епюри Q, М, 8 та ш, взявши Р = 180 кН, 1= 6 м, а = 

= 2,2 м, 1_ =46 470 см4 , Е =2 . 105 МПа. 
Даємо змогу читачеві самостійно розв 'язати цей приклад. Зазначимо лише, 

що на кожній з ділянок балки при інтегруванні диференціальних рівнянь прУж
ної лінії знайдемо по дві довільні сталі: СІ' D( та Сп' Dп. для визначення Їх до 

lJl р lJJi М80кН 

а=22нl b=J,8H tR -б6/(Н'. • • 8 
С ,n в 

х 

@)КН 

0кнм 
Рис. 282 

двох опорних умов балки w (О) =О; w (І) = 

=О слід додати умови nлавного та непе


рервного спряження ділянок АС та СВ у 


точці С при х =а: @ММ 

8(а)ЛіВ = 8(а)пр; w(а)ЛіВ = ш(а)пр· 

7,9
Ці додаткові умови виражають від

Рис. 283сутність розриву та злому пружної лінії 

балки під силою Р. 


ДЛЯ самоконтролю наводимо остаточні рівняння прогинів та кутів по
вороту: 

для ділянки АС 
РЬх ( 2 2)w () = - 6ЕЛ а +2аЬ - х ; (10.64)х 

8(х)=- 6~л(а2 +2ab-Зх2 ); (10.65) 

для ділянки ВС 

ш(х)= - 6~~1 [_а2/ + (а 2 +2Р)Х +х3 -зzх2 J (10.66) 

() Ра (2 2 2)8 х =--- а +2/ -6/х+3х . (10.67) 
6ЕЛ 

Епюри Q, М, 8, w зображено на рис. 283. 
Скористаємося результатами цього прикладу для того, щоб знайти 

абсциси перерізів з найбільшим прогином та значення f при різних поло
женнях вантажу Р на балці . Найбільший прогин буде в перерізі з коорди
наТОЮХj' де 

- dw =0.8 (хІ ) - dx (10.68) 

При а > Ь цей переріз розміщується на ділянці А С. 
Прирівнявши до нуля рівняння (10.65), матимемо 

_~a(a+2b) _ ~ 
(10.69) ХІ- 3 -V~-з-· 

Простежимо , як буде змінюватись абсциса перерізу з найбільшим про
гином при переміщенні сили Р від середини балки до правої опори . При 
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Ь ~O абсциса х f =1/ J3 =0,577/. Отже, навіть у граничному випадку, коли 
вантаж Р наблизиться до опори В, переріз Fз найбільшим прогином буде 
розміщений від середини балки на відстані 

t = 0,577/-0,5/ = 0,077/ = / /13. 

Зазначимо, що на такій самій відстані від середини прогону має місце най
більший прогин і тоді, коли балка на двох опорах навантажена згиналь

ним моментом, який діє на одну з опор (див. рис . 62). 
Підставивши вираз (10.69) у рівняння (10.64) для пружної лінії на ділянці 

А С, дістанемо формулу для ШmаХ =f 

і=_ РЬ (2+ 2аЬ a2+2ab)~a2+2ab = 
6ЕЛ а 3 3 (10.70) 

( ) 
()3/23/ 2 ь2Р Ь а 2 +2аЬ Р /2 

= 9J3EJ а+Ь =9J3EJ--/ 

Прогин посередині прогону знайдемо з рівняння (10.64), підставивши 
в нього х =//2: 

( 
/) РЬ ( 2 /2)Ш - =--- а +2ab-- . (10.71)
2 12Е] 4 

Аналіз формул (10.69) та (10.64) свідчить , що навіть при Ь ~ О різниця 
між прогином посередині прогону балки та максимальним прогином не 
перевищує 3 %. Отже, nрогин балки посередині прогону ш (1/2) =j (1/2) при
близно дорівнює найбільшому nрогинуf Цей висновок справедливий при дії 
на балку будь-яких навантажень, які спричинюють згинання в один бік . 

Здебільшого побудова епюр ш та е можлива і без складання аналітич
них виразів для прогинів та кутів повороту по ділянках : досить лише об
числити прогини та кути повороту для деяких характерних перерізів. 
Проте при побудові епюр слід користуватися правилами, які можна здобу
ти на підставі аналізу диференціальних залежностей, що існують між ш, 
е, М та Q. Запишемо ці залежності в зручній для аналізу формі. 

З рівняння (10.44) з урахуванням виразу (10.40) знаходимо , що 

de;;X) = Мі;) (10.72) 

Продиференціювавши рівняння (10.72) по х та враховуючи залежність 
dM/dx =Q, дістанемо 


d 2e _Q(x) 
 (10.73) 
dx2 - EJ 

Отже, маємо дві групи диференціальних залежностей : 

de_M(x) . dШ=е(х); (10.74) 
d;"- EJ ' dx 

d 2e Q(x) . d 2ш _ М(х) 
(10.75)dx=EJ' dx2 -ш- ' 

аналогічних залежностям, на підставі яких було здобуто правила побу
дови епюр Q та М (див . § 21). 

Вирази (10.74), (10.75), а також зіставлення побудованих епюр дає змогу 
встановити загальні для будь-яких балок залежності між ш , е , Q та М, які 
далі будемо застосовувати як правила побудови епюр. Зазначимо найго
ловніші з цих правил: 

1. Оскільки М (х) є діаграмою похідної епюри кутів повороту е, то орди
нати епюри М пропорційні тангенсу кута нахилу дотичної до епюри е. у 
перерізах, де М (х) = О, дотична до кривої е = F (х) має бути паралельна 
абсцисі (див . рис. 281 та 283, перерізи А та В). Стрибку на епюрі моментів 
відповідає кутова точка на епюрі е (рис. 287, переріз С; рис. 290, переріз D). 

2. Якщо згинальний момент дорівнює нулю вздовж якоїсь ділянки бал
ки , то на цій ділянці епюра е прямокутна, а епюра ш прямолінійна, але, 
взагалі кажучи, похила (рис. 290, ділянка DE). 

3. На ділянках, де діє постійний момент (на ділянках, що перебувають 
в умовах чистого згинання), епюра е прямолінійна та похила, а епюра 
ш - параболічна (рис. 290, ділянка BD). 

Тут виявляється протиріччя з висловленим вище твердженням, що при 
чистому згинанні кривина постійна (k = l/р =М/Е] =const) і балка зги
нається по дузі кола. Це обумовлене наближеністю диференціального 
рівняння пружної лінії, яким користуємося для виведення рівняння (10.72). 
Точно кажучи, при чистому згинанні балка згинається по дузі кола, яка в 
межах малих деформацій з дуже великою точністю може бути зображена 

., квадратичною параболою . 
4. Друга похідна прогину 

d2ш М(х) 
dx2 =-ш 

має знак моменту. Якщо момент додатний (стиснуті верхні волокна), то 
угнутість на епюрі ш буде повернута в бік додатних ш (вгору). При від'єм
ному згинальному моменті угнутість r1араболи повернута вниз . Оскільки 
ординати епюр згинальних моментів ми домовилися відкладати з боку 
стиснутих волокон (див. § 20), то угнутість епюри прогинів ш завжди по
вернута в той бік , з якого розміщені ординати епюри згинальних моментів . 
у перерізах , де діє зосереджений момент М, маємо точку перегину пруж
ної лінії (рис . 287, точка С). 

5. Друга похідна кута повороту 

d 2e Q(x) 
dx2 = EJ 

має знак поперечної сили . Якщо Q додатна, то опуклість на епюрі е буде 
повернута вниз (рис. 283, ділянка А С; рис. 290, ділянки А С та СВ). При Q < 
< о опуклість напрямлена в бік осі ш, тобто вгору (рис. 283, ділянка СВ) . У 
перерізі , де Qзмінює знак, на епюрі е є точка перегину (рис. 283, переріз С) . 
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6. На тих ділянках балки, де епюра М змінюється за лінійним законом 
(ділянки А С та СВ на рис. 283), епюра е матимемо вигляд квадратичної 
параболи, а епюра w - параболи третього порядку . 

7. Оскільки е є графіком зміни по довжині балки тангенсів кутів нахи
лу дотичних до пружної лінії, то можна стверджувати таке: 

а) на ділянках, де в напрямі осі х прогин w збільшується, кут нахилу е 
додатний (рис. 283, ділянка FB), при зменшенні w кути нахилу е від'ємні 
(рис. 283 та 290, ділянка А С); 

б) у перерізі, де е =О, дотична до епюри w горизонтальна, тобто тут 
на епюрі w має місце аналітичний максимум або мінімум (рис . 283, пе
реріз F) . 

8. У тих перерізах, де на балці розміщено проміжні шарніри (рис. 290, 
переріз С) , на епюрі кутів повороту будуть стрибки. На епюрі w у цих 
перерізах мають місце переломи, тобто кутові точки, в яких стрибкопо
дібно змінюється кут нахилу дотичної до епюри ш. 

Зазначені особливості епюр дають змогу за їхнім виглядом з'ясувати, 
чи не допущено принципові помилки при побудові їх. Кілька прикладів 
побудови епюр розглянуто в наступному параграфі. 

§ 68. Визначення переміщень у балках 

за методом початкових параметрів 


Визначення переміщень у балках методом безпосереднього інтегруван
ня диференціального рівняння пружної лінії у випадку балок з великою 
кількістю ділянок пов'язано із значними труднощами. Ці труднощі поля
гають у техніці визначення довільних сталих інтегрування - складанні 
та розв'язанні систем лінійних алгебраїчних рівнянь. Так, якщо балка за 
умовами навантажування розбивається на n ділянок, то інтегрування ди
ференціальних рівнянь для всіх ділянок балки дає 2n довільних сталих. 
Додавши до двох основних опорних умов балки 2 (n - 1) умов неперерв
ного та плавного сполучення всіх ділянок пружної лінії, можна скласти 
2n рівнянь для визначення цих сталих. 

Задача стає дуже трудомісткою вже при n =3. Для зменшення великої 
обчислювальної роботи, пов'язаної з визначенням сталих інтегрування , 
останнім часом розроблено кілька методів. До них насамперед належить 
метод початкових параметрів, який дає змогу при будь-якій кількості діля
нок звести розв'язання до відшукання всього двох сталих - прогину та 

кута повороту на початку координат . 
Виведення загальних рівнянь та приклади застосування їх. Розгляне

мо якусь частину балки завдовжки /1 (рис. 284, а) , обмежену двома пере
різами, які проведено в точках Кта L. На рис. 284, б зображено цей відрізок 
з прикладеними до нього найтиповішими навантаженнями: 

а) зосередженим моментом М у перерізі з абсцисою а; 
б) зосередженою силою Р у перерізі з абсцисою Ь; 

с 
d 

j3 

.......----__ F 

s 

а5 

Wt. х .. , в) навантаженням, розподіленим 
за законом трапеції від перерізу з 
абсцисою с до перерізу з абсцисою 
d, інтенсивністюМ! 

х q(x)= qc +k(x-c), 

де k - тангенс кута ~ нахилу дотичної 
до епюри навантаження (рис. 284, а): 

q -q
k =tg Р = _d__c ; 

d-c 
Рис. 284 

г) крім того, по кінцях розгляду
ваної частини балки /1 ' прикладені поперечні сили та згинальні моменти, 
які замінюють дію уявно відкинутих частин балки. 

Виводячи рівняння, напрями всіх навантажень виберемо такими, щоб 
вони спричинювали додатні згинальні моменти. Зазначимо також, що на 
розглядуваному відрізку може бути кілька зосереджених сил та згиналь
них моментів, а також кілька ділянок розподіленого навантаження. На 
балці зображено по одному із зазначених навантажень лише заради спро
щення розрахунків. 
Щоб різко скоротити кількість невідомих довільних сталих, звівши 

розв'язання до визначення лише двох сталих інтегрування, треба забез
печити рівність відповідних сталих на всіх відрізках балки. Ця рівність 
може бути тільки тоді, коли в рівняннях моментів, кутів повороту та про
гинів при переході від однієї ділянки до іншої повторюються всі члени 
попередньої ділянки, а доданки, що виникають, перетворюються на нуль 
на лівих межах своїх ділянок . Для забезпечення цих умов при складанні 
диференціальних рівнянь пружної лінії балки та інтегруванні Їх треба до
тримуватися таких правил. 

1. Початок координат слід вибирати в крайній лівій точці розглядува
ної балки та робити його загальним для всіх ділянок. 

2. Вираз для згинального моменту М (х) складати, обчислюючи мо
менти сил ліворуч від розглядуваного перерізу . 

276 277 



3. При включенні в рівняння зовнішнього зосереджуваного моменту 
М його слід множити на множник (х - а)О, що дорівнює одиниці. Тут а
абсциса точки, де прикладений момент М. 

4. У разі обривання розподіленого навантаження (наприклад, у перерізі 
х = d, рис. 284, 6) його продовжують до кінця розглядуваного перерізу, а 
для відновлення дійсних вантажних умов вводять «компенсувальне» на
вантаження зворотного напряму. «Додаткове» та «компенсувальне» на
вантаження будемо показувати на кресленнях штриховими лініями. 

5. Інтегрувати рівняння на всіх ділянках слід не розкриваючи дужок. 
Отже, розглядаючи відрізок балки завдовжки 'І та вибравши початок 

координат у крайній лівій точці К (рис. 284, 6), складемо вираз для зги
нального моменту М (х) у довільному перерізі крайньої правої (v) ділянки, 
дотримуючись п. 2--4 зазначених правил. При цьому домовимося розби
вати трапецієподібне навантаження на трикутне та рівномірно розподі
лене. Згинальний момент запишемо так: 2 

О (х-с)
M(x)=Mo+Qox+M(x-а) +P(x-b)+qc 

(10.76) 
_ (x-d)2 +k (х-с)3 k (x_d)3 

qd 2 6 6 
Розглядаючи рис. 284, б, переконуємося в тому, що вираз для згиналь

ного моменту на ділянці 1 V легко дістати з рівняння (10.76), відкидаючи 
члени, які враховують навантаження лише на ділянці V. 

Дійсно, вираз для згинального моменту на IV ділянці має вигляд 

( х-с )2 ( х-с )3
М(х)=Мо +Qox+M(x-а)о +P(x-b)+qc 2 +k 6 (10.77) 

Слід пам'ятати, що вирази (х - а), (х - Ь), (х - с), ... , (х - j) можуть бути 
тільки додатними величинами. Вираз (х - j) < о означає, що відповідне 
навантаження діє праворуч від розглядуваного перерізу і такий доданок 
має бути викреслений з рівняння. 

Згинальний момент Мо та поперечну силу Qo' що діють у перерізі, який 
збігається з початком координат, називають статичними початковими 
параметрами. 

Складемо диференціальне рівняння пружної лінії на ділянці V: 

2
d w(x) 1 [ 	 о--=-2-"-=- Mo+Qox+M(x-а) +Р(х-Ь)+

dx 	 EJ 
(10.78) 

+ (х_с)2 (x_d)2 +k(x-c)3 k(X-d)3] 
qc 2 qd 6 6 6· 

Проінтегруємо обидві частини рівняння двічі, не розкриваючи 
дужок: 

'~ 

dw(x)
0(x)=-dx 

(х-с)3 
+qc 6 

1 [ 

1 [Х2 
= EJ Mox+Qo-+М(х-а)+Р

2 
(x-d)3 (х-с)4 (x-d)4 

qd 6 +k 24 - k 24 

ш(х)=- Mo-+Qo-+M-- +Р 
EJ 2 6 2 

. (х-с)4 (x-d)4 k (х-с)5 k (x-d)5 
+qc 24 -qd 24 + 120 - 120 

х2 	 х3 (х_а)2 

dx 	 EJ 2 

( х-с )3 ( х-с )4 ]
+q +k +С·

с 6 24 тv ' 

х2 х31 [ 	 (х_а)2
ш(х)=- Mo-+Qo-+M-- +Р 

EJ 2 6 2 

, - ()4 ()5х-с 
+q 

х-с 
+k +С x+Dс '"І А '"'' IV IV 

(х-ь)2 
+ 

2 (10.79) 
]. 

+Су , 

(х-Ь)3 
+ 

6 (10.80) 
С 	 ГL.] 

+ yX+~y . 

Диференціальне рівняння пружної лінії на IV ділянці запишеться так: 
2 

d w(x) 1 [ 	 о 
---=- Mo+Qox+M(x-а) +Р(х-Ь)+

EJ 

(х-с)2 k (х-с)3] (10.81) 
+qc 	 2 + 6 . 

Проінтегрувавши його двічі, матимемо 

0(х)= dw(x) =_1[МоХ+Qо~+М(Х_а)+р(Х-Ь)2 + 
2 

(10.82) 

(х-Ь)3 
+ 

6 

] (10.83) 
. 

Можна показати, що дотримання правил складання та інтегрування 
рівнянь пружної лінії забезпечило рівність довільних сталих на IV та V 
ділянках. Дійсно, поклавши у виразах (10.79) та (10.82) х =d, з умов плав
ного сполучання ділянок IV та V дістанемо 

0(а)1V о Ь[Mod+Qo ~2 +M(d~a)+p(d~b)2 +q< (d~C)3 + 

2 
+k(d-c)4 +CТV]=0(d)Y = ~[Mod+Qo d +M(d-a)+

2 
(10.84) 

p(d-b)2 (d-c)3 (d-d)3 k(d-c)4 k(d-d)4 С] 
+ 2 +qc 6 qd 6 + 24 - ?4 + у . 
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Отже, 
СІУ==Су . 

Поклавши х =d у рівняннях (10.80) та (10.83), з умов неперервного 
сполучання ділянок ш (d)VI = ш (d)y знайдемо, що і D1y = D y . 

Виконавши аналогічні операції для решти ділянок, робимо висновок, 
що відповідні довільні сталі однакові на всіх ділянках розглядуваного 

відрізка балки: 
(10.85)СІ ==С п ==Сш ==СІУ ==Су ==С; 
(10.86)DI == Dп == == DIy == Dy == D.Dш 

Геометричний зміст цих двох сталих інтегрування визначимо, розгля
даючи рівняння кутів повороту та прогинів на першій ділянці балки. Ви
креслюючи в рівняннях (10.79) та (10.80) доданки, які враховують наван
таження, прикладені на ІІ-V ділянках, дістанемо рівняння для першої 
ділянки: 

dш(х) 1 ( х2 ) (10.87)8(x)==~== EJ Mox+QoT+ c ; 

х2 х3 
1 ( J (10.88)ш(х)== Еі MOT+Q06+Cx+D . 

Підставивши в ці рівняння х =о, знайдемо: 

(10.89)8(0) == 80 == С / EJ; 

(10.90)ш(О) == шо == D/ Еі. 
І 

Отже, довільні сталі С та D дорівнюють відповідно куту повороту та 
прогину на початку координат. Прогин шо та кут повороту 80 є геомет
ричними початковими параметрами. 

Підставивши сталі СтаD у рівняння (10.80), дістанемо загальне рівнян
ня для прогину В довільному перерізі балки 

х2 х31 [ ( х - а) 2 
ш(х)==шо+80х+ EJ M°-т+Qo6+М-2- + (10.91) 

(х-Ь)3 (х-с)4 (x-d)4 k (х-сі k (X-d)5]
+Р +q -q + 6 с 24 d 4 120 120' 

Для випадку кількох моментів і сил, а також кількох ділянок розподі
леного навантаження рівняння для ш (х) можна записати в такому загаль

ному вигляді: 
1 [ х2 х3 ~ (х_а)2

ш(х)==wо+80х+- Mo ,+Qo-з,+L.JM-2-,- +EJ 2.. . (10.92) 

+~ Р(Х-Ь)3 ~ (х_с)4 _ ~ (x_d)4 +~ k(x-c)5 _ ~ k(X+d)5] 
L.J ..>о +L.Jqc 4! L.Jqd 4! L.J 5! L.J 5! . 

Рівняння (10.92), як правило, називають універсальнимрівнЯlШЯМ nру:ж
ної лінії. При цьому мається на увазі, що це рівняння придатне для будь
яких розрахункових схем балок. 

Диференціюючи рівняння (10.92), дістаємо універсальне рівняння кутів 
повороту перерізів 

х21 [ х ~ (х-а) ~ (х_ь)2 
. 8(х)==80 +- Mo-+Qo-+L.JM--+L.JP + 

EJ І! 2! І! 2! (10.93) 

~ (х-сі _ ~ (x-di +~ k (х-с)4 _ ~ k {X-d)4]. 
+L.Jqc 3! L.JQd 3! L.J 4! L.J 4! 

У рівняння (10.92) та (10.93) підставляють тільки ті навантаження, які 
прикладені ліворуч від розглядуваного перерізу. Знаки доданків визна

чаються знаками відповідних силових факторів. 
Отже, визначення переміщень за методом початкових параметрів зво

диться насамперед до визначення початкових параметрів Qo, Мо' 80' шо' 
Статичні початкові параметри Qo та Мо знаходять з умов рівноваги бал
ки. Геометричні початкові параметри 80 та шо визначають з умов на опо
рах. Рівняння (10.92) та (10.93), які виведено для довільного відрізка бал
ки, придатні й для всієї балки в 

~=~ q ацілому. Початок координат, як 


правило, )3ибиратимемо в крайній 
 (1~ t Ш t ІІІ t ІС -щt І
лівій точці балки. 


Розглянемо приклади визна
 fi =72 І. а . І. а .1чення переміщень у балках за ме
WI атодом початкових параметрІВ. 

у консолі, навантаженій рів RA=qa ~ 


номірно розподіленим наванта


женням на половиНl довжини 

(I~п,...,oгrI-r-10c-:.-,........tf~f· 

а 

х 

(рис. 285, а), визначимо прогини qa1 

МА=тв перерізах балки з абсцисами 


х =а та х =2а. 6 

Запишемо рівняння пружної 
 Рис. 285 

. лінії для правої ділянки балки. 
Оскільки розподілене навантаження обривається в точці С, продовжимо 
його до кінця балки, одночасно вводячи компенсувальне навантаження 
такої самої інтенсивності (рис. 285, 6). Рівняння пружної лінії у загально
му випадку матиме вигляд 

х2 х3 х41 [ (х_а)4]
ш(х)==шо +80х+ EJ Мо Т!+Qoзт- q 4Т+ Q 4! . (10.94) 

З умов рівноваги балки визначаємо статичні початкові параметри: 

а 2 

m o ==m A==-Q2; Qo==RA==Qa. (10.95) 

Оскільки початок координат збігається з жорстким закріпленням бал
ки, то геометричні початкові параметри - кут повороту та прогин на 
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R.==!1. І початку координат - дорівнюють 
w 

l 
2 

8 8 q 2 нулю: 
t1=ql 

шо =0; О0 =0. (10.96) 

Підставивши в рівняння (10.94) 
значення початкових параметрів, 
згідно з (10.95) та (10.96), матимемо 
рівняння пружної лінії в остаточно

Рис. 286 
му ВИГЛЯДІ: 

2 х2 х3 х41 [ qa (х_а)4] (10.97)ш(х)= EJ -Т2!+ qазт- q4Т+ q 4! . 

Поклавши в рівнянні (10.97) х = 2а, дістанемо формулу для прогину 
вільного кінця консоЛІ 

7 qa 4 

ШВ =----. 
24 EJ 

Поклавши в рівнянні (10.97) х =а, дістанемо формулу для прогину В 

точці С 
4 qa (10.98)Ше =-8EJ· 

у балці, навантаженій за схемою рис. 286, визначимо прогини та кути 
повороту в точках Ста D. 

Запишемо рівняння пружної лінії для крайньої правої ділянки балки 
(ділянка BD, де / ::;:; х ::;:; 5/ / 4) , попередньо продовживши розподілене наван
таження до кінця балки та приклавши компенсувальне навантаження: 

х31 [ (x-Z)3
ш(х)=шо +00х+ EJ -з!--RАзт +Rв 

(10.99) 
_ (Х_//2)4 + (X-Z)4] 

q 4! q 4! . 

Рівняння (10.99) заГdtсано з урахуванням того, що статичні початкові па. . \ 
раметри вже ВІДОМІ: 

7
Qo=-RA=-gq/; Мо=О. 

Для визначення геометричних початкових параметрів О0 та ШО маємо 
умови на опорах: 

прих=О ш(О)=ША =0; 

прих=L ш(Z)=шв=О. 

З першої опорної умови випливає, що 

ШО =ША =0. 

Друга умова дає 1 [ 7 t_ (1-//2)4] = О, 

ш(І) = О0/ + EJ -gq/6 q 24 


звідки 57 q/3 
О0 = 384 EJ 

Тепер рівняння пружної лінії ДЛЯ ділянки BD набирає вигляду 

3 х31 [57q/ 7 11 (Х_І)3
ш(х)=- --х--qZ-+-qZ--

EJ 384 8 3! 8 3! (10.100) 

_ (x-l/2)4 + (X-Z)4] 
, q 4! q 4! . 

Для того щоб знайти переміщення точки D, досить покласти в цьому 
рівнянні х =5/4/. Тоді 

ш(2 Z)=[lL2_1.!.(2)3 +l!..!.(.!.)3 _-.-L(1)4 + 
4 384 4 8 6 4 8 6 4 24 4 

+-.-L(.!.)4] q/4 __ 167 q/4 '" _ 11 qZ4 
24 4 EJ - 1536 EJ О, EJ' 

тобто 

qZ4 
шD=-О 11- (10.101), EJ· 

Щоб обчислити переміщення точки С, треба записати рівняння пруж
ної лінії для тієї ділянки, де розміщена ця точка. Оскільки вона лежить на 
межі Іта ІІ ділянок, запишемо рівняння пружної лінії для першої ділянки. 
Для цього в рівнянні (10.100) слід викреслити доданки, що відповідають 
навантаженням, які виникають лише в ІІ та ІІІ ділянках . Інакше кажучи, 
в рівнянні має залишитися лише один силовий фактор 

7
RA=gqZ. 

Отже, рівняння пружної лінії на першій ділянці має вигляд 

ш(х)=-1 (57--qZ3x--qZ-х
3 )7 . (10.102)

EJ 384 8 3! 

Поклавши тут х = l/2, дістанемо формулу для визначення прогину в 
точці С 

Ше =ш(і) = 43 qZ4 '" 0,056 qZ4 . 
2 768 EJ EJ 

Для визначення кута повороту будь-якого перерізу балки треба мати 
вираз для кута повороту у відповідній ділянці балки. Рівняння кутів по
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вороту для ділянки BD дістанемо диференціюванням рівняння (І 0.1 ОО): 

х21 [57 3 7 11 (х _І)2
Е>(х)=- --qZ --qZ-+-qZ-

EJ 384 8 2! 8 2! 

_ (Х-і/2? + (х_!)3] (10.103) 
q '" q 3! . 

Поклавши тут х =5/4/, матимемо формулу для визначення кута повороту 
перерізу D 

E>D =8(lZ)=[lL_2l(l)2 +!.!.l(l)2 _
4 384 8 2 4 8 2 4 

1 (3)2 1 ( 1 )3] qZ3 215 qZ3 qZ3
-64 +64 EJ=-384EJ=-0,56 EJ , 

отже, 

t:\ /3
\':JD =-0,56L 

EJ' 
(10.104) 

Рівняння кутів повороту для першої ділянки (ділянки А С) дістанемо 
диференціюванням рівняння (10.102): 

8(х)=-1 (57--q!3 --ql-х
2 ) .7 (10.105)

EJ 384 8 2! 

Звідси при х = 1/2 знаходимо формулу для визначення кута повороту 
перерізу С 

3 3 3 
8 =8(1..)=

( 
57 __7_

) 
~=~~""O 039~. 

с 2 384 8.2.22 EJ 384 EJ ' EJ 

Розрахунок на жорсткість при згинанні. Оволодівши методикою визна
чення прогинів та кутів повороту, можна перейти до перевірки жорсткос
ті балок, а також до добору розмірів перерізів балок з умови жорсткості. 

Позначивши абсолютне значення максимального прогину балки через 
f, а допустиму стрілу прогину через [Л, дістанемо умову жорсткості балки 

f=o:[J]· (10.106) 

Допустимий прогин визначають на підставі експериментальних та екс
плуатаційних даних. 

Приклад 43. Для балки, навантаженоі"на відстані а = 4 ,11 від лівоі" опори зосередже
НИМ .моменто", М = 120 кН (рис. 287), побудуємо епюри nоnеречних сил, згинальних 
моментів, кутів повороту перерізів та nрогинів, а також добере,,1О двотавровий nере
різ із умов міцності та жорсткості; [а] =160 МПа; [Л =(1/600) /; Е =2·105 МПа. 

Визначивши опорні реакції, будуємо епюри поперечних сил та згинальних моментів. 
Переміщення характерних перерізів балки будемо визначати відповідно до реко

мендованого вище порядку розв'язання задачі . Запишемо рівняння прогинів для ділян

ки СВ: w" 

[хз 
4м 

~ I~ ~CM 

R-20KHІ (х_а)2]Ш(Х)=Шо+0 0х+- RA--M--- = 
A

EJ 3! 2! 

І [IОХ-з--
3 

6О(х-4) . (10.107)=шо +00х+ EJ 2] 

Початок координат збігається з лівою опорою 

А, отже, ШО =ША =о. Відповідно до умов на правій 


опорі Ш (/) =ШВ =о. 


З рівняння (10.107) при / = 6 м маємо 

І [10/3 2]. ш(І)=0 0/+ EJ -з--60(1-4) =0, 

ЗВІДки 

80
О0 =- EJ' (10.108) 

Підставивщи вираз (10.108) у рівняння (10.107), 

запищемо рівняння пружної лінії на ділянці СВ в 


остаточному вигляді 0,97 


ох3 
Ш()х =-І І . (10.109)[-80х+---60(х-4)2] Рис. 287 

Е] 3 

Рівняння пружної лінії на ділянці А С запишеться так: 

ш(х) = іА-80х+ 10/) = іА_I~X (24-х2 )]. (10.110) 

Продиференціювавши рівняння (10.109), дістанемо рівняння кутів повороту на 
ділянці СВ: 

0(х) = ~[-80+lох2 -120(х-4)]. (10.111) 

Для побудови епюри О треба обчислити кути повороту на межах цієї ділянки: 

2
О =О(4)= -80+10·4 =~. 
с EJ EJ' 

00=0(6)= ~[-80+IO.62_120(6-4)J= ~. 
Оскільки в розв'язанні розміри балки виражалися в метрах, а сили - в кілонью

тонах , то для визначення кута повороту в радіанах величини Ета J треба виражати в 
кілопаскалях та метрах у четвертому степені відповідно. 

Диференціюючи рівняння (І 0.11 О), дістаємо рівняння кутів повороту на ділянці АС 

0(х)= ~(-80+10x2) (10.112) 

Кути повороту на межах цієї ділянки вже відомі. Отже, можна побудувати епюру О*. 
На межах ділянки відкладаємо ординати, рад, 

-80 та 80
ОА =О0 = EJ 0с = EJ' 

·На епюрах Е> та w відкладено ординати, здобуті після остаточного розрахунку; 
J = 7780 см4 . 
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Вершини цих ординат відповідно до рівняння (10.112) сполучаємо параболічною 
кривою. Оскільки Q > О, то парабола е має бути поверllута опуклістю вниз (див. п . 5 
§ 67). У точці А дотична до епюри має бути паралельна осі абсцис (див. п. І). Аналогічно 
проводимо побудову на ділянці СВ. 

ДЛЯ побудови епюри прогинів обчислимо найбільший прогин. Він має місце в 
перерізі, де е (х) == о . Запишемо цю умову: 

е(ХІ)= ~)-80+10x})=0, 
звідки 

Х! =2,83м. 

У цій точці прогин має екстремальне значення ШтаХ =f Визначимо стрілу пpoги
ну, підставивши у вираз (10.11 О) х =Хі 

1=_28'3(24_2 8з2 )м=_9,43.16 м= _ 150,9 м . 
3EJ' EJ EJ 

Прогин буде виражений у метрах, якщо Ета J, як було зазначено, - в кілопаскалях 
та метрах у четвертому степені відповідно. 

Для побудови епюри прогинів треба ще визначити прогин у точці С, щО є точкою 
перегину для епюри прогинів (у цій точці на епюрі моментів змінюється знак). По
клавши в рівнянні (10.110) х =4 м, матимемо 

4024-42 320 106
Ше =Ш(4)=----=--м =--м.

3 EJ ЗEJ EJ 

Відкладаємо знайдену ординату вниз від базисної лінії. Відповідно до рівнянь 
(10.109) та (10.110) епюра прогинів має бути окреслена на обох ділянках кубічними 
параболами. На ділянці А С момент М > О, тому парабола повернута угнутістю вгору; 
на ділянці СВ момент М < О, і парабола повернута угнутістю вниз (див. п. 4). 

Перейдемо до вибору перерізу балки з умови жорсткості . Умова жорсткості (І 0.1 06) 
набирає вигляду 

1=11~/IM<[J], j 

звідки І'J-I-ІІ 'f09J>~ " _:::: f1 
-[J]Е · 11 - ~ 

При Е=2 . 105 МПа =2 . 108 кПа та допустимій стрілі прогин'![j] == 1/600 =6/600 = 0,01 м 
потрібний момент інерції 

J= 150,9 м4 =7545.10-8 м4 =7545см4 . 
10-2 ·2·108 

За каталогом сортаменту (дод. 1) знаходимо, що потрібний двотавр N<1 ЗОа, момент 
інерції якого J == 7780 см4 . 

Треба перевірити міцність вибраного двотавра NQ ЗОа, момент опору якого W == 
=518 см3 . Визначаємо максимальне напруження в балці: 

атах = Мтах = 80.10-36 МПа=154,5 МПа < [а]=160МПа.
W 518.10

Отже, міцність балки забезпечено. 

Розрахунок балки з проміжним шарніром. Універсальні рівняння пружної 
лінії та кугів повороту було знайдено з розгляду ділянки КL (див. рис. 284, 6), 

на якій балка не має проміжних шарнірів, що порушують плавність зігнутої 
осі. Тому, розглядаючи балку в цілому та залишаючи загальний для всіх 
ділянок початок координат, застосувати ці рівняння для безпосереднього 
визначення переміщень на ділянці SF балки, розміщеній праворуч від 
шарніра S, неможливо. У цьому разі визначити переміщення можна, лише 
розглядаючи балку по частинах (окремо частину CS та окремо - SF). 

Можна, проте, показати спосіб узагальнення рівнянь методу початко
вих параметрів і для випадку балки з проміжним шарніром (див. рис. 284). 
З цією метою, записавши диференціальне рівняння для ділянок BS та SF, 
проінтегруємо Їх двічі: 
для ділянки BS 2 

d ш(х) М(х). 
dx 2 lfJ' 

0( )== dw(x) =іМ(Х) dx+C. . (10.113)
х dx EJ ЛІВ' 

f І М(Х)ш(х)= dx ~dx+СЛівх+DЛіВ; (10.114) 

для ділянки SF: 
d2w(x) _ М(х). 

dx2 -1fJ' 

0(х)= dw(x) =ІМ(Х) dx+C . (10.115)dx EJ пр' 

f І М(Х)ш(х)= dx ~dx+Спрх+Dпр' (10.116) 

Унаслідок наявності шарніра кути повороту ліворуч та праворуч від 
точки S будуть відрізнятися на деякий кут а. Для того щоб визначити 
з~'язок між ст~лими СЛіВ' Dлів та Спр• Dпр' складаємо умови спряження 
ДІЛянок у точЦІ S: 

w(s). =w(s) ; (10.117)
ЛІВ пр 

0(s) . . 
ЛІВ 

+a=0(s)
пр 

(10.118) 

Підставляючи в рівності (10.117) та (10.118) відповідні значення w (s) 
та 0(s) з виразів (10.114), (10.116) та (10.113), (10.115), при х =s дістанемо 

СЛіВ +а = Спр ; (10.119) 

Слівs +Dлів = Спрs +Dпр ' (10.120) 

З останніх двох рівностей знаходимо 

Dпр =-as+Dлів . (10.121) 

Підставляючи рівності (10.119) та (10.121) у рівняння (10.115) та (10.l16), 
можна записати рівняння кутів повороту та прогинів на ділянці SF у та
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кому ВИГЛЯДІ: 

fM(x)
0(х)= ~dХ+Слів+а; (10.122) 

f fM(x)
ш(х)= dx ~dХ+Слівх+Dлів +a(x-s). (10.123) 

Оскільки було визначено, що ліворуч від щарніра S довільні сталі Ста 
D на всіх ділянках однакові і є відповідно кутом повороту та прогином на 
початку координат, дійдемо висновку, що для перерізів праворуч від щар
ніра в універсальне рівняння прогинів слід ввести додатковий член а (х 
- s), а в рівняння кутів повороту - член а. Отже, за наявності щарніра 
ліворуч від розглядуваної ділянки універсальне рівняння методу почат
кових параметрів (10.92) набирає вигляду 

х21 [ х3 " (х_а)2
ш(х) = шо +0 0x+a(x-s)+ Еі Мо 2Т+Qо зт+ L..JM . + 

+"р(х-Ь)3 +" (х-с)4 _" (x-d)4 +"k(x-c)5 
L..J 3' L..Jqc 4' L..JQd 4' L..J 5! 

_Lk (X-d)5] . (10 .124) 
5! 

Взаємний кут нахилу а є додатковою невідомою величиною в універ
сальних рівняннях для ш (х) та 0 (х). Як і початкові параметри шо та 00' 
його визначають з умов на опорах. 

Залежно від розрахункової схеми балки можливі два основних варіан
ти додаткових умов на опорах: 

1. Умова нульового прогину на правій опорі (рис . 288). Звідси визна
чають ТІльки кут а. 

2. Умова нульового прогину на опорах В та С (рис . 289). Кут а тут 
визначають разом з 0 розв'язанням системи двох алгебраїчних рівнянь. 

Приклад 44. Для балки (рис. 290) nобудує.мо епюри Q, М, 8 та ш; доберемо двотав
ровий nереріз з умов міцності та жорсткості, якщо М = 160 кН· м; а = 2 м; [а] = 
=160 МПа; [/] = lОлfJ\ot. 

Обчисливши реакції на опорах МА' R та R a, будуємо епюри Q і М. ДЛЯ побудовиA 
епюр 8 та ш треба насамперед визначити їхні значення на межах усіх ділянок. 

Запишемо універсальне рівняння пружної лінії (І 0.124) для крайньої правої ділян
ки балки DE, враховуючи , що геометричні початкові параметри 80 та шо дорівнюють 

нулю: 

х3ш(х)=а(х-а)+Е~,[-мо х2 +R - R (х-2а)3 (X_5~)2] (10.125)J 2! А 3' а 3' -M~-~~ . . 2!' 

Значення взаємного кута повороту перерізу в шарнірі С - (ас) - знайдемо з умо
ви нульового прогину В перерізі над правою опорою В: 

Ша = ш(2а)=0. 

Рівняння для прогину в переріз і В дістанемо з виразу (І 0.125), викресливши ос
танній доданок та поклавши х =2а: 

1 ( 4а2 М 8а3 )Ша =ш(2а)=аа+- -М-+-- =0 
Е} 2 а 6 ' 


звідки 


2Ма 
а=--. (10126)3 EJ . 

Підставивши вираз (І 0.126) у рівняння (10.125), матимемо остаточне рівняння пруж
ної лінії для ділянки балки ОЕ 

х2 w 

ш(х)= -1[2- Ма(х-а)-М -- + 


Е} 3 2! 

+ М х3 М (х - 2а )3 Е х 

а 3! а 3! 

(Х-2,5а)2] (10.127)
-М 2! . 

З рівняння (І 0.127) можна дістати 

рівняння для решти ділянок балки. 
 І@ 

Рівняння кутів повороту для всіх 
ділянок знайдемо диференціюван
ням рівнянь пружної лінії на відпо
відних ділянках. 

Даємо читачеві змогу самостійно @
виконати IJci зазначені розрахунки та 


побудувати епюри 8 та ш . Для само


контролю на рис. 290 зображено 
 7t1a 
епюри прогинів та кутів повороту. бп 

Перейдемо до вибору перерізу 
балки. Найбільший згинальний мо
мент МmаХ = М = 160 кН· м. З умови ®

міцності 

w>Mmax =160.10-3 м3 Ма - [а] 160 2EJ 
= 10-3 мз =1000см3 . 

За сортаментом вибираємо дво
тавр NQ 45, для якого W = 1231 см3 ; 
J =27 696 см4. 

ЗEJПеревіримо, чи виконується умо
ва жорсткості. Знаходимо стрілу Рис. 290 

104·508 

м
RB=CїI м 

м 
а 

М 

"Ма /А]25Ма2 

~ 24 Е) 

е 
Ма2 
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прогину: 2 60 0-3 22/=Іш 1=25Ма =25 І ·1· м=0,012м=I,20см. 
Е 24 EJ 242.105.27 696 ·10-8 

Умова жорсткості (10.106) не виконується: 

/ = 1,20см > и]= І см . 

Отже, розміри перерізу балки треба збільшити, виходячи з умови жорсткості: 

/=25160.10-3.22 M~и]=ICM=O,OIM. (10.128) 
24 2·105 J z 

З рівняння (10.128) знаходимо, шо 

J ~25160'1O-3'4м4=334.10-6м4=33400см4 
z 240,01.2.105 

За сортаментом вибираємо двотавр N.1 50 (J = 39 727 см4). 

§ 69. Розрахунок балок змінного перерізу на міцність 

і жорсткість 


Досі ми розглядали розрахунки на згинання стрижнів, переріз яких 
був однаковий по всій довжині. Такі стрижні, особливо при значній їхній 
довжині, не можна вважати раціональними з погляду ваги та витрати 
матеріалу, оскільки розміри перерізу добираються за зусиллями, які діють 
у небезпечному перерізі, в решті перерізів має місце значний надлишок 
міцності. Крім того, за конструктивними міркуваннями стрижні, які пра
цюють на згинання, часто мають поперечні отвори, виточки, східці тощо. 
Внаслідок цього на практиці широко застосовуються стрижні неоднако
вого по довжині поперечного перерізу. 

З погляду розрахунку на міцність та жорсткість всі такі стрижні можна 
поділити на три основні групи: 

а) стрижні, які мають місцеві зміни форми та розмірів перерізів 
(рис. 291, а);

б) стрижні східчасто-змінного перерізу (рис. 291, 6); 
в) стрижні, які мають розміри (іноді й форму) перерізів, що неперерв

но змінюються по довжині (рис. 291, в).
Зрозуміло, що є багато деталей, в яких поєднуються різні типи пору

шень розмірів та форми перерізів. У цих випадках при розрахунках на 
міцність та жорсткість слід ураховувати всі особливості, притаманні тому 
чи іншому виду порушення форми й розмірів . Розглянемо кожну групу 

окремо.
Місцеві зміни фор~tи та розмірів перерізів. Отвори, виточки й інші пору

шення форми та розмірів перерізів спричинюють різку та значну зміну 
характеру розподілу напружень та деформацій. Проте це збудження має 
місцевий характер і мало впливає на напружений та деформований стан 

~ 
А-А 

f- + rcзt.- ~ 
а 

~-<t 
F----=fv. JІІІЖІІІ~ Щ @хнм 

в 6 
Рис. 291 Рис. 292 

стрижня в цілому. Тому, визначаючи прогини та кути повороту перерізів, 
отвори й інші порушення перерізів локального характеру не враховують. 
При розрахунках на міцність не беруть до уваги також дотичні напру
ження, а основну умову міцності записують для небезпечної точки, розмі
щеної в одному з ослаблених перерізів, оскільки саме тут може виникати 
концентрація нормальних напружень (див. § 65). 

Залежно від чутливості матеріалу до концентрації напружень умови 
міцності будуть мати різний вигляд, а саме: 

для високопластичних матеріалів (маловуглецева сталь, мідь, алюміній) 
та крихких неоднорідних матеріалів (чавун) концентрацію можна не вра
ховувати й умову міцності записувати у звичайному вигляді 

м /W ~ [cr], (10.129) 

де W - момент опору ослабленого перерізу, де діє згинальний момент М; 
дЛЯ однорідних крихких матеріалів (високоміцних загартованих сталей) 

а. ~ ~ [cr], (10.130) 

де а. - теоретичний коефіцієнт концентрації, який береться з довідкових 
таблиць (див. § 65). 

Приклад 45. Палець (нерухома вісь) із зовllішнім діalllетром D = 15 мм, виготовле
ний з леговаl/ОЇ сталі 20Х (ат = 600 МПа), має розміри, заЗ1lачеllі 1/0 рис. 292, а, і І/аван
тажений силою 4 кН. ПосередИllі пальця є отвір діalllетром d = З lI/lI/ для маще//l/Я. Пере
віримо міЦl/ість, якщо коефіціс/{т запасу .міц/{ості nт =1,6, та знайдемо nрогИIІ nосере
дИllі пальця. Розрахункову схему пальця та епюру згИllальних моментів наведено на 
рис. 292, б. 

Небезпечним буде переріз пальця посередині прогону, ослаблений отвором для 
мащення, в якому діє М =4 · 10-2 кН· м . Небезпечною точкою, точно кажучи, буде 
точка а (рис. 292, а), але ДЛЯ розрахунку зручніше вибрати як небезпечну умовну точ
ку Ь, щО , очевидно, не внесе в розрахунок помітної похибки. 
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Момент інерції пальця в перерізі, ослабленому отвором, 

J=Jп-J отв , 

де 

, 5 4 
J = П . l [1_(0'8)4] 4 =0 228 4 . 

n 64 1,5 см , см, 

0,3 .0,353 2] 4 4
J oтв =2 ( 12 +0,3 ·0,35 ·0,575 СМ =0,072см , 

причому J обчислюється для двох прямокутників розмірами 0,3 х 0,35 см . Отже,
OTB 

J = 0,228-0,072 см 4 = 0,156 СМ 4. 

Тоді момент опору для визначення напружень у 1'очці Ь 

W =_J_ = 0,156 см 3 = 0208 см 3 . 
0,750 0,750 ' 

При заданому запасі міцності допустиме напруження 

о 600
[о] = -.!. = -6 МПа = 375 МПа. 

І,n т 
Знайдемо номінальне напруження в небезпечній точці Ь: 

о = М = 4 ·10-2 ·]0- 3 МПа = ]92 МПа. 
н W 0,208.10- 6 

Оскільки небезпечна точка лежить коло конструктивного концентратора - отво
ру для мащення, то максимальне напруження слід обчислювати з урахуванням кон
центрації напружень . Теоретичний коефіцієнт концентрації напружень а знайдемо з 
графіка, наведеного на рис. 273, де при d/D = 0,311,5 = 0,2 коефіцієнт а = 1,87. Тоді 
максимальне напруження в небезпечній точці 

Отах =ао н =1,87·192 МПа =359 МПа <375 МПа. 

Отже, міцність забезпечено . 
Переходимо до визначення прогину пальця . Скориставщись універсальним рівнян

ням пружної лінії (10.92), для правої крайньої ділянки пальця матимемо 

W(X) =e x+...l.[2X3 2(х-2)3 _ 2(Х-6)3] . 
o EJ 6 6 6 

З умови, що прогин на правій опорі (х = 8 см) дорівнює нулю, дістанемо рівняння для 
визначення початкового параметра 

] 2( 3 3 3)ео ·8+-- 8 -6 -2 = 0. 
Е) 6 

Звідси 

12 
во = - EJ ' 


Тепер ДЛЯ визначення прогину посередині прогону запищемо рівняння 


ш(4)=/=80 ' 4+ i,~(43 _ 23), 

звідки при Е =2,0· 105 МПа =2 · 108 кПа та J =J =0,228 см4 знайдемо, що n 

= -1 2 '4+18,67 =-00064/ 8 -4 СМ , см,
тобто 0,228 ·2 ·10 ·10 

f 0,064 І
f =0,064 мм та т =--во- =1250 ' 

Східчасті стрижні. В місцях спряження ділянок з різними розмірами 
перерізів виникає концентрація напружень . Якщо матеріал чутливий до 
неї, то треба застосувати умову міцності (І 0.130) до всіх перерізів на ме
жах ділянок. Якщо матеріал нечутливий до концентрації напружень, то 
треба застосувати умову міцності (10.129) до всіх імовірних небезпечних 
перерізів. 

Для визначення переміщень у східчастому стрижні можна або користу
ватися загальними методами, 


викладеними нижче (розд. 13), 

або застосувати видозміне

'"" 
~ 


ний метод початкових пара

метрів . Сутність останнього 


([;)-  ([;)полягає в ''';МіНі схід"а,,:ого M'~I 

pz

1 1 
стрижня еКВІВалентним иому 

за деформаціями стрижнем 
,постійної жорсткості. Об (, 


(~
'гфунтуємо таку заміну на при-:.--


кладі довільного багатосхід

частого стрижня (рис. 293, а) . 
 tPt н. а ~q]
Розділимо стрижень на час Ho(-Eill:3Я QttH(Z
тини однакового перерІЗУ 

(рис. 293, 6); У місцях розрізів .~I ), -
діятимуть відповідні внут

рішні силові фактори Qта М. 
 Q,t fi(~rzIQ2Диференціальне рівняння 
пружної лінії для першої час
тини стрижня 

d 2w(x) _ м (х) 

dx2  Е1І 

Аналогічно для всіх інших 
в

призматичних частин стрижня 

d2w(x) М(х) .ДР, /J2Pz /J]q]
2 ==--; ... ,

dx Е12 - Jnd 2w(x) М (х ) дНо(f kt'1:'Ч!!Шt
2 ==-- (10.132)

dx гЕіlІ 
Рис. 293 
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Перетворимо заданий східчастий стрижень на еквівалентний стрижень 
однакового перерізу з моментом інерції 10' який дорівнює моменту інерції 
однієї з ділянок стрижня, наприклад першої. Помноживши чисельник та 
знаменник правої частини останнього диференціального рівняння (10.132) 
для довільної ділянки n на 10' дістанемо 

2
d w(x)=M(x)fo =М(х)Іо =М(х)р (10.133)

сіх2 Еіnіо n'Еіо іn Еіо 
де I3 - коефіцієнт зведення.n 

З формули (10.133) випливає, що, помноживши згинальні моменти 
кожної частини стрижня на відповідні коефіцієнти зведення та замінив
ши момент інерції l n на 10' дістанемо стрижні однакового перерізу з мо
ментом інерції 10' пружні лінії яких тотожні пружним лініям відповідних 
частин заданого східчастого стрижня. 

Оскільки згинальний момент лінійно залежить від навантаження, то 
для кожної частини стрижня замість множення на коефіцієнт зведення 
згинальних моментів можна помножити на цей коефіцієнт усі наванта
ження цієї частини разом з внутрішніми зусиллями Q та М у торцевих 
перерізах (рис. 293, в). 

Сполучаючи тепер окремі частини розрізаного стрижня, дістаємо екві
валентний за жорсткістю стрижень постійного перерізу. Цей стрижень 
зазнає дії зведених зовнішніх навантажень (тобто навантажень, змінених 
у I3 разів). При цьому в місцях спряження окремих частин стрижня діютьn 
додаткові сили !:J.Q та моменти !:J.М, які визначаються різницею зведених 
внутрішніх силових факторів, прикладених до лівого та правого боків 
перерізу: 

!:J.QI = QI (Р2 -РІ); 

!:J.Q2 = Q2 (Рз -Р2); 
(10.134) 

!:J.М I =МІ (Р2 -РІ); 

!:J.М 2 = М2(Рз -Р2)' 

Отже, здобуто еквівалентний стрижень (рис. 293, г) , пружна лінія яко
го повністю збігається з пружною лінією заданого східчастого стрижня. 
Для будь-якої ділянки цього еквівалентного стрижня пружна лінія визна
чається інтегруванням диференціального рівняння 

d 2w МЗВ (Х) (10.135)сіх2 = Еіо 
де МЗВ (х) - момент від зведених зовнішніх навантажень та додаткових 
навантажень !:J.Q та !:J.М . 

Для визначення переміщень в еквівалентному стрижні можна викори
стати універсальне рівняння пружної лінії (10.92). 

Приклад 46. Визначимо кути 

повороту ОnОРllих перерізів та nро


гщщ для трисхідчастої балки, яка 

лежить lІа двох опорах (рис. 294, а). ,>;(
'-УІ #>8 
Відliошеll1lЯ момеllтів іlleрції nере

різів окремих східців балки // : /2 : 

: /з= І: 3 : 2. 


Визначаємо опорні реакції та 

будуємо епюри згинальних мо

ментів і поперечних сил . Розрізає

мо балку на три частини в місцях 

спряження східців. На рис. 294, б 


зображено окремі частини балки, 

які перебувають під дією зов

нішніх сил та внутрішніх зусиль Q 

та м у місцях розрізів. 

Зведемо задану східчасту бал

ку до еквівалентної балки постій

ного перерізу з моментом інерції 


/0' що дорівнює моменту інерції /2 

перерізу середньої частини балки . 

Коефіцієнти зведення відповідно 

такі : 


/0 -J. =3;/31 =Т;-І 

/0 -1= І ;/32=1;"'-з 

/0 -1
/3 з =т;- 2 ' (10.136) 

Множимо на всіх ділянках за
дані навантаження, а також Q та 
м у перерізах розрізів на від
повідні коефіцієнти зведення ~n . 
Усі три частини балки з прикла

г 
деними до них зведеними наванта_ 

Рис. 294женнями зображено на рис. 294, в. 

Тепер утворимо з них одну балку однакової жорсткості Е/о = Е/ , приклавши в пере2різах спряження додаткові сили t:.QI ' t:.Q2 та додаткові моменти t:.М t та t:.М 2' 
Знаходимо додаткові сили: 

2 4t:.QI =-Р-2Р=--Р, або 2 4
t:.QI =зР(I-3)=-зР;3 3 

І І І
t:.Q2=-Р--Р=--Р або

3 2 6' t:.Q2 =-~P (~-I)=-~P. 
Обчислюємо додаткові моменти : 

7 14t:.МI =-Ра-7Ра =--Ра або 7 14 
3 3 ' t:.МI =зРа(I-З)=-з Ра ; 

8 4
t:.М2 =4Ра -зРа =зРа, або t:.Мz ='§.Ра(l-І) = іРа.

3 2 З 294 
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Еквівалентну балку з прикладенимн до неї навантаженнями зображено на 
рис. 294, г. Щоб переконатися в справедливості виконаних розрахунків еквівалентної 
балки, перевіримо , чи виконуються умови їі рівноваги : 

4 І 
:LM(A) =ЗРа +"3 р. 2а + Р ·За +є/' 4а +ЗР·Sа

7 14 4 (14 14)--Р·6а - -Ра+-Ра= 21--21- Ра=О
2 З З З 3 . 

Для визначення переміщень скористаємося методом початкових параметрів. 
Візьмемо переріз на крайній правій ділянці й запишемо для нього рівняння пружної 
ЛІНІ! 

х3І [14 (х - 2а)3 4 (х - 4а)2
ш(х)=шо+00х+- --Ра +-Ра +sp-

EJ З 2 З 2 62 

-ЗР (х -а )3 _.± Р (х -2а )3 _р (х -За )3 
6 З 6 6 

_ .!.р(х -- 4а)3 зр(Х - 5а)3] (10.137)
6 6 6' 

Початкові параметри знайдемо з умов на опорах: при х =О ш (О) = О, отже, шо =О; 
при х = І =6а ш (І) = О. Використаємо умову для визначення другого початкового 

параметра О0 

І [14 (4а)2 4 (2а)2 (6а)3
ш(!)=006а+- --Ра--+-Ра--+5Р--

EJ З 2 З 2 62 

_зр(5а)3 _'±р(4а)3 _ р(За)3 _ f(2a)3 -зрі!...J= о . 
6 З 6 666 6' 


звідки 


Ра 2 


О0 =-10 58-. (10 .138) 
, EJ

2 
ДЛЯ визначення кута повороту Ов правого кінця балки продиференціюємо рівняння 

пружної лінії (10.137) для крайньої правої ділянки балки (5а :5 х :5 6а) та в здобуте 
таким чином рівняння для О (х) підставимо х = 1= 6а. Матимемо 

140(6а) = О0 +-І [ --Ра(6а - 4= 2а)+ -Ра(6а - 4а)+0в EJ 3 3 

+5р(6а)2 _ зр(6а - а)2 _ '±р(6а -2а )2 _р (6а -За)2 
2 2 З 2 2 

Р (6а _4а)2 -З Р(6а-5а)2 J 
6 2 2' 

звідки знаходимо 


Ра 2 


0в =8,92 БJ ' (10.139)2 
Визначимо як приклад прогини в місцях прикладення зовнішніх навантажень РІ 

та Р2 (тобто в перерізах х =а та х =За). При х =а 

0ш(а) = 0 а+spL = ( 10,58 +0,8З)Ра3 = _ 9, 75Ра3 
. 

6EJ2 БJ2 БJ2 

При х =За 

14 Ра а 2 (За)3 (2а)3
ш(за) = 00за----+5Р---зР--З БJ2 2 6EJ2 6EJ2 

3 3 3
-,±р-а-=(- 10 58·З-2 ЗЗ 22 5- 4-0 222)~= 15,80РаЗ 6EJ ' , +, , EJ Еі

2 2 2 

Визначення лінійних та кутових переміщень будь-яких інших перерізів балки та
кож не є складним. 

Стрижні, розміри перерізів яких неперервно змінюються по довжині. 
Якщо розміри перерізу стрижня неперервно змінюються по довжині, то фор
мули, виведені на підставі гіпотези плоских поперечних перерізів, стають 
взагалі неправильними (як і сама гіпотеза). Проте деякі точні розв'язки те
орії пружності показують, що тоді, коли кут нахилу твірної поверхні стриж
ня до його осі малий (не перевищує 15... 200), з достатньою для інженерної 
практики точністю можна вважати розподіл нормальних напружень по ви
соті перерізу прямолінійним. Тоді, природно, можна користуватися звичай
ною умовою міцності та диференціальним рівнянням пружної лінії, тобто 

_ М(х) 
(10.140)О"тах'- W(x) ~[O"] 

та 

d2w _ М(х) 
(10.141)- Еl(х)'d-к 2 

Водночас дотичні напруження більш чутливі до нахилу твірних повер
хонь стрижня, тому формула Журавського стосовно до стрижнів змінно
го поперечного перерізу дає значні похибки. 

Розрахунок на міцність та жорсткість стрижнів змінного перерізу уск
ладнюється тим, що момент опору та момент інерції поперечного пере
різу є функціями абсциси х перерізу. На це вказують позна чення в форму
лах (10.140) та (10.141). Останню формулу можна записати в дещо іншо
му ВИГЛЯДl. 

Позначимо через іомомент інерції якогось перерізу (як правило, най
більшого чи найменшого) та введемо поняття зведеного згинального мо

менту 

10
Мзв (х) = М (х)1 ( х) . (10.142) 

Тоді, помноживши на Jo чисельник та :mаменник правої частини форму
ли (10.14]), матимемо 

d 2 МЗВ (х)w (10.143) 
dx 2 юо 

Ця формула за своїм зовнішнім виглядом аналогічна формулі (10.135) , 
але веЛИЧllНИ МЗВ (х), які входять до формули, мають різний зміст. 

Окремим випадком балок, розміри перерізів яких неперервно зміню
ються по довжині, є балки однакового 0І1Ору згUIІШllllO, в усіх перерізах яких 
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p ~ максимальне напруження дорівнює допустимо
- . му,тобто 

Х , 

І----'-----і- Ім (х)1 ~ 
~-_-a . з. [1 ~i ЗВ,"си зн::;~::=P:~:~H: [~я визначоння 

.с::: розмірів балки однакового опору: 

, Ь М (х) 
,_, б W(x)=~. (10.144) 

Рис. 295 
Задавшись будь-якою формою перерізу (при

чому так, щоб розміри його визначалися тільки одним параметром), з рівнян
ня (10.144) знаходимо закон зміни цього параметра по довжині балки. Тим 
самим визначаємо розміри всіх перерізів. Для визначення переміщень мож
на користуватися диференціальним рівнянням пружної лінії (10.143). 

Знайдемо форму консолі однакового опору згинанню, переріз якої 
прямокутний з постійною шириною Ь та змінною висотою (рис. 295). 

Позначимо висоту балки в довільному перерізі через h (х) . Тоді 

W(x)= м:(х). 
Крім того, очевидно, 

Iм(х)l= Рх. 

Тому, згідно з рівнянням (10.144), 

bh2 (x) Рх 
-6-= [а]' 

ЗВІДки 

h(x)= ~ь1:]Е. 
Отже, висота розглядуваної балки однакового опору змінюватиметься 

за параболічним законом (рис. 295, 6). При цьому 

ho =h(l)= ~ 6Р .Ji.b[cr] 
Зазначимо, що в околі кінцевого перерізу (х = О) згинальні моменти 

малі, тому висоту перерізу слід визначати з умови міцності за 't : max 

'тах -
-lL~[,],2 bh 

звідки 
3Р 

h"2 2Ь[1:]' 
Побудована балка параболічного обрису найбільш раціональна з по

гляду економії матеріалу, однак внаслідок складності форми не задоволь

няє технологічні вимоги. Тому на практиці засто
совують не балки однакового опору, а близькі до ~IPних східчасті стрижні. 

Аналогічно діють і у випадках двотаврового, .=Сі ~ 
круглого та інших форм перер'ізів. Існує один тип 
балок однакового опору з дуже простим обрисом, 
який застосовується в листових ресорах, - це 
балки прямокутного перерізу з постійною висо
тою h та змінною по довжині шириною Ь (х). 

Знайдемо форму такої балки однакового опо
ру згинанню для схеми, наведеної на рис. 296, а. 

Унаслідок симетрії для визначення форми бал
ки досить розглянути тільки ліву половину про
гону. Тоді 

Р b(x)h2 

м(х)=-х; W(x)=--. 
2 6 ;11111$111 j

Підставивши ці вирази у формулу (10.144), мати- ' , '''"'' , , 
мемо рі і і і і і і і і і і і і І і і і , 

6Рх ~ 
2b(x)h2 = [а], б 

Рис. 296звідки 

b(x)=~
h2 [cr(' 

Ширина перерізу змінюється за ліf!:ійним законом, і, отже, балка має ви
гляд, зображений на рис. 296, б. Максимальна ширина балки Ьо буде по
середині прогону: 

l)_~.
Ьо = Ь ( '2 - 2h 2 [ cr ] 

Визначимо найбільший прогин f цієї балки. Згідно з рівняннями 
(10.142) та (10.143), маємо 

d 2w Мзв(Х) 
ш2 Е10 ' 

де 

1 Р 10
мзв(х)=м(х) 1(~) ="2Х 1(х)' 

У нашому прикладі 
ь_ ,,3 3 

10 = U'_•. 1(х) = b(x)h 
12 ' 12 ' 

отже, 

10 Ьо І 
1(х) = Ь(х) = 2х' 
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атому 

Р І РІ
МЗВ (Х)=2"Х 2х =4' 

На рис. 296, б наведено епюри М та Q, а також епюру зведених зги
нальних моментІВ. 

Отже, диференціальне рівняння пружної лінії для лівої половини про
гону балки матиме вигляд 

d 2 w РІ 
dx2 =4EJo 

Двічі проінтегруємо його: 

8(х)= E~o (~I х+С); 

ш(х)=_I_(Р! х2 +CX+D).
EJo 8 

Для визначення сталих інтегрування С та D використаємо симетрію 
пружної лінії (й зображено штриховою лінією на рис. 296, а): 

w(0)=8(l/2)=0. 
Звідси 

РІ2 

С=--' D=O8 ' . 
Тоді 

РІ2 
1 (РІ )ш(х)=- -х2 --х 

EJo 8 8' 
отже, 

ш(і)=_1(РІ!!:..._РI2 і)
2 EJo 8 4 8 2 ' 

атому 

і=lш(і)I=~2 32EJ ' o 
Коли б балка мала однаковий по довжині переріз, то з умови міцності 

ми б знайшли, що вона буде прямокутного обрису в плані (балку завшир
шки Ьо по всій довжині на рис. 296, б зображено штриховим контуром) . 
Для такої балки максимальний прогин 

, РІ3 

f =48EJ . (10.145) 
о 

Отже, прогин балки постійного перерізу в півтора раза менший, ніж 
балки однакового опору, тобто 

(10.146)f = 1,5Г· 

<Ш >'-'1 
>....~ < 

< 
І ~>....1 

а 

~
~ 9 
б ~ 

~<-«S»»»--І 
г І 11 

сі3 -t: б 
г 

Рис. 297 Рис. 298 

Нагадаємо, що ширина Ь перерізу опорних кінців балки однакового 
опору має визначатися з умови міцності за "тах З урахуванням конструктив
них факторів, що забезпечують необхідні умови обпирання. 

Розрахунок звичайної листової ресори (рис. 297, г), яка складається з 
пакета листів, зводиться до розрахунку щойно розглянутої балки. 

Балку однакового опору (рис. 297, а) розріжемо на окремі штаби 
(рис. 297, 6), а потім складемо однакові штаби завширшки 112. У резуль
таті матимемо n штаб завширшки 1 =Ьofn, які зображено на рис. 297, в. 
Склавши ці штаби разом, одержимо листову ресору (рис. 297, г). 

Якщо всі листи з'єднати між собою (зварити або склепати), то вийде 
балка однакової ширини t і змінної висоти перерізу. В ресорах листи не 
зв'язані між собою (хомути, в яких вони розміщуються, перешкоджають 
розсипанню їх) і мають змогу вільно прослизати один відносно одного. 
Крім того, наближено можна вважати, що при деформації всі штаби одна
ково викривлюються. Тоді сума штаб, з яких складається ресора, з погля
ду напружень та деформацій буде еквівалентна сумі штаб, наведених на 
рис. 297, б, тобто балці однакового опору, постійної висоти й змінної ши
рини (рис. 297, а). Тому для такої ресори умова міцності (враховується, 
що Ьо =(n) матиме вигляд 

= 3РІ :::; [а], (10.147)атах 21nh 2 
а найбільший прогин 

РІ3 

f =1,5!, =1,5 48EJ ' (10.148) 
o 

де 
boh

3 
_ tnh3 

Jo=U- 12 

Для ресори, зображеної на рис. 298, а, відповідна балка однакового 
опору має форму трикутника (рис. 298, б) і, очевидно, 
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рl3 . М(х) _ БРІ . 
-- . . - 2г==ЗЕJо , ашах - W(x) tnh 

Тому умова міцності має вигляд 

- БРZ ~[a], (10.149)ашах - tnh2 

а 

РІ3 рІ3 (10.150)f == 1,5 2EJ == 2EJ . 
о о 

Зазначимо, що взагалі ресори виготовляють з високоміцних сталей, і 
допустимі напруження [а] досягають 400 МПа і більше. Щодо прогину 
ресор, то на практиці (здебільшого внаслідок тертя між листами) він дещо 
менший, ніж у відповідній балці однакового опору, тому в формулах 
(10.148) та (10.150) замість коефіцієнта 1,5 беруть ~ =1,2 ... 1,4. 

Приклад 47. Ресора (див. рис. 296, 297) завдовжки 100 см, яка складається із семи 
штаб перерізом 60 х 8 .,им, навантажена силою Р =7,5 кн. Перевіримо міцність ресори 
([а] =450 МПа) та знайдемо максимальний прогин. 

у даному прикладі h =0,8 см; t = 6 см; І =100 см; Р = 7,5 кН; n = 7. Тоді 


3 6 3
J _tnh _ ·7·0,8 4-179 4 
о - U - 12 см -, см. 

За умовою міцності (10.147) 

3Рі 3·7,5·10-3.1


атах =--2 = 2 МПа=418МПа<450МПа. 
2tnh 2.006.7(08.10-2) 

Отже, ресора міцна. ' , 
Користуючись формулою (10.148) та замінюючи в ній ,Коефіцієнт 1,5 на ІЗ = 

=1,25 ... 1,40, знаходимо, що 

Рі3 75·10-3·1
, f = ІЗ 48Е = (1 ,25 .. .1,40) '5 8 м = 

Jo 48·2,1·10 ·1,79· 10

= (1,25 .. .1,40)4,16 ·10-2 м = (1,25 .. . 1,40)4,16 см = 5,2 ...5,8 см, 

тобто найбіль,ШИЙ прогин становить 52 ... 58 мм. 

. На закінчення зазначимо, що наведений спосіб розрахунку листових 
ресор певною мірою умовний, оскільки: 

а) не враховується тертя між листами ресор; 
б) насправді листи ресори щільно прилягають один до одного не всюди, 

а тільки в окремих точках, унаслідок чого кривина листів при деформації 
неоднакова, а отже, і напруження в них різні. 

§ 70. Розрахунок на дію сил інерції при згинанні 

Розрахунок на згинання з урахуванням сил інерції доводиться викону
вати тоді, коли елементи конструкцій у процесі експлуатації набирають 
великих прискорень, які спричинюють значні інерційні зусилля . Класич

ним прикладом деталей, розміри яких слід 
добирати з умови міцності на згинання з 
урахуванням сил інерції, є спарники локо
мотивів та шатуни двигунів. 

Розглянемо спарник АВ (рис. 299), що 
з'єднує два колеса, одне з яких (О]) є веду
чим і на нього передається обертальний 

Рис. 299момент від машини. В точках А та В спар
ник приєднаний до коліс за допомогою 
циліндричних шарнірів; відстані А 02 та ВО] дорівнюють радіусу криво
шипа г; діаметр колеса - D; довжина спарника - І; локомотив рухається 
із сталою швидкістю и. 

Беручи участь у переносному русі разом з локомотивом зі сталою швид
кістю и, спаРНIІК, не маючи прискорення, не буде зазнавати інерційних 
навантажень. Прискорення він дістане тільки в процесі відносного руху. 
Оскільки в цьому русі точки А та В спарника переміщаються однаково, 
окреслюючи в одній площині кола радіусом т, то цей рух буде плоским та 
поступовим. Отже, всі точки спарника будуть мати ті самі швидкості й 
прискорення, що і точки А та В. 

Точка А рухається разом з другим колесом, окреслюючи коло радіу
сом т. При сталій швидкості руху локомотива кутова швидкість обертан
ня колеса (J) стала. Отже, тангенціальне прискорення точки А дорівнює 
нулю, а доцентрове прискорення шl1 , спрямоване від точки А до точки О?, 
дорівнює ф2г . Будь-який елемент спаРНИКа набуває такого самого прй
скорення, спрямованого паралельно 02А. 

Визначаючи згинальні моменти в спарнику, слід до рівномірно розпо
ділених сил інерції інтенсивНІСТЮ 

/ 
yF yF 2 

q. ==-ш ==-(() r 
І g 11 g 

додати його власну вагу. При цьому найбільш небезпечним положенням 
спарника, очевидно, буде крайнє нижнє, тобто положення, в якому до 
навантажень від сил інерції треба додати навантаження від власної ваги. 
Тоді повне навантаження на ОДИНИЦЮ довжини спарника 

уР 2 ((()2г )q=yF+-g(() r==yF l+ g . 
При виборі розрахункової схеми спарник у даному випадку треба роз

глядати як балку, шарнірно обперту в точках А та В і навантажену рівно
мірно розподіленим по довжині навантаженням Ц. 

Максимальний згинальний момент буде, як відомо, посередині про
гону: 

Мшах == q{2 == yFZ 
2 (1 + ш2г )

8 х g' 
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а найбільше напруження в небезпечному пе
рерізі 

_ Мтах = F уІ2 (1 + (fJ2 r ). 

в 
итах - W W 8 g 

Крім інерційних навантажень та власної 
ваги, які спричинюють згинання, спарник при 
роботі зазнає дії осьової сили, яку теж слід 

Рис. 300 враховувати в розрахунках на міцність. Умо
ву міцності при спільній дії згинання та осьової сили наведено в § 76. 

Аналогічно можна виконати і розрахунок шатуна (рис. зоо), шарнір
но з'єднаного в точці А з кривошипом ОА, який обертається навколо точки 

О з кутовою швидкістю (fJ. 

Якщо кривошип обертається із сталою кутовою швидкістю, то точка 
А шатуна набуває тільки доцентрового прискорення, а точка В - тільки 
тангенціального. Всі проміжні точки шатуна, розміщені між А та В, ма
ють і ті, й інші прискорення. Обмежимося врахуванням тільки доцентро
вого прискорення. 

При такому положенні, коли кривошип утворює з шатуном кут 900, 
напрям доцентрового прискорення буде перпендикулярний до осі шату
на. Природно припустити, що нідцентрові сили інерції скрізь перпенди
кулярні до осі шатуна і по його довжині змінюються від q =qmax у точці А 
до q = о в точці В. ~e припущення тим ближче до істини, чим більша 
довжина шатуна ПОРІВняно з довжиною кривошипа. 

Складаючи розрахункову схему, шатун слід розглядати як балку АВ 
на двох шарнірних опорах А та В з навантаженням, розподіленим за за
коном трикутника (див. рис. 7З). Максимальний згинальний момент, як 
відомо, буде в перерізі на відстані х = 1/ J3 від точки В: . 

2lМ qmax
. тах = 9JЗ ' 

а максимальне напруження вІД згинання 

(J тах = Мтах / ТУ. 

Ураховуючи, що 
Fy 2 

qmax = -(fJ r, 
g 

ДІстанемо 

12 2 2 qmax Fyl (fJ r 
(J =---= 

тах 9J3W 9gJ3.TY· 
Зазначимо, що в розглядуваному приклаДІ, визначаючи напруження в 

спарнику та в шатуні, ми з усіх можливих положень, які неперервно зміню
ються в процесі експлуюації, вибирали положення елемента, який розра
ховується, що відповідає небезпечному положенню. 

Крім нормальних напружень, спричинених згинанням, при розрахунку 

шатуна на міцність слід ураховувати також дію осьової сили (див. розд. 20). 

11 ДОдАТКОВІ ПИТАННЯ Розділ ТЕОР(! ЗГИНАННЯ 

§ 71. Про розрахунок складених балок 

Складені балки широко застосовують у будівельній практиці, судно- і 
літакобудуванні та інших галузях техніки. Це здебільшого зварні (рис. зо І) 
або клепані (рис. З02) балки двотаврового перерізу. Вони складаються з 
двох поясів (полиць) та стінки. Стінка J - це вертикальний лист (рис . ЗОl 
та З02). Пояси 2 зварної балки (рис. ЗОІ) - це горизонтальні листи більшої 
порівняно із стінкою товщиною. Пояс клепаної балки складається з 
кількох деталей - поясного листа 5 і поясних кутників 2 (рис. З02) . Окре
мі частини складеної балки з'єднуються між собою в одне ціле . З'єдну
вальним елементом зварної балки є зварний шов 3 (рис. ЗОl) . У клепаній 
балці за з'єднувальні елементи правлять поясні заклепки 3, а також за
клепки 4, що з'єднують поясні листи з 110ЯСНИМИ кутниками (рис. З02). 

Здійснюючи розрахунок складених балок на міцність, треба задоволь
нити таю вимоги: 

1. Поперечний переріз у цілому повинен мати потрібну міцність . 
2. Листи поясів і особливо стінки складених балок є тонкостінними 

елементами і здатні при стисканні (пояса) або при зсуві (стінки) втрачати 
стійкість, жолобитися. Чим менша товщина листів та чим більша довжи
на частини с поясних листін, що звисає, тим менше навантаження може 
витримати балка без небезпеки жолоблення листів. Тому треба обмежу
вати величину с (рис. ЗОl та З02) і не вибирати для листів занадто малу 
товщину. Щоб запобігти втраті стійкості стінки, застосовують кутники 
або ребра жорсткості. 

З. З'єднувальні елементи повинні мати достатню міцність. 
Перша задача розв'язується методами, викладеними у попередньому 

розділі, й зводиться до розрахунку перерізу за итах' до визначеlIНЯ тов
щини стінки з розрахунку за 'тах та іноді до перевірки розмірів пере
різу за теоріями міцності в місці переходу стінки в полицю (див. § 64, при
клади 41 , 42). 

Друге питання, як і взагалі докладний розрахунок складених балок, 
викладасться в спеціальних курсах (наlIриклад , у курсі металевих конст
рукцій). Розглянемо тільки розрахунок з'єднувальних елементів. 

Двома близькими перерізами виділимо елемент завдовжки dx зварної 
балки (рис . ЗОЗ, а). Нехай у лівому перерізі поперечна сила та згинальний 
момент дорівнюють Qта М, а в правому - відповідно Q+ dQ та М + dM. 
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Рис. 301 РIІС.302 Рис. 303 

Тоді за формулою (10.18) нормальне поздовжнє зусилля В лівому перерізі 
пояса 

N = МSп 
П і' 

де SП - статичний момент пояса відносно нейтральної лінії перерізу. 
У правому перерізі пояса 

d _(М+dМ)Sп
Nп + Nп - J . 

Нормальні зусилля у правому та лівому перерізах пояса відрізняються 
на величину 

dMS n
dNП=-J

Зусилля dNп намагається зсунути пояс відносно стінки, внаслідок чого 
зварні шви, що прикріплюють пояс до стінки (їх два), працюють на зріз 
як флангові (бокові) шви. Умова міцності для них має вигляд (див. § 52) 

dN П [ ] 
'[= dF ::; '[е . 

зр 

Якщо позначити через hш катет шва (рис. 303, 6), то площа зрізу 

2·0,711 шdx.dFзр = 

Тоді дотичні напруження у небезпечному перерізі шва 

dN п SП dM'[ =--=---'-'--
2·0,7hш J dxdFзр 

Проте dMldx =Q, тому остаточна Б-Б 

умова міцності для шва має вигляд 
 lаш ~ dШ dШ ша 

'[_ QSп 

Б 
t.л.

2.0,7h J ::;['[е]. (11.1) 
ш ~ 


Зазначимо, що знайдена вище 

різниця зусиль у двох перерізах пояса 
належить до випадку, коли відстань 

Рис. 304 
між цими перерізами дорівнює dx. На 
одиницю довжини пояса нормальне 

Б-Б 

зусилля дістає приріст, НІм, E..t 


dNп dМSп 
qt = dx = dXJ ' 

або 
н-л.

QSп +---------+
(11.2)qt = і--' 

а Z ІЧасто застосовують не суцільні, : І І"//. 

а переривчасті (шпонкові) шви 
(рис. 304). Розглянемо шпонкове звар А .Іат:в z 
нез'єднання. ~ 

На рис. 304/ш - довжина шпон Рис. 305 
ки, а - крок шва. Розрахункову дов

жину шпонки з урахуванням непровару беруть Іш - 1 см. На відрізку АВ 
завдовжки а у поясі виникає різниця нормальних зусиль 

QS а 
D.Nп =qta = __П_. (11.3)

J 
Розраховуючи шпонку на це зусилля, дістанемо 

QS а'[ = П < ['[ ] ( 11.4) - е' 

У клепаній балці (рис. 305) зусилля D.N псприймає поясна заклепка 1. 
Цю заклепку розраховують на зріз та зминання. Оскільки заклепка має 
дві площини зрізу, то площа зрізу Fзр = 2 (пd2/4). Розрахункова площа 

зминання Fзм = tcтd або Fзм = 2 tKyтd. Як правило, товщина стінки менша 
за подвоєну товщину полиці кутника. Тому будемо вважати f~M = t d. . . . ст 

Умови МЩНОСТІ на зрlЗ та зминання для поясних заклепок мають вигляд 

D.Nп _ QSna ::; ['[]; (11.5)
'[ = Fзр - 2(лd 2 14) 

_ D.Nп = QSпа ::;[азм ]. (11.6)азм - F tcTdJ 
зм 
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Заклепки 2, що з'єднують поясні листи з кутниками, розрахунку не підля
гають, бо вони мають ті самі діаметр d та крок а, що й поясні, а навантажен
H~ на них менші, оскільки у формулі (11.3) замість Sn для них треба взяти 
Sn =Sn-Sкyr, де Sкyr -статичний момент кутників. 

§ 72. Дотичні напруження при згинанні балок 


тонкостінного профілю. Центр згинання 


Припущення, на підставі яких у § 61 було виведено формулу (10.20) для 
визначення дотичних напружень при згинанні, здебільшого справедливі, 
якщо ширина перерізу Ь мала порівняно з висотою (розміром, перпендику
лярним до нейтральної лінії перерізу). Так, в усіх перерізах, зображених 
на рис. 306 (а ...д), ширина тn на рівні , де визначаються дотичні напружен
ня, мала порівняно з h. У цих випадках формула (10.20) дає правильні резуль
тати. Якщо переріз є тонкостінним профілем (рис. 306, в, г, д), то в полицях 
ширина перерізу т,n, значна і характер розподшу дотичних напружень тут 
істотно змінюється: вони не тільки змінні вздовж середньої лінії полиці т,n" 
а й напрям їх стає не паралельним, а перпендикулярним до зусилля Q. 

Зазначимо, що в полицях діють також дотичні напруження, паралельні 
Q. Проте ці напруження такі малі порівняно з дотичними напруженнями, 
паралельними середній лінії полиці (позначимо їх 't )' що їх можна неn
брати до уваги. 

Виведемо формулу для обчислення дотичних напружень 't у полицях n 
тонкостінних профілів. 

Для певності розглянемо балку двотаврового перерізу. На рис. 307, а 
наведено балку, її схему та епюри Q і М. Двома близькими поперечними 
перерізами А ,в, і А 2В2 виділимо елемент балки завдовжки dx (рис. 307, 6). 

Проведемо в перерізі балки A,B,D1E, у нижній полиці вертикальну 
лінію т,n, на довільній відстані z від OCIY. В точках цієї лінії діють напру
ження cr та 't ' Останні треба визначити.n 

Ураховуючи, що полиця вузька (t мале порівняно з Ь), приймемо такі 
припущення: 

1) в усіх точках лінії т,n, дотичні напруження однакові, тобто 't постійні n 
по 	товщині полиці й залежать тільки від відстані z до вертикальної осі; 

2) скрізь у полиці 't паралельні середній лінії полиці. n 

-<:::~т 	п 
ff.л. т 

~~м~ IІffЛ~tfjпШmпn 
~ т, --- п,т, t~--i'

т,-п, 
~ ~ 

а б 8 г д 

Рис. 306 

8 
а б 

Рис. 307 

Відсічемо частину елемента балки, провівши через т,n, вертикальну 
площину, паралельну осі балки (рис. 307, б, в), та розглянемо тільки ті 
напруження, які діють у гранях відсіченої частини полиці і дають зусил
ля, що проекціюються на вісь х. 

Нормальні напруження спричинюють зусилля N,. Згідно з формулою 
(10.18), 

М (x)S(z)
N, 


Тут l z 

S (z) =(Ь12 - z )t(hl 2 -t 12) 	 (11.7) 

- статичний момент площі А,С,т,n, відносно нейтральної лінії. Він є 
функцією координати z. 

У грані А 2С2т2n2 нормальні напруження спричинюють рівнодійне зу
силля 

[М (x)+dM]S(z)
N2 = 	 ,

l z 
причому значення S (z) таке саме, як і для першого перерізу. 
У грані n,т,т2n2, згідно із законом парності дотичних напружень, ви

никають напруження 't' ='t ' n 
Згідно з першим припущенням, вважаємо 't' рівномірно розподілени

ми по товщині полиці (, а враховуючи, що розмір n'n =т,т2 =dx дуже2
малий, можна вважати, що 't' рівномірно розподілені й по довжині dx грані 
n т,т2n2 · Площа цієї грані дорівнює tdx, тому дотичні напруження, щоІ 
ДІЮТЬ у ній, дають зусилля 

dT = " tdx =,ntdx. 

Напрям 't' має бути таким, щоб зусилля dТзрівноважило різницю зусиль: 

dN = N -N, = [М (x)+dM]S(z) _ М (x)S(z) = dM ·S(z)
2 

l z l z l z 
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Підставляючи в рівняння рівноваги 

"LX=dT-dN=О 

вирази для dT і dN, матимемо 
dMS(z)

'tпtdx 
Jz 

Поділивши це рівняння на tdx та маючи на увазі, що dM/dx =Q, дістанемо 

QS(z) (11.8)'t =-
п Jzt' 

Напруження 'tп завжди утворює єдиний потік з дотичними напружен
нями't у стінці профілю (рис. 308). Останні визначаються з формули Жу
равського та напрямлені в бік Q. 

Формула (11.8) для дотичних напружень '"Сп у полицях та формула 
(10.20) для дотичних напружень 't у стінці дають змогу обчислити дотичні 
напруження в будь-якій точці тонкостінного профілю і побудувати повну 
епюру дотичних напружень. При цьому нехтують уклоном полиць У дво

таврах і швелерах, вважаючи, що полиці мають постійну товщину. Епю
ру 't доводять до полиці, а епюру 'tп - до осі профілю. 

Приклад 48. ПобудУЄJ\tо повну епюру дотичних напружень для перерізу двотаврової 
балки Nu 20, в якому діє nоnеречна сила Q =100 кН (рис. 309). 

За сортаментом знаходимо, ЩО J =1840 см4 , S =104 см3 , та обчислюємо статич
ний момент полиці відносно нейтральної лінії: 

S = ЬІ -h --І) = 10 ·084 (20---О '-84) см3 = 8047 см3. 
11 ( 2 2 '2 2 ' 

Тоді дотичні напруження в місці з'єднання стінки з полицею 

,=QSn 100 .10-3.80,47·\0-6 МПа =84.\ МПа, 
І J(l 1840 . \0-8.0,52.10-2 

а найбільш і дотичні напруження в точках нейтральної лінії 

, =QS \00·\0-3· \04.\0-6 МПа=\087МПа 
тах Jd \840 . \0-8.0,52.\0-2 ,. 

За цими даними будуємо параболіЧIlУ епюру 't для стінки. 

Для побудови епюри дотичних напружень Тп у полицях двотавра звернемо увагу 
на те, ЩО , згідно звиразами (J 1.7) та (\1 .8), 

'п =J(~-~)(%-Z)' 
Координата z точки, де визначається Тп ' входить до цього виразу у першому сте

пені , отже, епюра прямолінійна. 
Будемо обчислювати за формулою (1\.8). Для краю полиці S (Ь/2) =О, отже, Тп =О. 

ДЛЯ середини полиці (z = О) 
\ 3S(O) =2"Sп=40,2см; 

Q.!.S 3 -62 n \00 · \0- ·40,2 · \0 МПа = 26 МПа. 
'птах =-л 1840 · \0-8·0,84·\02 

За цими даними будуємо трикутну епюру Тп на правій половині полиці . На їі лівій 

половині епюра буде симетрична, оскільки статичні моменти за абсолютним значен
ням такі самі, як і на правій половині полиці. Очевидно, такий самий вигляд епюра 

має й для нижньої полиці. 

Наявність дотичних напружень у полицях тонкостінних профілів при
водить до того, що в крайніх волокнах балки, де діють найбільші нор
мальні напруження атах' напружений стан буде плоский, а не лінійний 
(рис. 310, а, 6). Тому в таких балках імовірно небезпечною точкою буде 
не довільна точка крайніх волокон, а та точка, де 'tп = '"Сп тах' Умову 
міцності для таких балок слід було 6 записати не в звичайному вигляді 

аптах =M/W$[a], 

а користуючись теорією міцності, що має сенс для нестандартних профілів, 
особливо при широких полицях. 

Дотичні напруження в полицях тонкостінних профілів можуть значно 
змінити характер напруженого стану стрижня та вид його деформації. 

Якщо переріз має дві осі симетрії й силова 
площина проходить через одну з них (напри

клад, у двотавра), то в ньому виникають до
тичні напруження, зображені на рис. 311 , а 
(див. також рис. 3\ О). Ці напруження дають 

6mах 

~ bt21\11!\7 t:~ 

6mак 

'{' 4!:, _ і, 

б 
IJ Q 

Рис. 309 Рис. 310 
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рівнодійні зусилля Тсг і Тп (рис. 311, 6). Унаслідок симетрії полиць відносно 
вертикальної осі зусилля Тп взаємно зрівноважуються на кожній полиці. 

Інша справа, якщо головна центральна вісь перерізу, перпендикуляр
на до нейтральної лінії, не є віссю симетрії (рис. 312). Дотичні напруження 
у стінці та полицях тут зводяться до зусиль ТСТ і ТП (рис. 312, 6, вертикаль
ними дотичними напруженнями в полицях нехтуємо). Поперечна сила Q, 
щО є рівнодійною цих зусиль, 

Q == тCf' 

очевидно, напрямлена вертикально вниз, але вона вже не буде проходити 

через центр ваги перерізу, оскільки дві сили ТП дають ще і пару сил. Сила 
Qзміщується на деяку відстань Zc (рис. 312, б), перетинаючи нейтральну 
лінію в точці С. 

Відрізок Zc знайдемо, виходячи з того, що момент рівнодійної сили 
відносно будь-якої точки дорівнює сумі моментів складових сил відносно 
ТlЄI самої точки. 

Отже, відносно точки С маємо 

"іМ с == Q(zc +d /2)-ТI1 (h -t) = О, 
ЗВІДки 

Zc = ~ (h-t) - ~. (11 .9) 

Залишається обчислити зусилля ТП , 
На елемент полиці dz (рис . 312, а) діє елементарне зусилля і dTn ='r.пtdz. 

Отже, 

Тп ==І 
b-z

f
o 

,пdz . 
-(ZO-d) 

Користуючись виразом (11.8) 

QS(z) 
, ==-

n Jt 

-<::: 

~~ 

ь 

а 

і враховуючи, що 

fl-tS(z )==(b-zО-z )t--,
2

ДІстанемо 

т == Qt (h - t ) ~-fzО (Ь _ z _z) dz == Qt (h- t) (Ь - d )2 
п 2І о 4І 

- (zo- d) 
Підставляючи останній результат у формулу (11.9), остаточно маємо 

t(h-t)2(b-d)2 _1:. (11.10)
Zc = 4І 2 

З'ясуємо тепер, яке значення має зміщення рівнодійної сили Q відносно 
центра ваги перерізу .для наочності розглянемо один з найпростіших випадків, 
коли на консоль швелерного перерізу діє вертикальна сила Р у головній пло
щині ху (рис. 313, а). Це навантаження спричинює в перерізах балки змінні по 
довжині згинальні моменти М (х) == Рх та постійну поперечну силу 
Q(x) == Р (рис. 313, 6). Упоперечних перерізах, крім нормальних напружень, 
діють дотичні напруження: 't - У стіІ-щі та t п - У полицях. Поперечна сила 
Q(x) == Р, що є рівнодійною дотичних зусиль, У будь-якому перерізі зміщена 
відносно геометричної осі стрижня (осі х) на одну і ту саму відстань Zo + Zc

Отже, ділянка балки між вільним кінцем та довільним перерізом 
(рис. 313, 6) перебуває під дією сил Р, Q (х) == Р і моменту М (х) = Рх. Ця 
система сил задовольняє всі умови рівноваги, крім одного: тут сума мо
меlпів відносно осі х не дорівнює нулю. Проте розглядувана ділянка бал
ки перебуває в рівновазі. Тому в перерізі х має діяти ще один силовий 
фактор _. крутний момент Мкр = Р (zo +Zc), напрямлений, як зображе
но на рис. 313,6. Унаслідок цього, незважаючи на те що навантаження 
перетинає вісь х, балка буде не тільки згинатися, а ще й скручуватися. 
Досліди це підтверджують (рис. 313, в). Отже, в поперечних перерізах бал
ки виникає додаткове поле дотичних напружень, яке разом з полем до

тичних напружень від згинання зрівноважує силу Р. 

:j. 

Zc 

Ij 6а в г 

Рис. 313 
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Як відомо, відкриті тонкостінні профілі погано працюють на кручен
ня . Крім того , якщо балка закріплена так, що депланація перерізу в закріп
ленні (жорсткозатискна опора) неможлива, то відбувається так зване стис
нуте кручення, при якому в поперечному перерізі виникають не тільки 
дотичні, а й значні нормальні напруження. Тому бажано вживати заходів 
для усунення кручення в балках відкритих прокатних профілів. З цієї при
чини застосовують симетричні перерізи (наприкrІаД, з двох швелерів) або 
балку навантажують у площині, що проходить через точку С паралельно 
головній площині (на рис . 313, б таке положення навантаження показано 
штрихпунктиром; на рис. 313, г зображено один з можливих варіантів 
конструктивного оформлення зміщення зовнішньої сили). У такому випад
ку ділянка балки завдовжки х повністю зрівноважена силами Р, Q(x) = Р 
та моментом М (х) = Рх; кручення немає. 

Точка С, через яку проходить рівнодійна дотичних зусиль при згинанні 
балки, називається центром згинання (іноді - центром кручення або цен
тром жорсткості). Центри згинання всіх поперечних перерізів лежать 
на прямій, яку називають віссю жорсткості балки (рис. 313, 6). 

Якщо на балку діє кілька сил, то для виключення кручення вони мають 
перетинати вісь жорсткості. Якщо переріз має дві (чи більше) осі симетрії, 
то центр згинання лежить у точці перетину цих осей, тобто збігається з 
центром ваги перерізу . 

Приклад 49. Як приклад застосування формули (11.1О) визначимо положення центра 
згинання для швелера Ng 18а. 

Згідно з сортаментом, h = 18 см, Ь = 7,4 см, d = 0,51 см, t = 0,93 см, J =1190 см4 . 
Тоді 

2 2_t(11-t)2(b-d)2 d_(0,93-\7 ,07 .6,89 026) -27 
zc- 4J 2- 4.1190 ' СМ-,СМ. 

§ 73. Розрахунок балок на пружній основі 

Розглянемо балку (рис. 314), що обпирається на суцільну пружну осно
ву, реакцію якої на балку в кожній точці можна з певним наближенням вважа
ти пропорційною пружному прогину в цій точці . Це припущення відповідає 
моделі, в якій пружна основа є набором не зв'язаних між собою пружин. 

Позначивши коефіцієнт пропорційності літерою а і припустивши, що 
пружна основа однорідна по всій довжині балки, знайдемо, що інтен
сивність реакції основи дорівнює - аш, де коефіцієнт а визначається ділен
ням сили на довжину в квадраті . 

Отже, повне розподілене навантаження р(х) , що діє на балку, складаєть
ся із заданого навантаження інтенсивністю q(x) та невідомої реакції пруж
ної основи аш(х): 

р(х)= q(х) - аш(х) . (11 .11) 

Для зручності додатний напрям осі прогинів та розподіленого наванта
ження вибрано вниз. 

, )( 
8{Х)ОІю(х) 

РИС. 314 Рис. 315 

Розрахунок балки на пружній основі є статично невизначуваною за
дачею, оскільки лише рівнянь рівноваги недостатньо для визначення за
кону зміни інтенсивності реакцій основи по довжині балки. Інтенсивність 
реакції основи пов'язана з деформацією балки, тому для розв'язання за
дачі спочатку знайдемо рівняння пружної осі балки. 

Диференціальне рівняння зігнутої осі для балки постійного попереч
ного перерізу на пружній основі, згідно з виразом (10.49), можна, врахо
вуючи вибрані напрями прогинів ш та інтенсивності навантаження q, за
писати так : 

d4ш(х) 1
---'-4~= -[q(х)-аш(х)] . (11.12) 

dx EJ 

Спочатку розглянемо ділянку балки (рис. 315), на якій немає зовніш
нього розподіленого навантаження. Диференціальне рівняння для цього 
прикладу спрощується. Маємо 

d=~х)=_~ш(х). (11.13) 

Розмістимо початок координат у крайній лівій точці розглядуваної 
ділянки, вісь ш напрямлеМ0 вниз та позначимо прогин, кут повороту, зги

нальний момент і поперечну силу в цьому перерізі відповідно через шо, 
80,Мо і Qo. Ці величини будуть початковими параметрами. Позначи
мо Е} /а = L4 /4, звідки 

L=~4~J . (11 .14) 

Ця величина виражається в одиницях довжини (см). У рівнянні (11.13) 
незалежну змінну х замінимо безрозмірною абсцисою 

~=xlL. (11 .15) 

Тоді рівняння (11 .13) з урахуванням виразів (11.14) і (11 .15) набирає ви
гляду 

4 
d ш +4ш=0. (11.16) 
d~4 

Загальний інтеграл цього рівняння 

ш = Ae~ cos~+ Be~ sіп~+Се-~ cos~ + De-~ sin~. (11 .17) 
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Послідовно диференціюємо цей вираз по ~, взявши до уваги диференці
альні залежності між ш, В, Q, М та співвідношення (11.15): 

ш' = BL = Ae~ (cos~ -sin~)+ Be~ (cos~ +sin~)

-Се-~ (cos~ +sin~)+ De-~ (cos~ - sin~); (11.18) 

2
ш" = - м (x)L =-2(Ae~ sin~ - Be~ cos~ + Ce-~ sin ~ +De-~ cos~); 

(11.19) 

ш"'= Q(х)L
З 

=-2[Ае~(соs~+Sіп~)-Ве~(соs~-sіп~)
-Ce-~ (cos~ -sin ~)- De-~ (cos~ + sin~)J. (11.20) 

Виразимо довільні сталі А, В, Сі D через початкові параметри шо' В6, 
Qo і МО' поклавши для цього в рівняннях (11.17) - (11.20) ~ = О: 

шо =А+С; 
LBo = A+B-C+D; 
2 (11.21)L M o =(-2В + 2D)EJ; 

LЗQо =(2A-2B-2C-2D)EJ. 

З цієї системи лінійних алгебраїчних рівнянь маємо: 

шо LBo LЗQо
А=-+-+-- · 

2 	 4 8EJ' 
2 З _ LBo L Мо L Qo. (11.22)В-------

4 4EJ 8EJ' 

_ шо LBo LЗQо . 
С------

2 	 4 8EJ' 
2 ЗLBo LMo LQo

D=-+-----. 
4 4EJ 8EJ 

Підставивши ці вирази для довільних сталих у формули (11.17) _ 
(11.20), знайдемо: 

L2M LЗg
ш(х)=шоr;(~)+LВОУ2(~)- EJОуз(~)- EJOY4(~); (11.23) 

LM L2g 4ш
B(x)=Bor;(~)- E/Y2(~)- Е/УЗ(~)--ТУ4(~); (11 .24) 

М (х) = Мor; (~)+ LQOY2 (~)+ <XL2шоуз (~)+ а.І}ВОУ4 (~); (11.25) 

Q(x) = Qor; (~)+ <XLШОУ2 (~)+ <XL2воуз (~)-ZMoY4 (~). (11.26) 

Тут через УІ' У2, Уз, У4 позначено функції Крилова*: 

r; (~) =сЬ ~cos~ = і(e~ + e-~ )cos~; 


У2 (~) =~(Cb ~sin~ + sh~cos~) =~[(e~ +e-~ )sin ~ + (e~ - е-~ )COS~J 

(11.27)

Уз (~) =lSh~Sin~ == i[i(e~ -e-~ )Jsin~; 

У4 (~) == ~(ch~sin ~ -sh~cos~) == Н(e~ + e-~ )sin~ -(e~ -e-~ )cos~J. 
Зазначимо, що при диференціюванні функцій Крилова дістають такі 

прості, але важливі для практичного застосування залеЖНОСТІ: 

Lr;' == - 4У4 ; LYi ==УІ ; 	 (11.28) 

LYi == У2 ; LY'; = Уз· 

Перейдемо до виведення загальних рівнянь для w, В, М і Q при дії 
довільних розподілених або зосереджених зовнішніх навантажень. 

Нехай на відрізку х балки (рис. 316) діють вертикальна зосереджена 
сила Рі у точці з абсцисою Ьі , зосереджений момент Мі у точці з абсци
сою аі та рівномірно розподілене навантаження інтенсивністю qi на ді
лянці від х==с до x==d. 

Для виведення скористуємося принципом незалежності дії сил, а також 
вважаємо, що переміщення малі. Спочатку припустимо, що всі зовнішні 
навантаження на ділянці х дорівнюють нулю, тоді загальний інтеграл, 
або прогин ш(х), буде функцією початкових параметрів і абсциси х за 
формулою (11.23). Нехай тепер усі . . dпочаТКОВІ параметри ДОРІВнюють 

нулю, але діють зосереджені на dll'1 
вантаження l} та Мі. Очевидно, 

с' 
Їх можна взяти як нові статичні 
початкові параметри і визначити 
ш (х) за формулою (11.23), підста
вивши Мо == Мі; Qo =-l}. При 
цьому як початок координат тре

ба вибрати не точку О, а відповід
но до розміщення кожного сило
вого фактора точки з абсцисами 

а (X'{J](X)
аі та Ьі . Тому аргументами функ
цій Крилова УІ' У2, Уз, У4 будуть ь 

х 

lJI 

х 

·Таблиці функцій о. М. Крилова мож
на знайти в [І З]. Рис. 316 
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відстані від розглядуваного перерізу до нових силових факторів ~ та М;, 
тобто відрізки (х- а;), (х-Ь ) і т. ін.і 

Якщо сил і моментів кілька, то вводять їхні суми. При розподілених 
навантаженнях суми перетворюються на інтеграли від елементарних сило
вих факторів qdТ], а при кількох ділянках розподілених навантажень 
на суми інтегралів. 

Обмежимося розглядом випадку дії рї"вномірно розподіленого наван
таження. Тоді, інтегруючи з урахуванням залежності (11 .28), дістанемо 
просту формулу 

f 
d 

d
L I LqУ4(~-У])dу]=-q4 }](~-Y]) с =-q4 [}](~-d)-}](~-c)]. (11.29) 

с 

Отже, при одночасній дії всіх зазначених силових факторів і початко
вих параметрів повний інтеграл Ш(Х) можна подати так: 

3Ш(Х) = ШО}] (у)+ 8 0LY2 (у)+ lJ {МоL2уз (у)+ QoL Y4 (у)+ (11.30) 

2'" (х-а . ) 3'" (Х-Ь. ) L 
4", [ (х-с.) (X-d. )]}+L L..JМ;Уз -Г- -L L..J Р;У4 -г- + 4"L..Jqj УІ -Г- -УІ ~ . 

Узагальнивши аналогічно вирази для 8 (Х) , М (х) і Q(x), дістанемо 
такі універсальні рівняння методу початкових параметрів для балки на 
пружній основі: 

8(х) =8 0 }] (у)+ ~ {MoLY2 (f)+QоL2 rз (у)+ ш,3ШОУ4 (у) + 
+LLM;Y2( x~a; )-L2LР;Уз( X~b; )-LЗLq; [У4 ( X~Ci )-У4 ( X~di )]}; 

(11.31) 

М (Х) =МоУ, (у)+ QOLY2 (f)+сХL2шоУз (у)+ аLЗ80 У4 (у)+ 

'" (х-а.)-Г- -LL..Jр;У'" 2 (х-ь.) Уз -Г- -Уз (X-d.)]+L..JM i }] 2'" [ (х-с.) ;-Г- +L L..Jq; ~ 

(11.32) 

Q(x) =QoJI (f)+aLШО У2 (f)+aL280 Уз (у)- 4~0 У4 (у)
4'" (х-а.) '" (х-ь.)- IL..JM;Y4 -Г- -L..Jр;У, -Г- + 

(X-d.)] . (11 .33)+LL..Jq;'" [У2 (х-с.)-Г- -У2 ~ 
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Таблиця 16 

Умови закріплення Переміщення та силові фактори для 

лівого кінця 

балки 

правого кінця 
балки 

л

w (О) 

і

е (О) 

вого кі

М(О) 

нця (х = 

Q (О) 

О) пр

w (/) 

а

е (/) 
вого к

М (/) 

інця (х = І) 
Q (/) 

Вільний 
« 
« 

Обпертий 
« 

Затиснутий 

Вільний 
Обпертий 
Затиснутий 
Обпертий 
Затиснутий 

« 

-
-

-
О 
О 
О 

-
-
-
-
-
О 

Мо 
Мо 
мо 
МО 
МО 
-

Qo 
Qo 
Qo 
-

-
-

-
О 
о 
О 
О 
о 

-
-
о 

-

О 
о 

МІ 
МІ 
-
МІ 
-
-

Q 
-
-
-
-
- і 

І 

Тепер обчислення ш (Х), 8 (Х), М (х) та Q{x) у будь-якому переРІЗІ 
балки на пружній основі не спричинить утруднень, якщо відомі почат
кові параметри шо, 80' QO і Мо· У кожному конкретному випадку почат
кові параметри можна визначити з умов на кінцях балки. Ці умови для 
різних випадків закріплення балки наведено в табл. 16 (припускається, 
що початок координат суміщено з лівим кінцем балки) . 
у таблиці через М(І) і Q(Z) позначено зовнішні зосереджений момент 

і силу на правій опорі. Якщо на вільних кінцях балки зовнішніх сил і мо
ментів немає, то треба покласти 

мо =Qo =М/ =Q/ =0. 

Як видно з таблиці, при виборі початку координат на лівому кінці 
однопрогонової балки два початкових параметри завжди відомі. Для визна
чення двох інших параметрів треба розв'язати систему двох алгебраїчних 
рівнянь, які складаються з умов закріплення правого кінця балки. 

§ 74. Згинання балок, матеріал яких 


не відповідає закону Гука 


Викладені вище розрахунки на міцність та жорсткість при згинанні, 
що rpунтуються на гіпотезі плоских перерізів і законі Гука з однаковим 
модулем пружності при розтяганні й стисканні, не вичерпують усіх ви
падків, з якими доводиться зустрічатися конструкторам. 

Відомо , що закон Гука справедливий, поки напруження не перевищує 

границю пропорційності , а іноді розрахунки на міцність доводиться ви
конувати при більш високих напруженнях з урахуванням пластичних де
формацій. Крім того, і в межах пружності залежність між напруженнями 
і деформаціями у низки матеріалів нелінійна , тобто не відповідає закону 
Гука. До таких матеріалів належать чавун, камінь, бетон, деякі пластма
си. У деяких матеріалів, що відповідають закону Гука, модулі пружності 
при розтяганні та стисканні різні . Тому останнім часом розрахунки на 
міцність для всіх зазначених випадків набувають все більшого значення. 
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Розрахунки на міцність з ура
хуванням пластичних деформацій 
розглядатимуться в розд. 19. Тут об
межимося лише визначенням нор

мальних напружень при згинанні баль 
ки прямокутного поперечного пере

різу, матеріал якої не відповідає зако
ну Гука протягом всього процесу 
навантажування, причому залеЖНОСТІ-<:; 

між напруженнями і деформаціями 
різні при розтяганні й стисканні. Роз
глянемо також випадок згинання при 

у різних модулях пружності для розтя
Рис. 319 гання і стискання. Досліди свідчать, 

ЩО В зазначених випадках гіпотеза плоских перерlЗlВ справедлива . 
Нехай балка зазнає чистого згинання. Якщо припустити, як і раніше, 

що волокна при згинанні не тиснуть одне на одне, то матеріал балки пе
ребуває в стані простого розтягання і стискання. 

Діаграми розтягання і стискання для матеріалів, які не відповідають 
закону Гука (чавун, камінь тощо), показують, що напруження зростають 
повільніше, ніж деформації, причому більшою мірою це відбувається при 
розтяганні, ніж при стисканні (рис. ЗІ7). У цьому разі нейтральна лінія 
поперечного перерізу не проходить через його центр ваги, а зміщується в 
бік центра кривини осі балки . 

На підставі гіпотези плоских перерізів та зазначеного характеру діагра
ми розтягання (стискання) матеріалу можна зобразити епюри відносних 
подовжень та нормальних напружень (рис . З18) у поперечному перерізі 

балки . Якщо позначити радіус кривини нейтрального шару через р, то 
відносне подовження волокна , що розміщується на відстані у від нейт
рального шару (рис . З18, ЗI9) , виражатиметься вже відомою залежністю 

Е = у / р. 

Для визначення відносних подовжень волокон балки, а потім нормаль
них напружень треба знайти положення нейтральної осі поперечного пе
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рерізу, радіус кривини нейтрального шару та виразити аналітично чи гра
фічно залежність між деформаціями та напруженнями. 

Проведемо який-небудь поперечний переріз балки, перпендикулярний 
до їі осі. При згинанні балки парами сил внутрішні сили пружності в по
перечному перерізі мають звестися також до пари, отже, проекція нор
мальних зусиль на вісь х (рис. З19) дорівнює нулю, а момент Їх відносно 
нейтральної осі z дорівнює згинальному моменту. 

Отже, дістанемо такі два рівняння статики: 

~ х = JodF = О; (11.З4) 

F 

'LM z = JcrydF -М = О. (11.35) 
F 

Оскільки dF = bdy, то відповідно 

h2 J
Ь [

h
l 
l 

opdy-l °cтdy = О; (11.36) 

l
h h2 J

Ь
[ 

l 0pydy+ lOcтydy = М. (11.37) 

ДЛЯ багатьох матеріалів залежність між напруженнями і деформація
ми при розтяганні й стисканні з достатньою точністю можна зобразити 
степеневим законом 

Ер =kpO~; Ест =kcтo~, (11.38) 

де ~P' kcт , піт - сталі, що характеризують фізичні властивості матеріалу. 
Ураховуючи формулу (11.34) для відносного подовження, з виразів 

(11 .38) можна записати: 

Ор =(.2)11n=(L)1In о = (Ест )1 /m= (-.L)lІm (11 .39) 
kp kpp cr kcт kcтp 

Ці залежності та рівняння (11.36) і (11.37) дають змогу визначити по
ложення нейтральної осі, радіус кривини, а також напруження Ор і ост' 

Підставивши формули (11.39) у рівняння (11.36), дістанемо 

h2hl ( )1/n 11т]Ь
[
[k:P dy - [(k~P) dy = О, 

а проінтегрувавши, матимемо 

h )1/ n ( ~ )1/ m_n_ І h -~ __ =0 (11.40)
n+l ( kpp І m+l kcтp ~ . 
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Далі, підставивши формулу (11.39) у рівняння (11.37), знайдемо, що 

h2h
l ()l/n 11т]

Ь
[ 
[k;P ydy+ [(k~P) ydy =М, 

і після інтегрування дістанемо 

h )11 n (h )11 mh2_n_ь _І h2 +~b _2_ =М (11.41)
2n +1 [kpp 1 2т +1 kcтp 2 . 

Маючи наувазі,що hl +h2 =h, зрівнянь (11.40) і (11.41)знаЙдемо p,hli 
h2 , а потім за формулами (11.39) - напруження о"р та О"ст' 

Можна розв'язати також обернену задачу - визначити найбільший 
допустимий згинальний момент за допустимим напруженням на розтя

гання [O"J або стискання [o"cтJ. Для цього запишемо за формулами (11.39) 
напруження розтягання та стискання в крайніх волокнах балки на відстані 
h l і h2 від нейтрального шару: 

_ ( hl )lІn _ ( h2 )lІт
0"1 - - 0"2 - - (11.42)

kpp kcтp 

На підставі цього виразу формули (11.40) та (11.41) можна записати в та
кому вигляді: 

n m
--O"lhl - --0"2h2 = О; (11.43) 
n+l т+l 

n 2 m 2 
--ЬО"lhl + --b0"2h2 = М. (11.44)
2n + 1 2т + 1 

Крім того, з формул (11.42) випливає, що 

h O"nk
-.L = _І_р (11.45) 
h2 0"2 kCT 

Отже, з останніх трьох рівнянь, маючи на увазі, що hl + h2 = h, можна 
ви~на:ити за допусти~им напруж:нням [O"J чи [о"ст] положення нейтраль
НОІ ОСІ та Допустимии згинальнии момент. За граничними значеннями 
напружень можна визначити граничний згинальний момент, який відпо
відає граничному значенню, досягнутому одним із напружень у найбільш 
віддалених від нейтральної осі волокнах у зоні розтягання або стискання. 

Так само, як це зроблено для балки прямокутного поперечного пере
різу, можна розв'язати задачу і для інших простих перерізів, наприклад 
складених з прямокутників (таких, як двотавр, тавр тощо). 

Розглянемо ще визначення нормальних напружень при згинанні у ви
падку, коли матеріал відповідає закону Гука, але модулі пружності при 
розтяганні та стисканні різні. Нехай Ер - модуль пружності матеріалу 

при розтяганні, Ест - при стисканні. Для таких матеріалів Ест > Ер' Епю
ру нормальних напружень у перерізі балки для цього прикладу зображе
но на рис. 320. 

Для волокон, розміщених Ha/lf"TaHi у від нейтрального шару, в зоні 
розтягання та стискання 

у 
о"р =-Ер O"cт=ZE (11.46)

Р ст'Р 


З рівняння (11.36) випливає, що 

hl h2

f O"pdy = f O"cтdy. (11.47) 
о о 

Підставляючи замість о"р та о"ст їхні вирази (11.46), маємо 

Е h} Е h2 
---.Е. fydy = -в.. fydy, (11.48) 
РоР о 

звідки після інтегрування дістанемо 

Ephl 
2 = EcT h2 

2 , (11.49) 
або 

h1 
2 

Ест 

hJ = Ер 

Ураховуючи, що hl + h2 = h, знайдемо 

_ hjE;; .
h1

JE; +JECT ' 

hJE; 
h2=~~'-----=== (11.50)

JE; +JEcT . 

Отже, положення нейтральної осі визначено. 
Тепер знайдемо напруження у крайніх волокнах балки в зонах розтя

гання о"р і стискання О"ст' З епюри на
пружень (рис. 320) випливає, що су- бf!Т - есуЕст 
марна розтягальна сила Nр у зоні роз- _ ~ 
тягання і стискальна сила Nст в зоні ~ 
стискання поперечного перерізу ви
значаються так: 

~ 

о" bh bh 
N =_р_l. N = О"СТ 2 (11 51) ~ Np

р 2' ст 2" 

Ці сили діють на відстані (2/3)hl та 
(~/3)/~ від нейтрального шару. Ос бр~є.fЕр 
КІЛьки зусилля В поперечному пе- Рис. 320 

322 
323 



рерізі зводяться до пари сил, то Np = Ncr · Плече пари дорівнює (2/З)h. 
Згинальний момент можна записати у вигляді 

2 2
М =Nрзh; м = Nстзh. 

Ураховуючи вирази (11.51) та (11.50), маємо 
2М =Opbh1h =opbh ..[їі:.; . 

з з г;- ~' "Ер +"Ест 
bh2М = °crbhzh = ocr fE; (11.52) 

3 З fE; +JEcr ' 

звідки 

о = зм (1+ JE;);
Р bh2 JEcт 

(11.53)О = зм (1 + ..[їі:.;).
ст bh2 JE; 

Користуючись цими формулами, можна за згинальним моментом знай
ти найбільші розтягальні та стискальні напруження, якщо відоме відно
шення модулів пружності. 

Запишемо формули (11.53) в дещо іншому вигляді. Згідно з виразом 
(11 .50), маємо 

ГЕ; hz _ hz/p _ ЕстvE; = h; - h\ / Р - Ер . 

Підставляючи це відношення у формули (11 .5З), дістанемо 

о = зм (1+ Ест J; (11.54) 
Р bh2 Ер 

(11.55)Ост = зл; (1 +~J. 
bh Ест 

У цьому вигляді формули зручні для обчислення напружень У випадку, 
коли в крайніх волокнах балки вимірюють відносні деформації за допо
могою тензометрів. 

12 СКЛАДНИЙ Розділ ОПІР 

Під складним опором розуміють різні комбінації раніше розглянутих 
простих напружених станів брусів (розтягання, стискання; зсуву, кручен
ня та згинання). 

У загальному випадку навантажування бруса (рис. 321, а, б) у попе
речних перерізах можуть діяти шість компонент внутрішніх сил 
N, Qy' Qz' Му' М z' Мкр ' пов'язаних з чотирма простими деформаціями 
стрижня - розтяганням (стисканням), зсувом, крученням та згинанням. 

Чогось принципово нового задачі складного опору при достатньо 
жорстких брусах не вносять, оскільки спільна дія зазначених зусиль приво
дить до напруженого стану, який можна здобути сумуванням напружених 
станів, спричинених кожним видом простого навантажування окремо. 
Вміючи визначати нормальні та дотичні напруження в різних точках 
стрижня, а також головні напруження, можна за тією чи іншою теорією 
міцності перевірити міцність даного стрижня. Аналогічно може бути вив
чена деформація або переміщення бруса відповідним складанням пере
міщень, що дістають при окремих більш простих навантажуваннях. 

Принцип сумування дії сил можна застосовувати в усіх випадках, якщо 
деформації малі й відповідають закону Гука. 

На практиці одночасна дія всіх силових факторів спостерігається не
часто. Частіше доводиться мати справу з різними комбінаціями їх, які й 
розглянемо нижче. 

§ 75. Складне і косе згинання 

Складне згИІІШlllЯ сnричиюоється сwzами або моментами, розміщеними в 
різllих nЛОЩИllах, які проходять крізь вісь БШlКИ (рис. 322, а). Таке згинання 
називають також lІеnлоским, оскільки зігнута вісь балки не є плоскою кривою. 

Якщо всі lІаваllтаJ/сеIl1IЯ, які СnРИЧИfl10ють згинання, діють в одній пло
щині, що !Іе збігається ІІі з одllією з головних площин, то згинаllllЯ називають 
косим (рис. 32З, а) . 

Як у випадку неплоского, так і у випадку косого згинання, найзручні
ше зводити згинання до двох плоских. Для цього навантаження, що діють 
у довільних поздовжніх силових площинах, треба розкласти на складові, 
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які розміщуються в головних площинах ху 
та Xz; тут осі У та z - головні осі інерції пе
рерізу (рис. 322 і 323). Отже, схеми наванта
жування брусів при складному та косому зги(І! нанні можуть бути такими, які зображено на 
рис. 322, б та 323, б відповідно . 

'Х При складному згинанні у поперечних 
б перерізах бруса взагалі виникають чотири 

Рис. 321 внутрішніх силових фактори: Qz, Qy' м z та 
Му . Розраховуючи на міцність при складному згинанні , як правило, нех
тують впливом дотичних напружень. 

Обчислимо напруження в деякій точці (у , Z) довільного поперечного 
перерізу, розмістивши їі для певності в першому квадранті (рис. 324, а). 
Напрями головних осей наведено на рисунку. Згинальні моменти вважа
тимемо додатними, якщо вони спричинюють У точках першого квадран
та розтягальні напруження. 

Виходячи з принципу суперпозиції, знайдемо напруження в зазначеній 
точці, розглядаючи два плоских згинання. Нехай спочатку діє тільки мо
мент M . Тоді нормальне напруження в точці z
 

(5,=M zY 

l ? 


Якщо діє тільки момент Му' то 

" Myz(5 =-
lу 

Очевидно, при одночасній дії обох згинальних моментів напруження 

_ Mzy M yz (12.1)(5---+-
l , 1 у . 

r-__ 

І с,-, . J,.,' {J/f17dQ /i,.___ 
,'~ 17fJ{1I1fQ ,_ 


q, 'р, 


1. 

..t 

б ,.t 

Рис. 323
Рис. 322 

z 

а б 

z 

н 

Рис. 324 Рис. 325 

Формула (12.1) дає змогу визначити нормальні напруження в будь
якій точці поперечного перерізу при складному, або, як ще кажуть, nро
сmоровому згинанні. Згинальні моменти та координати точок, в яких ви
значають напруження, підставляють в цю формулу зі своїми знаками. 
у випадку косого згинання (рис. 325) згинальні моменти Мz та Му 

пов'язані залежностями 

М =Mcosa; Му =Msina, (12.2)' 
де М - згинальний момент у даному перерізі в силовій площині р - р 
(рис . 325). 

Тоді, використовуючи формулу (12.1), матимемо 

Mycosa Mzsina
(5= +--

l, l у 
або 

(5 = М (_y_c_os_a_ +_z_si_na_J. (12.3)
l , lу 

Рівняння нейтральної лінії при складному згинанні в будь-якому по
перечному перерізі дістанемо з формули (12.1), поклавши (5 = о та позна
чивши координати точок нейтральної лінії через Уо та Zo (рис. 324, 6). 
Тоді М 

(5= M zYo +~=O. (12.4) 
1z 1у 

Це рівняння є рівнянням прямої, що проходить крізь початок коорди
нат (центр ваги О перерізу) . Положення нейтральної лінії характеризується 
їі кутовим коефіцієнтом 

tg 13 = М_ (12.5)уо = __ у !J..... 
Zo М lу' 
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У загальному випадку складного (просторового) згинання кути нахи
лу нейтральних ліній уздовж осі бруса не залишаються однаковими, а 
змінюються відповідно до зміни співвідношення значень згинальних мо
ментів Мz та Му' як це випливає з виразу (12.5). 

Якщо в деякому перерізі бруса, де діють найбільші згинальні моменти 
Мz та Му (рис. 326, а), треба знайти положення нейтральної лінії, то 
зручно для більшої наочності спочатку показати положення силової лінії 
р - р. Найпростіше це зробити, побудувавши векторну діаграму моментів 
(рис. 326, 6), яка показує напрям результуючого вектора-моменту М і, 
отже, визначає кут а. нахилу його площини дії (силової лінії р - р ): 

tga.=MyIM(j. (12.6) 

Тепер вираз (12.5) для кута нахилу неЙтральної лінії з урахуванням 
формули (12.6) можна записати так: 

1
tgf3=-..:...Ltga.. (12.7) 

lу 

Аналізуючи цей вираз, бачимо, що на відміну від плоского (прямого) зги
нання при складному згинанні нейтральна та силова лінії взагалі (якщо 
1z ::;; 1у) не будуть взаємно перпендикулярні. 

При косому згинанні відповідно до формул (12.2) відношення згиналь

них моментів Му та М z однакові по всій довжині бруса (Му ІМ z = tg а.). 
Тому з виразу (12.7) випливає, що й кут f3 нахилу нейтральної лінії також 
однаковий. Отже, поперечні перерізи бруса, залишаючись плоскими, по
вертаються навколо паралельних одна одній нейтральних ліній, як і при 
простому плоскому згинанні. Викривлення осі бруса при цьому відбуваєть
ся в одній площині n - n, нормальній до напряму нейтральної лінії (див. 
рис. 325). Ця площина називається nлощиною згинання. 

Перевіряти міцність слід у тих перерізах, де згинальні моменти Му та 
М z одночасно великі. Таких перерізів у загальному випадку складного 
згинання може бути кілька. 

Якщо небезпечний переріз відомий, то в ньому треба відшукати небез
печні точки. Наочне уявлення про розподіл напружень а(М) та a(Mz) у 
поперечному перерізі бруса дають відповідні епюри, які наведено на 
рис. 326, б. Для побудови епюри сумарних напружень ах слід провести 
базис епюри перпендикулярно до нейтральної лінії. З формули (12.1) випли
ває, що епюра а лінійна. Тому для й побудови, крім відомої нульової точ
ки, досить визначити будь-яку одну ординату, наприклад для точки А. 
Очевидно, найбільш напруженими точками перерізу будуть точки, най
віддаленіші від нейтральної лінії - точки А та В (рис. 326, 6). У цьому 
випадку в точці А діє найбільше розтягальне напруження, а в точці В 
найбільше стискальне. 

Отже, умови міцності для небезпечних точок мають вигляд 

М УА MyzA
атах =аА =_z_+__ S;[a+]; (12.8) 

lz lу 

х Ij 

z 

а б 
Рис. 326 

MzYB Myz B 
amin =ав =------S;[a_]; (12.9) 

lz lу . . 
у випадку косого згинання, коли напрями згинальних моментІВ таКІ, 

як зображено на рис. 324, а, найбільші розтягальні напруження виникають 
у точці В, а найбільші стискальні - в точці D (див. рис. 324, 6). Умо
ви міцності набирають вигляду 

ZB sina. УВ cosa.]
атах =аА =Мтах + S;[a+]; (12.10)

[ 1у lz 

_ __ (ZDsina. YDcosa.] [ ]amin - аD - Мтах + s; а_ . (12.11)
lу lz 

Зокрема, для прямокутного перерізу 

lу lу lz lz 
-=-=W· -=-=W

у , z ' 
ZD ZB УВ YD 

тому формули (12.10), (12.11) можна спростити: 

Sina. cosa.J
атах = ав = Мтах W +-w; s; [а+];( y 

(12.12)
Sina. cosa.J 

amin =aD =-Мтах W +-w; S;[a_].( y 
у загальному випадку неплоского згинання умова міцності набирає 

вигляду М 
у M z

атах =-+--S;[a]. (12.13)
Wy Wz 

Аналогічно перевіряється міцність у точці, де діють найбільші стис
кальні напруження. 
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Ij 

Р Pv 

а в6 
Рис. 327 

Добір перерізів при неплоскому згинанні - задача більш складна, ніж 
при простому плоскому згинанні. При ії розв'язуванні треба спочатку зада
тися відношенням моментів опору й знаходити перерізи методом підбору. 

Якщо треба знайти дотичні напруження при неплоскому згинанні, 
можна скористатися формулами 

QySz QzSy 
1; =--' 1; =-- ,
у 1Ь' z 1h' 

. z у .Визначаючи переМІщення, також виходимо з принципу незалежносТі 
дії сил та обчислюємо переміщення в кожній з головних площин. Зберіга
ючи попередні позначення прогину в напрямі головної осі у через W та 
позначаючи прогин у напрямі головної осі z через и, запишемо диферен
ціальні рівняння прогинів у площинах xz та ху в такому вигляді: 

d 2 d 2 v w 
Е1у =--=Му ; E1z =--=Mz · di dx2 

Користуючись наведеними диференціальними рівняннями, безпосереднім 
інтегруванням їх або за методом початкових параметрів можна знайти 
відповідні переміщення. Крім того, переміщення можна визначити енер
гетичними методами, які розглянемо нижче. 

Повний прогин f перерізу визначиться як геометрична сума прогинів 
иташ: 

f =.Jv2 +ш2 
. (12.14) 

Як приклад обчислимо прогин вільного кінця консолі, навантаженої 
силою Р, як наведено на рис. 327, а, б. Розкладаючи силу Р у напрямах 
осей, дістанемо складові: 

Ру =Pcosa; Pz =Psina. (12.15) 

На підставі формули (10.54) визначимо прогини в головних площинах 
(рис. 327, в): 3 

Руі Р і 3 
Ш=---; 

_z_. (12.16)и=-3Е1у3EJz 

Повне переміщення 

Рі 3 cos 2 а sin2 аf =.Jw2 2+и = ---+-
3Е 12 12 

z у 1 
(12.17) 

л 
Визначимо напрям повного 


прогину f, для чого знайдемо кут а 6 

між відрізком 00з та віссю у: Рис. 328 


v Pziz 1 ztg L 01 00з =-=-- = tg а-. (12.18) 
w Ру 1у 1у 

Порівнюючи формули (12.18) та (12.7), помічаємо, що кут між площи
ною згинання та віссю у за модулем дорівнює куту між нейтральною лінією 
перерізу та віссю z. Звідси випливає, що повний прогин при косому зги
нанні перпендикулярний до нейтральної лінії перерізу (рис. 327, в). Оче
видно, відхилення повного прогину від силової площини тим більше, чим 

більше відношення 1 z І1 У' 
Зазначимо, що коли j z = 1 у (це має місце для круглого перерізу будь

якого правильного многокутника), сумарний прогин буде в силовій пло
щині. У цих випадках косе згинання неможливе. 

Приклад 50.Дерев'яниЙ nрогіll nерерізом lбх 20 см (рис. 328, б) вілыІo обпирається 
ІІа кроквЯllі ферми (рис. 328, а), відстань між якими 3 м. ПрогіНllаваllтажеllИЙ верти
калыІмрівllомірlІО розnоділеllИМ lІаваllтажеllllЯМ іllтеllсивllістю q =4 кН/м. УКЛОll верх
lІього пояса крокв ферми 1 : 2. Вuзначимо lІайбільші lІаnружеllllЯ стискаllllЯ тарозmягаllllЯ 
в перерізі балки, заЗllачимо точки перерізу, де вОllИ мають місце, та Зllайдемо nовllИЙ nро
гИll середllього перерізу балки. 

Максимальний згинальний момент, який буде посередині балки, 
q12 4.з2 

М =-=--кН ,м=45кН,м
maХ88 ,. 

Складові цього моменту, що діють у головних площинах інерції (відносно осей z та 
у), визначимо за формулами 

М z = -МmaХ cosa = -4,5 ·0,894 КН'М =-4,025 кН 'М; 

Му = -Мтах sina= -4,5 ·0,447 КН ' М = -2,012 кН·М. 

Кут нахилу нейтральної лінії n - n визначиться з формули (12.7) 

І Ih2 1.202 о 
tg і3 = _.:..z.tg а = --- = --- = -0,7813 = -tg 38 . 

lу 2ь2 2.162 
Найбільшими будуть напруження стискання в точці В та розтягання в точці D, 

тобто в точках, найбільш віддалених від нейтральної лінії: 

yМ (М Х(JB =~+-yМ =6 .:.:.:..L+_М J= 6 
Wz Wy bh2 b2h 16.20 .10-4 

x(4,025.IO-З + 2,012· lО-з Jмпа =-6,12 МПа. 
20·10-2 16·10-2 

ЗЗl 
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330 



у точці D, очевидно, буде таке саме за модулем напруження розтягання: 

aD = 6;12 МПа. 

Найбільший прогин має місце посередині прогону. Визначаємо його за формулою 

_ 5q[4 

11І- 384EJ' 

в яку замість інтенсивності розподіленого навантаження слід підставити його скла
дові в напрямах головних осей: 

qy = qcosa =4 ·0,894 = 3,576 кН/м; qz = qsina =4·0,447 = 1,788 кН/м, 

а також моменти інерції відносно головних осей z та у. Складові прогину тоді 
5q [4 5.3,576·10-3 · з4 ·12ш=---у-

384EJ z - 384.104.16.203.10-8 м = -0,35 см; 
5q [4 5 ·1, 788·10-3. з4 ·12 

и=-~
384Еlу - 384.104.163.20.10-8 м = -0,28 см, 

а повний прогин знайдемо як геометричну суму зазначених складових прогину: 

f = ~и2 + ш2 = JO,28 2 +0,352 см = 0,45 см. 
Прогин f лежить у площині, яка перпендикулярна до нейтральної лінії. 

§ 76. Згинання з розтяганням (стиеканням) 

Розрахунки на спільну дію згинання та розтягання можна звести до 
таких двох видів: 

а) розрахунки на дію поздовжньо-поперечних навантажень; 
б) розрахунки на позацентрове розтягання (стискання). Окремо має 

розглядатися згинання з розтяганням (стисканням) кривого бруса. 
Складне згинання з розтяганням (стиеканням) прямого бруса. Якщо на 

балку діють поздовжні та поперечні навантаження, що перетинають вісь 
бруса, то в загальному випадку (рис. 329, а) в поперечних перерізах вини
кають згинальні моменти М z та Му У двох площинах, поперечні сили Qz 
та Qy, а також поздовжня сила N (рис. 329,6). Отже, в цьому разі буде 

IJ 

а б Оі 

Рис. 329 
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складне згинання з розтяганням або стисканням. Нормальні напруження 
в довільній точці перерізу 

N М Му 
a=-+-y+-z. (12.19) ' 
F l , lу 

Згинальні моменти, поздовжню силу й координати точки, в якій визнача
ють напруження, підставляють сюди з їхніми знаками. 

Нехтуючи дотичними напруженнями від поперечних сил, можна вва
жати, що напружений стан у небезпечній точці лінійний. Отже, умова 
міцності має більш простий вигляд: 

атах :5 [а]. (12.20) 

Якщо переріз має дві осі симетрії й кути, що стирчать, то небезпечною 
буде одна з кутових точок. Напруження в ній визначають за формулою 
(12.19) або так*: м М 

N z у 
а=-+--±--. (12.21) 

F Wz Wy 
Знаки в цій формулі комбінують за змістом або на підставі порівняння 

з формулою (12.19). 
у випадку плоского згинання в головній площині уОх з розтяганням 

(стисканням) формула (12.21) спрощується: 
N М

0'=-+--' (12.22)
F Wz 

Ці формули застосовують при розрахунку на міцність плоских рам та 
арок малої кривини. Небезпечними в цьому разі є ті перерізи, де діє най
більший згинальний момент. 

При розрахунку брусів з поперечним перерізом довільної форми для 
визначення небезпечної точки перерізу треба насамперед знайти поло
ження нейтральної лінії. Спосіб ВИЗІ;{ачення положення нейтральної лінії 
описано нижче при розгляді позацентрового стискання. 

Приклад 51 .Доберемо двотавровий nереріз плоскої сталевоїрами (рис. 330, а) при 
[а] = 160 МПа. 

Визначивши опорні реакції та побудувавши епюри М l і N (рис. 330, в, г), бачимо, 
що небезпечним виявляється переріз правого стояка, в якому 

мтах = 57 КН· м; N = -63,9 кН. 

Небезпечні точки в цьому перерізі розміщені ліворуч (рис. 330, 6), оскільки тут 
арифметично додаються напруження від м z та N. Відповідно до формули (12.22) 
умова міцності запишеться так: . 

=57.10-3 6з,9.10-3 мп <160МП атах + а_а. (12.23) 
W Fz 

*При згинанні зі стисканням застосовувати наведені формули можна лише ДJHI корот
ких стрижнів великої жорсткості, оскільки у випадку тонкого довгого стрижня можлива 
втрата стійкості (див. розд. 20). 
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@lfН 6~9 
'ЯА"Ц5IrН R8~б3,9IrН 

а в 

Рис. 330 
г 

в умові міцності є дві невідомі величини - Wz та F. Здебільшого напруження ах 
від згинання більші, ніж від поздовжньої сили, тому при доборі перерізу можна спо
чатку відкинути другий доданок і знайти наближене значення W зг з розрахунку на z 
згинання: 

W > 57 ·10-3 м3 =356.\000{; м3 =356 см3 
z зг - J60 . 

Далі за сортаментом (дод. \) треба вибрати двотавр з моментом опору, дещо 
більшим ніж W. Вибираємо двотавр N.! 27, для якого W =371 смЗ , F =40, 2см 2 .z 

Далі перевіряємо міцність вибраного перерізу, обчислюючи максимальні нор
мальні напруження за формулою (12.22): 

57·\0-3 63,9·10-3 
атах = оо{; + -А МПа = (153,6+\5,9) МПа = \69,5 МПа. 

371 ·10 40,2 ·10 

Перенапруження становить 

х 


р 
 169'1~; 160 100 % = 6 % > 5 %, 

z 
тому потрібно збільшити розмір перерізу, вибрав
ши за сортаментом такий більший номер двотав
ра - NQ 27а, для якого 

Wz =407CM3; F=43,2cM2. 

Позацентрове розтягання (стискання) 
прямого бруса. Позацентрове розтягання 
(стискання) є окремим випадком складного 
згинання з розтягШIflЯМ (стискшшям) , при 
якому брус розтягується силами, паралель
ними осі бруса, так що рівтюдійна іх не збі
гаєтьсязвіССlОбруса (рис. 331), а проходить 
крізь точку р, що називається nОЛlОсом сили. 

Нехай на брус довільного перерізу діє 
одна сила Р, яка паралельна осі бруса й пе
ретинає довільний поперечний переріз у 
точці р (рис . 331). Координати цієї точки в 

Рис. 331 системі головних осей перерізу позначимо 

через Ур та Zр' а відстань .цієї точки до осі Х, яка нази~~ється ексцентри
ситетом, - через е . У ДОВІЛьному поперечному переРІЗІ при певному на
вантаженні діють такі внутрішні силові фактори: N = Р; Му = PZp ; 

M z = РУр ' 
Отже, напруження в довільній точці перерізу складатимуться з напру

жень осьового розтягання силою N та напружень від чистого згинання 
моментами Му та М z : 

N Му M z(J=-+--z+--y. (12.24) 
F lу lz 

Підставивши сюди замість N, Му та Мz їхні значення, дістанемо 

Р( zpF ypF]а=- l+--z+--y . (12.25) 
F lу lz 

Ця формула набере дещо іншого вигляду, якщо виразити головні мо
менти інерції через радіуси інерції: 

Р( zp ур]
а=- l+-z+-y . (12.26)

F .2 .2 
lу lz 

Для визначення небезпечної точки при складному профілі доцільно 
побудувати нейтральну лінію перерізу. Небезпечною в перерізі буде точ
ка, найвіддаленіша від нейтральної лінії. 

Рівняння нейтральної лінії матимемо, прирівнявши до нуля праву час
тину рівняння (12.26) і позначивши координати точок на нейтральній лінії 
через уо та Zo: 

Zp Ур 

-Zo +-уо =-1. (12.27)

·2 ·2 
lу lz 

Поклавши в цьому рівнянні по черзі Zo = О і Уо = О, знайдемо відрізки 
Ун та ZH' щО відсікаються нейтраль
ною лінією на осях у та z (рис. 332): 

z 
.2 2 

ZH 
lу 

= --; Ун 
ЇZ 

= --о (12.28) 
zp Ур 

Із залежностей (12.28) випливає, 
що нейтральна лінія перетинає коор
динатні осі в точках, які належать 
квадранту, протилежному тому, в 

якому лежить точка р . 

Тепер, провівши паралельно ней
тральній лінії дотичні до контуру 
перерізу, знайдемо найбільш напру
жені точки А та В у розтягнутій та 
стиснутій зонах перерізу (рис. 332). Рис. 332 
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Напруження в цих точках та;м(ов:pMiЦHO~; маю]ть вигляд 

атах =аА =- l+-zА +-УА :<:::;[а+];
F .2 ·2 

lу lz 
(12.29)

Р( zp Ур ]атіп =аВ = F 1+~ ZВ +~Ув :<:::; [а- ]. 
lу lz 

Тут ZА' УА та -Zв' - ув - координати точок А та В відповідно. Епю
р!' напр~жень ~ наведено на рис. 332. Для прямокутного перерізу умову 
МІЦносТІ ЗРУЧНІше записати в такому ВИГЛЯДІ: 

Р МZ Му 
(12.30)атах = F + W +W-:<:::;[a]. 

z у 

Формули (12.29) та (12.30) справедливі й у випадку дії стискальної сили 
Р, якщо немає небезпеки виникнення поздовжнього згинання. 

Ядро перерізу. Досі ми зображали нейтральну лінію як таку, що прохо
дить крізь переріз. Проте взагалі вона може проходити й поза перерізом. 
Дійсно, якщо сила Р прикладена в центрі ваги, то нейтральна лінія проходить 
у нескінченності, оскільки напруження в цьому разі розподілені рівномірно. 

Із збільшенням ексцентриситета е (рис. 333) нейтральна лінія наближа
тиметься до перерізу і при деякому положенні сили Р (на рис. 333, на
приклад, при положенні Аз) вперше торкнеться контуру перерізу. При 
дальшому збільшенні ексцентриситета нейтральна лінія перетинає переріз, 
причому нормальні напруження в перерізі будуть обох знаків: по один 
бік від нейтральної лінії - розтягальними, по інший - стискальними. 

Можна визначити зону таких віддалень сили Р від осі, при яких нор
мальні напруження по всьому поперечному перерізу будуть одного знака. 
Така зона називається ядром перерізу. Це важливо для брусів з матері
алів, що погано чинять опір розтяганню (наприклад, для цегляної клад
ки, для бетону та сірого чавуну). 

Отже, ядром перерізу називають зону навколо центра ваги nоnеречного 
перерізу, яка має таку властивість: якщо nозацентрово прикладене наван
таження розміщене в зоні ядра, то нормальні напруження в усіх точках 
nоnеречного перерізу мають один знак. 

Для побудови ядра перерізу будемо задаватися різними положеннями 
нейтральної лінії, дотичними до контуру перерізу. й обчислювати коор
динати відповідних точок прикладання сили Р за такими формулами, 
що випливають з виразу (12.28): 2 

.2 і 
lz У 

У =-_. Z =--. (12.31)
рур Z 

н н 

<!бчислені координати визначають точки, що лежать на межі ядра пе
рерlЗУ. 

Аби полегшити побудову ядра перерізу, використаємо таку властивість 
нейтральної лінії: при повороті нейтральноїлінії навколо деякої фіксованої 

z 

4 

Ij 
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Рис. 333 Рис. 334 


точки А контуру перерізу точка прикладання сили переміщується вздовж 
деякої прямої. Щоб обrрунтувати цю властивість, досить підставити в 
рівняння (12.27) координати точки А(УОА' ZOA)' щО лежить на нейтральній 
лінії. Матимемо 

ZpZOA УрУОА 
--+ =-1. (12.32).2 .2 

lу lz 

Дійсно, рівняння (12.32) при zOA =const є рівнянням прямої лінії віднос
но координат точок прикладання сили Р - (Ур' Zр). 

Отже, для побудови ядра перерізу будь-якої фігури треба провести 
кілька положень нейтральної лінії, що збігаються зі сторонами перерізу, 
а також дотикаються до точок, яКІ стирчать. 

Побудуємо, наприклад, ядро перерізу для прямокутника ABCD 
(рис. 334). Сумістимо спочатку нейтральну лінію зі стороною CD (поло
ження 1 - 1). Очевидно, F цьому разі 

=Ь/2; ZH =оо.Ун 
Тоді із виразів (12.31) 

.2 і2 
у2 ьlz 

zp =-~=O 
р Z • 

Ун 
-'6' 

Тут ураховано, що 
н 

h2 ь2.2 J y bhз 
.2 J z hЬЗ 

1=-=--=-' І =-=--=
У F 12bh 12' z F 12bh 12 

Отже, координати точки І' ядра перерізу визначені. 
Сумістимо тепер нейтральну лінію зі стороною AD (положення 2 - 2). 

Маємо 

Ун =00; ZH =h/2. 

Тоді координати ТОЧJ<И 2' ядра 
h2 h 

Ур=О; zp= ---=
12(-h/2) 6 

336 337 



4 

з 
І z 
L J :J -44 

V У 

/,' 
2 -2 

'І 

2-Ж-2 
І ІІ І 

J f J 1 

Рис. ЗЗ6 Рис. ЗЗ7 

Аналогічно визначаються коор
динати точок З'та 4', що відповіда
ють положенням З - З та 4 - 4 нейт
ральної лінії. 

Оскільки при переході нейтраль
ноїлінії з одного боку на інший вона 
повертається навколо кутової точ
ки перерізу, то точка прикладання 
сили переміщується по прямій, утво
рюючи контур ядра. Отже, ядро пе
рерізу буде ромбом з діагоналями, 
які дорівнюють одній третині відпо
відної сторони перерізу. 

Приклад 52. Для круглого перерізу по
будуємо ядро перерізу (рис. 335). 

у колі всі центральні осі - головні . Тому при дотиканні нейтральної лінії 1-1 у 
будь-якій точці А точка l' лежить на діаметрі, який також проходить крізь точку А ; ії 
координати такі : 

і 2 і 2 R2 R 
У =_..:.L.=_.-:L=_=_; z =0. 
р У" -R 4R 4 р 

Очевидно, можна зробити висновок, що внаслідок симетрії перерізу ядро перерізу 
також буде колом з радіусом 

Є, = R/4. 

Ядро перерізу для двотавра (рис . 336), швелера (рис. 337) та трикутника (рис. 338) 
рекомеидуємо читачеві побудувати самостійно . 

§ 77. Згинання з крученням 

Круглі вали. Сили, що діють на вали (тиск на зуби шестерень, натяг 
ремнів, власна вага вала та шківів тощо), спричинюють у поперечних пере
різах валів такі внутрішні силові фактори : Мкр =Мх; Му; M ; Q та Qz. z
Отже, в будь-якому поперечному перерізі одночасно виникають н6рмальні 
н~шруження від згинання в двох площинах, а також дотичні напруження 
вІД кручення та згинання . 

Рис. ЗЗ5 

-<:: 
"'Ir-) 

у 

Рис. ЗЗ8 

Для розрахунку вала насамперед треба визначити небезпечні перерізи. З 
цією метою слід побудувати епюри згинальних моментів Му' Мz та крутно
го моменту МХ' 

Навантаження, що діють на вал, розкладаємо на складові вздовж коорди
натних осей (рис. 339, а), а потім будуємо епюри: від сил Flр P2 z ' ... , Рnz 
епюру Му ' BIДC~ ~y, P2 y "" ' p"y -~пюру M z (рис.. 339, ь, в). _ 

При згинанНІ вала круглого або кшьцевого перерІЗУ в кожному з иого 
перерізів відбувається пряме згинання під дією результуючого згиналь
ного моменту (рис. 340) 

- І 2 2М -'ІМу +Mz . (12.33) 

Вектор моменту М у різних перерізах може мати різні напрями, тому 
навіть якщо немає розподілених навантажень, епюра Мможе бути криво
лінійною (рис. 339, г) . Для загального випадку це легко доказати аналі
тично. 

Припустимо , що Му =а+Ьх; M z =c+dx(a,b,c,d - постійні коефі
цієнти) . Тоді 

М == ~Г-(а-+-ь-х-)-2-+-(c-+-dx-)-2 . 

Вираз під радикалом лише в деяких 
окремих випадках є повним квадратом 

(наприклад, при а == с == О ), а здебільшо

го епюра криволінійна, причому 


m 5, ~a2 +с2 +(~b2 +d2 )х. 
Це дає змогу будувати епюри М 


спрощеним способом, дещо завищую


чи значення сумарного згинального мо

менту М на ділянках між переломами 
епюри : значення сумарного згинально

го моменту М обчислюють лише для 
тих перерізів, у яких на епюрах Му та 
Мz є переломи. Ці значення відклада
ють у масштабі по один бік від осі на 
епюрі М та сполучають прямою лінією. 

Далі будуємо епюру мкр == Мх 
(рис. 339, д) та шукаємо небезпечні пере
різи, в яких одночасно великі М та Мкр' 
Порівнюючи епюри, знаходимо, що не
безпечним буде переріз 1-1 або 2-2. 

Тепер у небезпечному перерізі треба 
знайти небезпечні точки. Легко ви
значаємо положення нейтральної лінії 

(Із == а) та будуємо епюри нормальних Рис. ЗЗ9 
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напружень а від результуючого згинального моменту М (рис. 341), які 
змінюються пропорційно відстані точок від нейтральної лінії. Очевидно, 
небезпечними точками є точки А та В, які найбільш віддалені від нейт
ральної лінії, - в них одночасно і нормальні напруження від згинання, і 
дотичні напруження мають найбільші значення: 

M~M; +м; 
а --~---- (12.34)
тах W W 

'тах =мкр /Wp . (12.35) 

Біля найбільш небезпечної точки В виділимо елемент (рис. 342). По 
чотирьох його гранях діють дотичні напруження, а до двох із цих граней 
прикладені ще й нормальні напруження. Решта граней вільні від напру
жень. Отже, при згинанні з крученням елемент у небезпечній точці пере
буває в плоскому напруженому стані. Аналогічні напруження на гранях 
були у брусі, що згинається (див. розд. 1О), тому тут головні напруження 
треба визначати за тими самими формулами: 

аІ =~(a+~a2 +4,2); а2 =О; аз = Нa-~a2 +4,2 ). (12.36) 

Різниця між виразами (10.30) та (12.36) лише в тому, що в останньому 
випадку дотичні напруження спричинюються крутним моментом, а при 
згинанНІ вони спричинювалися поперечною силою. 

Зазначимо, що в даному випадку складного напруженого стану впли

вом дотичних напружень від поперечних сил нехтуємо, оскільки вони знач
но менші, ніж дотичні напруження, спричинені крученням. 

Для перевірки міцності елемента, який виділено біля небезпечної точ
ки, треба, вибравши відповідну теорію міцності, скористатися однією з 
формул § 62, наприклад формулою (10.35) або (10.34): 
за теорією Мора 

l-m l+m f 2 2 (12.37)аеквм = --a+--va +4, < [~].2 2 - v , 

за ІУ теорією 

аеквIV = ~a2 + з,2 :5 [а]. (12.38) 

Підставляючи у формули (12.37), (12.38) вирази (12.34), (12.35) для на
пружень та враховуючи, що W p =2W, матимемо 

l-m ~M2 м2 l+m ~M2 м2 м2
2 y+z+2 KP+Y+Z 

(j М :5 [а]; (12.39)
екв W 

~ 2 20,75Мкр +му2 +Mz 
аекв ІУ = :5 [ а] . (12.40) 

Чисельники цих формул є зведеними моментами, дія яких еквівалент
на спільній дії трьох моментів (згідно з вибраною теорією міцності). Отже, 

l-m г.:2,--2 l+m ~ 2 2 2 
МзвМ =-2-\jМу +Mz +-2- мкр +му +Mz (12.41) 

2 2 2 2 2
Мзв1V =J0,75Мх +му +Mz = 

~ 
М +0,75Мкр' (12.42) 

у разі потреби так само можна здобути формули для зведених моментів 
і за іншими теоріями міцності. 

Неважко помітити, що тепер умови міцності (12.37), (12.28) можна за
мінити однією простою формулою 

аекв =Мзв /W:5[a]. (12.43) 

Отже, при спільній дії згинання з крученням стрижні круглого пере
різу розраховують на згинання від зведеного моменту Мзв ' 

Розв'язуючи нерівність (12.43) відносно W, дістанемо формули для 
визначення моменту опору: 

W~Мзв /[а] (12.44) 

та діаметра круглого вала: 

32Мзв /ОМзв
d~~1 '" --о (12.45)

п[а] [а] 

Зазначимо, що наведені формули цілком придатні й для стрижнів 
кільцевого перерізу. 

Розглянемо найпростіший приклад розрахунку вала на згинання з кру
ченням. 

Приклад 53. На вал (рис. 343) насаджені три зубчастих колеса. Колеса наванта
жені силами fj =4000 Н, Р2 =3000 Н, рз = 2000 Н, причому сила 1] вертикальна, а 
сили Р2 та Рз горизонтальні. Діаметри зубчастих коліс такі: D, = 100 мм; D2 = 
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=300 мм; Dз = 250.м.м. Дonycтu.мi напру
ження [а]= 60 МПа. Добере.мо діа.метр 
вала за /V теорією .міцності. 

Замінимо діюче навантаження статич

но еквівалентною системою сил . 
Перенесемо сили РІ' Р2 та Рз на вісь 

вала, замінюючи кожну з них силою, при

кладеною в точках В, Сабо D відповідно, 

й скручувальною парою сил МІ =.!.f\DI; 
1 1.. 2 О 

М2 =-P2D2; Мз =-РзDз ВІДПОВІДно. т
2 2 

же, дістаємо розрахункову схему (рис. 343). ©Н-М 
На схемі наведено як значення прикладе

них зовнішніх навантажень (р;, Мкі ), так 
і значення спричинених ними опорних ре

акцій. 
Розглядаючи окремо сили в горизонтальній та вертикальній площинах (рис. 344, а 

та 6), будуємо епюри згинальних моментів. Для побудови сумарної епюри моментів 
М визначаємо ординати в характерних точках за формулою (12.33): 
у перерізі В 

М =~M; +М; =J1602 +502 Н , м =..)28100 Н'м =167,6 Н · м; 
У перерізі С 

М = J4402 +562,52 Н , м = ..)510006 Н , м = 714,2 Н , м ; 
уперерізі D 

М = J6402 +2502 Н,м = ..)472100 Н ' м = 687,1 Н,м. 
342 

Ij ·Я~250НР.-гооон 
А+ "Т 

Pz-3000H 
С D 

0.351'1 ШІ5М 

[ х 

@НМ 

@Н'М 
в 

г 

Рис. 344 

Епюру М, побудовану за цими даними, наведено на рис. 344, в. Як уже зазначало
ся, на ділянках ВС та CD така епюра має завишені значення ординат (дійсні значення 
показано штриховою лінією). 

Розглядаючи моменти, що діють на вал , будуємо епюру крутних моментів 
(рис. 344, г). 

Порівнюючи епюри М та Мкр' знаходимо, що небезпечним є переріз 1- 1 ліворуч 
від точки С, де одночасно діють М =714,2 Н · м та Мкр =250 Н · м. 

Згідно З ІУ теорією міцності, зведений момент визначаємо за формулою (12.42): 

МЗВ =~o, 75·2502 + 714,22 Н,м =.)556881,25 Н'м =746,3 Н ·м . 
Підставляючи зведений момент у формулу (12.44), дістаємо потрібний осьовий 

момент опору: 

МЗВ 746,3·10-6 МЗ =12,44смЗ 

W~ [а] = 60 

і, поклавши W'" О, ldЗ , обчислюємо потрібний діаметр вала: 

d ~ ~10W =VI0.12,44 см =V124,4 см =4,99 см. 
Округливши до найближчого стандартного діаметра, вибираємо d = 50 мм. 

Брус прямокутного перерізу. На практиці часто зустрічаються стрижні 
некруглого перерізу, які зазнають дії крутних та згинальних моментів. 
Як приклад розглянемо брус прямокутного перерізу (рис. 345, а), на
вантажений силами РІ та Р2 , щО спричинюють У поперечних перерізах 
згинальні моменти Му. та M z , а також поперечні сили Qy та Qz. 

Розраховуємо в такій послідовності. Розкладаємо задані навантаження 
.(сили 11 та Р2) на складові вздовж координатних осей та зводимо їх до осі 
вала. При цьому дістаємо впоперечних перерізах, у площинах яких лежать 
точки прикладання сил, зовнішні скручувальні мо

менти Мкl = МІх та Мк2 = М2х' Добуту таким чи- ,~ /51 
ном розрахункову схему наведено на рис. 345. 

Для того щоб визначити положення небезпеч
ного перерізу, будуємо епюри згинальних мо- . 'М 
ментів Му та M z , атакож епюру крутнихмомен-

б 

~! /f/g 
тів Мкр (рис. 345, 6). 
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Зіставлення епюр показує, що найбільш небезпечним є переріз 1-1 
бруса ліворуч від точки прикладення сили Р2' У цьому перерізі діють 
найбільші згинальні моменти Мz' Му та максимальний крутний момент 
Мк . Щоб перевірити міцність бруса, треба в небезпечному перерізі знайти 
небезпечну точку, обчислити для неї еквівалентне напруження (за однією 
з теорій міцності) й порівняти його з допустимим напруженням. 

Для визначення небезпечної точки перерізу (рис. 346, а) будуємо епюри 
напружень від усіх силових факторів (рис. 346, б-е): ах (M ); ах (Му);z 
"Czx(Qz); "Cyx(Qy); "С(Мкр). 

Епюра "С(Мкр) для довгої сторони контуру має максимум, який позна
чимо "Стах (Мкр) . Найбільшу ординату епюри "С (М кр) на короткій сто
роні позначимо "СІ (Мкр). Ці напруження можна знайти за відомими фор
мулами кручення брусів прямокутного перерізу (див. розд. 9): 

"Стах (MKP)="C L ="Ст = Мх2 . (12.46) 
ahb 

Епюри нормальних та дотичних напружень наочно показують, що на 
відміну від круглого перерізу в даному випадку найбільші нормальні на
пруження ах. _T~ ~~Йбіл~~і Дот.ичні напруження 't (Q) та "С (Мкр) виника
ють не в однlИ 1 ТlИ самlИ ТОЧЦl. 

Отже, для визначення найнебезпечнішої точки в перерізі треба порівня
ти еквівалентні напруження в кількох небезпечних точках. Як правило, 
вважають за достатнє розглянути три точки перерізу: одну кутову точку 

(А чи С), одну точку посередині довгої сторони прямокутника (L або Т) 
та одну точку посередині короткої сторони (S або К). 

Елемент, виділений в околі точки С (при вибраних на рис. 346, а на
прямах Му та Мz )' перебуває в умовах простого розтягання напружен
нями, що дорівнюють сумі нормальних напружень від Му та M z. Тому 
умова міцності для цієї точки має бути записана як для випадку лінійного 
напруженого стану: 

M Муzас =-+- ~[a]. 	 (12.47)
Wz Wy 

Елемент в околі точки А також перебуває в умовах лінійного напру
женого стану - простого стискання, оскільки аА відрізняється від ас 
тільки знаком. Якщо матеріал бруса має різні допустимі напруження для 
розтягання та стискання, то перевіряти міцність за формулою (12.47) по
трібно у кожній з цих точок. 

Елементи в околі точок L та К перебувають у плоскому напруженому 
стані, й, отже, головні напруження в них, як і в круглому брусі, можна 
обчислити за формулою (12.36). Взагалі дотичні напруження, що входять 
до формули (12.36), слід обчислювати як від дії крутного моменту Мкр ' 
так і від дії поперечних сил: 

Мкр 	 3 Qz
"C L =--±--' "Ск =У Мкр +~ Qy (12.48)

ahb 2 bh ' ahb2 -2 м' 
Однак дотичні напруження від поперечних сил Qy та Qz, як зазначалося, 
звичайно бувають дуже малі, а тому здебільшого їхнім впливом нехтують. 

Для обчислення еквівалентних напружень у точках L та К підставляє
мо значення нормальних та дотичних напружень у формули (12.37) та 
(12.38). Одночасно дістанемо й відповідні умови міцності (за ІУ теорією 
та теорією Мора): 
у точці L 

I(М)2 [М ]2_z 	 +3 ~ ~[a]; (12.49)aeKBN 
Wz ahb2 

2 [ м ]2=l-m Мz +l+m I(M z ) +4 ~ ~[a]; (12.50)аеквм 
2 Wz 2 ~ Wz ahb2 

у точці К 

І М у J2 3(М~ )2 <[а)' (12.51)аеквІУ = ~{Wy + у ahb 2 - , ~ 

2-[М ]2=l-mМу +l+m ~[My] +4 Y~ ~[a] . (12.52)аеквм 2 W 2 ~I W ahb2 y y 
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Знаки моментів при підставлянні Їх у рівняння (12.49) - (12.52) не ма
ють значення, оскільки до цих формул входять квадрати моментів. 

Отже, найнебезпечніша точка визначається тільки в результаті обчис
лення еквівалентних напружень в усіх трьох точках С, L та Кза формулами 
(12.47) та (12.49) - (12.52), причому в кожному окремому випадку 
положення найбільш небезпечної точки залежить від конкретного співвід
ношеннязначеньмоментів Мх , Му та M . Для ілюстрації методики розz 
рахунку розглянемо числовий приклад. 

Приклад 54. Перевіримо міцність бруса (див. рис. 345, а) за /V теорією міцності, 

якщо на брус діють такі сили: l! = 7,21 кН; Р2 = 13,4 кН; з віссю у вони утворюють 

кути а, = 3ЗО4J' та а2 = 26034'; РОЗJllіри nоnеречногоnерерізу: h = 12 см, Ь = 8 см, дов


жини ділянок: 'І = 300 см, '2 = 200 см. Сила РІ при


@КНМ кладена до важеля, закріпленого в торцевому перерізі 

бруса. Довжина важеля d = 100 см. Допустиме на
, ІІ""ІІІ І І І II 11 І !б,2 
пружеНІ/Я [а] = 140 МПа. 

Розрахункова схема майже така сама, як і роз
глядувана раніше (див. рис. 345, 6). 

t::\ Обчислюємо складові навантажень уздовж ко
~KHM ординатних осей: 

іІу = f\ cosa, = 7,21·0,832 кн = 6 кН; 

Р2у = Р2 cosa2 = 13,4·0,894 кн = 12 кН;
@КНМ 

l!z = l! sina, = 7,21·0,555 кн = 4 кН; 

P2z = Р2 sina2 = 13,4 ·0,477 кн = 6 кН. 
Рис. 347 Звівши навантаження до осі, дістаємо крутні 

моменти: 

Мкрl = -f\y (d +1)+f\z ~ = (-6 .1,06+4·0,04) кН'м = -6,2 кН·м; 
h Ь

Мкр2 = -Р2у 2'+P2z 2' = (-12·0,06+6 ' 0,04) кН,м = -0,48 кН·м. 

Епюри крутних та згинальних моментів зображено на рис. 347. 
Зіставлення епюр показує, що небезпечним є переріз з абсцисою х = 'І = 300 см. У 

цьому перерізі діють моменти МК = 6,68 КН'м; Му =8 КН'м; М• =12 кН·м . Відповід
но до формул (12.47), (12.49) та (1"2.51) складемо умови міцності для трьох небезпеч
них точок С, L та К перерізу (значення коефіцієнтів а та у наведено в табл . 13). 

Матимемо 

ас = Му + Mz j 8 ' 10-~ + 12'10-3 Jмпа= (4І,7+93, 8)мпа=135,5<І40МПа;6Wy Wz l192 .10 128.10

І[ 12·10-3 J2 ( 668.10-3 )2І(М J2 -22..(JL='/_z +3 (М )2 +3 ' МПа = 
Wz ahb2 128· lо-б 0,231·0,12 . 0,082 

= 114 МПа < 140 МПа; 

'(М)2 (М )2ак =\/ W; +3 У ah~ 

'[ _3)2 ( -3 )2=.1 8·10 + 3 0,859 6,68·10 МПа =69,9 МПа <140МПа. 
192 ·Іо-б 0,231 · 0,12 ·0,082 

Отже, найбільш небезпечною є точка С, але і в ній еквівалентне напруження мен
ше за допустиме. Міцність бруса забезпечено . 

Загальний випадок діі сил на брус. Як приклад більш загального ви
падку складного опору розглянемо розрахунок колінчастого вала. Для 
нього в деяких перерізах відбувається одночасна дія осьових сил, крут
них та згинальних моментів. 

Дослідимо роботу найбільш простого вала - вала, що має тільки одне 
коліно. Вал (рис. 348, а) складається із шатунної шийки З, двох щік 2 та 
двох корінних шийок 1, що обпираються на корінні підшипники. Усі 
потрібні розміри вала наведено на рисунку. 

На шатунну шийку З з боку шатуна діє під кутом а = 150 до горизонталь
ної осі у сила Р2 = 1О кН. Момент цієї сили відносно осі обертання зрівнова
жується крутним моментом М на маховику. Вага маховика G =5 кН. 

При заданих умовах треба визначити розміри перерізів вала та ша
тунної шийки, а також призначити розміри прямокутного перерізу щік 
залежно від більшого 3 діаметрів за співвідношеннями h =1,25D; Ь =O,6h, 

11 У 

х 

@КН'М 

~1.!@KНм
l ' 

Р'Ісб RSz
а б х tf3;>I'.Hf1 

Рис. 348 
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після чого виконати розрахунок на міцність. Допустиме напруження 
[а] = 80 МПа. Розраховувати за ІУ теорією міцності. 

Від заданої конструкції переходимо до розрахункової схеми. Насам
перед потрібно визначити реакції в підшипниках, а також скручувальний 
момент на маховику. Для цього розкладемо силу Р2 на горизонтальну та 
вертикальну складові (Р2у та P2z): 

Р2у = Р2 cosa = 10·0,966 = 9,66 кН; 

P2z = Р2 sina = 10 ·0,259 = 2,59 кН. 

Реакції в ОПОІ?ах також можна подати у вигляді двох проекцій - RAy , 
RAz та RBy ' RBz . Іхні значення знаходимо з рівнянь рівноваги: 

I.M~XOy) = 9,66.16-Rву ·43 = О; = 3,59 кН;RBy 

І.м1ХОу) =-9,66.27+RАу ·43=0; = 6,07 кН;RAy 

I.Mt;°z) = 5·12+2,59·16-Rвz ·43=0; = 2,36 кН;RBz 

I.М}:Oz) = 5·55-RАz ·43-2,59·27 = О; = 4,77 кН;RAz 

І.Мх = -М +9,66·9 = О; М = 86,9 кН·см = 0,869 кН·м. 

Переходимо до побудови епюр згинальних моментів. Обчислимо ор
динати епюри моментів Му (у площині xOz): 

для ділянки 1(0 ~ х ~ 12 см) 

Му (х) = -5х; Му (О) = О; Му (12) = -60 кН·см = -0,6 кН·м; 
для ділянки 11(12 см ~ х ~ 23,5 см) 

Му (х) = -5х+4, 77(х-12); Му (12) = -60 кн ·см = -0,6 кН·м; 

Му (23,5) = -62,6 кН·см = -0,626 кН·м; 
для ділянки 111 (О ~ х ~ 9 см) 

Му (х) = -5·23,5 +4,77 ·11,5 = 62,6 кн ·см = -0,626 кн ·м; 


для ділянки 1V(23,5 см ~ х ~ 28 см) 


Му (х) = -5х+ 4, 77(х-12); Му (23,5) = -62,6 кн · см = -0,626 кн ·м; 

Му (28) = -63,7 кн ·см = -0,637 кн ·м; 

для ділянки V(28 см ~ х ~ 32,5 см) 

Му (х) = -2,36(55 -х); Му (28) = -63,7 кН ·см = -0,637 кН ·м; 

Му (32,5) = -53,1 кн · см = -0,531 кн · м; 

для ділянки V1 (О ~ х ~ 9 см) 

МУ (х) = -236·225" = -531 кН · см = -о 531 кн ·м·,, , 

для ділянки V11(32,5 см ~ х ~ 55 см) z 

Му (х) = -2,36(55 -х); Му (32,5) = 
=-53,1 kH·cm=-0,531 кН·м; 

Му (55)=0. 
Відкладаючи обчислені ординати, будує

мо епюру Му (рис. 348, б). 
Аналогічно визначаємо ординати й бу

дуємо епюри згинальних моментів Мz та 
МХ' щО діють у площинах хОу та yOz, а та
кож епюру крутних моментів МКР. 

Зіставивши епюри, бачимо, що небезпеч
ними є такі перерізи: для вала - переріз у ниж Рис. 349 

нього кінця лівої щоки (рис. 349), причому 

Мкр = 0,869кН·м; Му = 0,626 кН·м; = 0,698кН·м;M z 
для щік - нижній переріз лівої щоки (рис. 350), причому 

M z =0,869кН·м; Му =0,626кН·м; Мкр =0,698кН·м; 

N=0,23Iili; 

для шатунної шийки - середній й переріз, причому 

Мкр = 0,323 кН·м; Му = 0,637 кН·м; = 0,971 кН·м.M z 
Визначення діаметрів вала та шатунної шийки. Розрахунок на міцність 

круглого бруса при згинанні з крученням за ІУ теорією виконується за 
формулою (12.40), звідки 

г-------------

І 2 2 2
> .уМу +Mz +0,75Мкр МЗВ (12.53)

W - [а] [а] . 
При [а] = 80 МПа вал повинен мати момент опору 

~ 2 2 2
W= 0,626 +0,698 +0,75·0,869 м3 =15 . 10-6 м3 =15см3. 


80·103 

Взявши наближено W"" 0,1 D3, знайдемо діаметр вала: 


D г. VI0W = VI0·15 см = VI50 см "" 5,31 см. 
Шатунна шийка повинна мати момент опору 

~ 2 2 2W> 0,637 +0,971 +0,75·0,323 3-1495 3. 
- 3 м - , см, 

80 ·10 
тоді ії діаметр 

d г. ~10·14,92 см"" 5,31 см. 
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Призначаємо для шатунної шийки та вала однаковий діаметр пере

різу: d = D = 54 мм. 
Перевірний розрахунок щоки. Відповідно до умови задачі добираємо 

розміри перерізу щоки такими: h = 1,25 D = 1,25·54 = 67,5"" 68 мм; Ь = 
=0,6 h "" 41 мм. Переходячи до перевірки міцності вибраного перерізу 
щоки, визначимо його геометричні характеристики: 

3 
J = bh = 4,1· 6,83 = 107 4 4. W = 31 6 3. 

z 12 12 ' см, z ' см , 

=hb3 =6,8.4,13 =390 4. W =190 3J у 12 12 ' см, у , см. 

Перевіряти на міцність прямокутну щоку в умовах згинання з кручен
ням у небезпечному перерізі треба в кількох точках - К, S та L (рис. 350). 
У точці К за формулою (12.51) 

crекв ІУ = \ I'(Г-~-:-)-2-+-3-(-Y-a-:-;-2-)-2 

3
'(0,869 .10- J2 +3(0,839 0,698·10-3 . J2 мпа = 

31,6·10-6 0,234·6,8·4,12 ·10-0 

= .J2145,58 МПа = 46,4 МПа. 

У точці S за формулою (12.49) 

,/Г-(M--;-J- -hЬ2-+-3-(-аМХ2-)-2аекв ІУ = 

W 

'( 0,626·10-3 J2 +3 ( 0,698·10-3 J2 МПа = 
19,0.10-6 0,234·6,8·4,12 ·10-6 

= .J3126,04 МПа = 55,9 МПа. 
У точці L за формулою (12.47) 

М М (о 869 ·10-3 О 626.10-3]
cr = _ z + ~=' + ' МПа "" 
еквІУ Wz Wy 31,6.10-6 19,0.10-6 

"" (27,5+ 32,8) МПа = 60,3 МПа < [а]. 

Отже, найнебезпечнішою точкою в перерізі є точка L, проте і в ній 
найбільше нормальне напруження менше за допустиме. 

Оцінка впливу поперечних та поздовжніх сил. Урахування поздовжніх 
та поперечних сил при доборі перерізу занадто ускладнило б розрахунок. 

z 

у 

N =O,23KHx

х ry~Ш" 'l'yS 

Рис. 350 Рис. 351 

Оскільки додаткові напруження від дії поперечних сил невеликі, то при 
виборі перерізу ними нехтуємо. Найбільш просто оцінити їхній вплив, 
перевіряючи переріз після його добору. 
У небезпечному перерізі вала (див. рис. 349) крім урахованих при доборі 

перерізу моментів Мх' Му та Мz діють ще поперечні сили Qу = 6,07 кн 
та Qz = 0,23 кН. Найбільші дотичні напруження від цих сил будуть відпо
відно в точках К та L: 
у точці К 

Q
4 y 4 6,07.10-3 МПа=354МПа;

'утах = 3У = 33.14.2.72.10 А , 

у точЦі L 

4Qz _4 0,23·10-3 МПа=0,134МПа. 
'zmax ='зУ - 3 3 14.2 72.10 А , , 

Небезпечну точку перерізу знайдемо, визначивши положення нейтраль
ної лінії. ·Остання перпендикулярна до площини дії результуючого зги
нального моменту 

М = ~M; +M~ = ~0,6262 +0,6982 КН· м = 0,938 кН·м. 
Напрям нейтральної лінії легко виз~чити графічно (рис. 351), оскіль

ки він збігається з напрямом вектора М. 

Небезпечною точкою в перерізі є точка S (рис. 351). Природно, що в 
цій точці дотичні напруження 'yS та 'zS будуть значно меншими, ніж 
обчислені вище максимальні значення. Вважатимемо наближено та з дея
ким запасом, що в небезпечній точці S до дотичних напружень <5' від 
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скручувального моменту Мк: 

'(' =МК = 0,869·10-3.16 МПа =28 2 МПа 
s Wp 3,14.5,43.10-6 ' 

додається таке дотичне напруження ~ від поперечних сил Qy та Qz: 

'ts "" 0,7 (Тутах -'t ) "" 2,4 МПа.zmax 

Обчислимо еквівалентне напруження в точці S за IV теорією: 

creKBN ='\1(~)2 +3('ts+'ts)2 = 

І 3)20,938'10- +3(28,2+2,4)2 МПа = 
[ 15,45 · 10-{і 

=~60,62 +3·28,22 МПа =80,4 МПа. 
Еквівалентне напруження в тій самій точці без урахування впливу по

перечних сил 

crs = ~60,62 + 3.28,22 МПа"" 77,9 МПа. 
Отже, якщо врахувати дію поперечних сил, то напруження зростуть на 

80,4-77,9 100 %""з%. 
80,4 

у небезпечному перерізі щоки (див. рис. 350) діє тільки поперечна сила 
Qy =6,07 кН; поперечна сила Qz =О. Поперечна сила Qy не дає дотичних 
напружень у найбільш небезпечній точці L. Тому розглянемо її вплив у 
точці S" де спричинені нею дотичні напруження досягають найбільшого 
значення: 

't =1 Qy =1 6,07·10-3 МПа =327 МПа 
у 2 F 26,8.4,1.10-4 ' 

й збігаються за напрямом з дотичними напруженнями від дії крутного 
моменту Мкр' Значення останніх 

't = Мкр 0,698 ·10-3 МПа = 25,7 МПа. 
утах ahb2 0,236.6,8 . 4,12 .10-{і 

Обчислимо еквівалентні напруження за IV теорією міцності: 

creICВ1v =Jcr2 +3{'t +'t / =~32,82+з(з,27+25,7)2 МПа = y ymax 

= ..)3597 МПа = 60 МПа. 

у тій самій точці напруження без урахування Qy нами вже визначено: 

cr;B = 55,9 МПа. 
Отже, поперечні сили збільшують напруження в точці S, на 

60,5 -55,9100 0/ = 7 60/
60,5 /0, /0. 

Якщо В перерізі діє осьова сила, згинальні моменти в головних пло
щинах та крутний момент, то умова міцності, наприклад, за IV теорією, в 
точці К (див. рис. 350) має вигляд 

'''''---(М-N)2-[Мкр )2
creKBN =~I ~+ F +3 У ahb2 ~[cr]. (12.54) 

Аналогічно в точці S 

Му N крІ[ )2 [М )2creKBN =~I -+- +3 --2 (12.55)
Wy F ahb 

у розглядуваному небезпечному перерізі шийки діє поздовжня розтя
гальна сила N = 0,23 кН. Спричинюване нею нормальне розтягальне на
пруження 

0-3 
N _ 0,23·1 МПа ""0,083МПа 

crх = F - 6 8.4,1.10-4, 
таке мале, що ним можна знехтувати. 
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Розділ 13 
ЗАГАЛЬНІ ТЕОРЕМИ 
ПРО ПРУЖНІ СИСТЕМИ. 
ЗАГАЛЬНІ МЕТОДИ ВИЗНАЧЕННЯ 
ПЕРЕМІЩЕНЬ 

§ 78. Узагальнені сили і переміщення 

Однією з найважливіших задач опору матеріалів є оцінка жорсткості 
конструкції, тобто ступеня П викривлення під дією навантаження, зміщен
ня зв'язків, зміни температури. Для розв'язання цієї задачі треба визначити 
переміщення (лінійні та кутові) довільно навантаженої пружної системи 
(балки, рами, криволінійного стрижня, ферми тощо). Така сама задача 
постає при розрахунку конструкцій на динамічні навантаження і при ви
явленні статичної невизначуваності системи. В останньому випадку, як 
уже зазначалося, складають рівняння спільності деформацій, які містять 
у собі переміщення певних перерізів. 
у попередніх розділах розглядалися деякі окремі способи визначення 

переміщень, зручні при розв'язанні найпростіших задач. Нижче викла
дається загальний метод визначення переміщень у стрижневих системах, 
який rpунтується на двох фундаментальних принципах механіки: почат
ку можливих переміщень і законі зберігання енергії. 

Як відомо з теоретичної механіки, робота постійної сили Р на пере
міщенні II за ії напрямом дорівнює добутку значення сили на зазначене 
переміщення: 

А =Pll. 
У задачах опору матеріалів і будівельної механіки зовнішні наванта

ження відзначаються великою різноманітністю і, як правило, становлять 
групи сил. Вираз для роботи групи постійних сил також можна подати у 
вигляді добутку двох величин: 

А = Pll p . (13.1 ) 

у якому множник Р залежить тільки від сил групи і називається узагальне
ною силою, а IIp залежить від переміщень і називається узагальненим пе

.Jреміщенням. 

Отже, під узагальненою силою будемо рОЗУ.Міти будь-яке навантаження 
(зосереджені сили, зосереджені моменти, розподілене навантаження), а 
під узагальненим переміщенням - той вид переміщення, на якому узагальне
на сила здійснює роботу. 

Розглянемо деякі приклади узагальнених сил і переміщень. 
1. На рис. 352 зображено узагальнену силу, яка складається з двох одна

кових за модулем протилежних сил Р, прикладених у точках А та В і на

р 

р 8~ А А, Р 
с

'ЕІ :I"~I~-
Рис. 352 Рис. 353 

прямлених по одній прямій. Припустимо, що точки прикладення сил пе
ремістились у напрямі ВА на відрізки ll\ і ll2' Очевидно, робота системи 
постійних сил на цих переміщеннях 

A=Pll\-Рll2 =P(ll\-ll2)=Рllр , (13.2) 

де II р =ll] -ll2 =М - зміна відстані І між точками прикладення сил. 
Отже, в цьому прикладі Р - узагальнена сила, а зміна М довжини 

відрізка АВ - узагальнене переміщення. 
2. Нехай група сил складається з пари сил, момент якої М =Ра 

(рис. 353). Припустимо, що елемент АВ повернувся на кут d8. Шляхи, 
пройдені силами пари в напрямі їхньої дії, 

АА] =OAd8; ВВ] =OBd8. 
Сумарна робота обох сил 

А=Р·АА] +Р·ВВ\ = P(OA+OB)d8 =Pad8 =Md8. (13.3) 

Отже, якщо узагальнеН9Ю силою є момент М пари, то узагальненим пе
реміщенням буде кут повороту d8 У площині дії пари. 

Легко також довести, що при дії на елементи АВ і CD (рис. 354) двох 
однакових за модулем і протилежно напрямлених пар з моментом М уза
гальненою силою є момент пари М, а узагальненим переміщенням - зміна 
кута <р між елементами АВ і CD. Інакше 

IIp = d8\ +d82. 
Умовимося надалі узагальнені переміщення (як лінійні, так і кутові) 

якого-небудь перерізу СТр'ижня позначати літерою II або о з двома індекса
ми. Перший індекс відображує точку і напрям переміщення, другий - ука
зує причину цього переміщення. Наприклад, IIрр означає переміщення 
точки прикладення сили Р у напрямі її дії, спричинене 

цією самою СШlОю (рис. 355, а). На рис. 355, б зобра
жено консоль, навантажену на вільному кінці зосе
редженим моментом. Очевидно, кут повороту пе
рерізу, де прикладений момент, слід позначити 
llMM' Тут перший індекс означає переміщення в 
напрямі моменту М. 

ДЛЯ позначення повного переміщення точки, 
спричиненого кількома зусиллями, при II збері
гається тільки перший індекс. Так, повний прогин 

~H 

BV '4n 


\ / 
\ <р / 
r-/ 
Рис. 354 

354 355 
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p t і кут повороту перерізу В балки, зображеної на 
-'---_~=--""'8_~__=_+• рис. 356, слід позначиrn відповідно через 6. Р і 6.М '.
~ 8 прогин перерізу С - через 6.Q. 
~ а , Н Розглядаючи досить жорсткі лінійно дефор, =:fHH мівні конструкції (тобто системи, деформацїіяких 
~ відповідають закону Гука), можна на підставі 
~ принципу незалежності дії сил визначати повні 

б І переміщення точок як суму переМ1Щень, спричи
Рис. 355 нених окремими навантаженнями. 

р Для зображеної на рис. 356 балки прогин і 
~A clQ ~~~повороту перерізу В можна записати у виг
~ ~ ~ q 6.р == дрр + 6.PQ + 6.РМ ; 

вt (13.4) 
Рис. 356 == •ДМ дМР + дМQ + 6.ММ

де дрр -переміщення точки Ву напрямі сили Рвід сили Р; дРQ -тесаме 
від сили Q; 6.РМ - те саме від моменту М; 6.МР - переміщення перерізу 
В у напрямі пари М. (кут повороту) від сили Р; дМQ - те саме від си
ли; 6. ММ - те саме вІД пари М. _ 

Пе~міщення, спричинене одиничною силою (Р == 1) або одиничною па
рою (М == 1), будемо позна:аm літерою 8 і н~иваm питомим. П~и цьому 
умовимосявважаm одиничш сили чи пари, ЯКІ спричинюють переМ1Щення 8, 
безрозмірними. 

Якщо одинична сила Р = 1 спричинила переміщення 8р , то, згідно з 
принципом незалежності дії сил, повне переміщення, спричинене силою Р, 

6.р = Р8р . (13.5) 

З виразу (13.5) легко визначити одиницю питомого переміщення: 

[8 ] == одиниця узагальненого пе~еміщення . (13.6)
Р одиниця узагальненOl сили 

Зазначимо, що навантаження, яке діє на конструкцію, як правило, по
значають літерами Р,М ,Х, ... з числовими індексами (наприклад, 
ХІ' Х2' ... ). Уцьому разі літерні індекси при 6. або 8 заміняють відповідними 
числовими, тобто замість дх пишуть 6.1 (6.2' 812 ' .. .). 

На рис. 357 зображено riозначення переміщень вільного кінця рами 
від дії різних ~ил (Р, ХІ' Х2' Х3)' Повні переміщення перерізу С у гори
зонтальному і вертикальному напрямах (тобто в напрямах дії сил ХІ і 
Х2)' а також кут повороту (переміщення в напрямі дії Х3) відповідно 
можна подати у вигляді 

6.1 = 6.IР + Х181l + Х28 12 + Хз813 ; 
6.2 = 6.2Р + Х1821 + Х2822 + Хз823; (13 .7) 

6.3 = 6.3Р + Х1831 + Х2832 + Хз8зз , 

~~ 

/1" со! ,В пА 

~ 

~ 1 C&Z НW::l 4т 

Рис. 357 

Тут 

Х1811 =6.11; Х2812 =6.12; Хз813 =6.13; ... ; Х 8ті =6.mі ·і 
для оцінки одиниці переміщення 8ті множнмо останнє рівняння на Хm' 

Тоді 

ХmХі8ті = Хm6.ті 
виражатиметься в одиницях роботи (Дж). Звідси переміщення 

[8] Хmдmі Дж 1 
ті == [Хт][Х ] = н.Дж = ні 

§ 79. Робота зовнішніх сил 

При деформуванні конструкції ії точки переміщуються. Переміщуються 
також точки прикладення зовнішніх сил. Унаслідок цього зовнішні сили 
здійснюють роботу. 

Обчислимо роботу деякої узагальненої сили Р, прикладеної до будь
якої пружної лінійно деформівної системи (рис. 358, а). Припускається, 
що навантаження зростає від нуля до заданого значення досить повільно, 
щоб можна було знехтувати силами інерції мас, що переміщуються. Таке 
навантаження називатимемо статичним. 

Нехай у певний момент силі Р відповідає узагальнене переміщення 6.. 
Нескінченно мале збільшення сили на величину dP спричинює нескінчен
но малий приріст переміщення d6.. Очевидно, елементарна робота зовніш
ньої сили, якщо знехтувати нескінченно малими другого порядку, 

dA = (Р+dР)dд '" Pd6.. 

Повна робота, здійснена статично прикладеною узагальненою силою 
Р на спричиненому цією самою силою узагальненому переміщенні 6., 

А = f Pd6.. (13.8) 
!:J. 

Інтеграл (13J~) становить площу діаграми Р - 6. для даної конструкції 
(рис. 358, 6). 
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Рис. 358 Рис. 359 

Улінійно деформівних системах переміщеІШЯ пропорційні значенню сили 
(закон Гука): 

6. = PfJpp , (13.9) 

де fJ рр - переміщення, спричинене силою Р = 1. 
Диференціюємо вираз (13.9): 

d6. =fJPfJpp ' 

Підставляючи цей вираз у формулу (13.8), матимемо 


р fJ 
 р2 

A=fJppf PdP=+. 
о _ 

Ураховуючи вираз (13.9), остаточно знаидемо 
2А = fJppp = Р6.. (13.10)

2 2 
Отже, дійсна робота при статичній дії узагальненої сили на nружну си

стему дорівнює половині добутку остаточного значення сили на остаточ
не значення відповідного узагальненого переміщення (теорема Клапейрона). 
У разі статичної дії на пружну систему кількох узагальнених сил 

ll, Р2 , .. 'Р,l (рис. 359) робота деформації дорівнює половині суми добутків 
остаточного значення кожної сили на остаточне значення відповідного 
сумарного переМІЩення: 

Ll = 1.2 LPLl. (13.11)
І І 

і не залежить від порядку навантажування системи. 

§ 80. Робота внутрішніх сил 

При пружній деформації тіла в деформівних елементах розвиваються 
внутрішні сили - сили nружного опору. Вони також здійснюють роботу. 
Спочатку визначимо роботу внутрішніх сил пружності при деформуванні 
плоскої стрижневої системи. 

Двома суміжними перерізами виділимо елемент стрижня завдовжки 
ds (рис. 360). Взагалі для плоского згинання дія відкинутих частин стрижня 
на залишений елемент зводиться до поздовжніх N та поперечних Q сил і 

• 1-

~I__~Im, 

~ I~!~ 
-N N -+-N __-+___

-+-+-+-+
1_ ds _І-, -'8 ds ~-:~- n 

ds 
П,n П, 

Рис. 360 Рис. 361 Рис. 362 

згинальних моментів М. Ці зусилля, зображені на рисунку суцільними лінія
ми, відносно виділеного елемента можна розглядати як зовнішні. 

Внутрішні сили перешкоджають розвитку деформації, спричинюваної 
зовнішніми силами, дорівнюють їм за значенням і протилежні за напрямом. 
На рис. 360 рівнодійні внутрішніх сил зображено штриховими лініями. 

Ураховуючи напрям внутрішніх сил відносно деформацій, спричине
них зовнішніми силами, можна стверджувати, що при навантажуванні тіла 
сумарна робота внутрішніх сил завжди від'ємна. 

Спочатку обчислимо роботу, здійснену окремо внутрішніми поздовж
німи силами, поперечними силами і згинальними моментами. Нехай на 
елемент діють тільки поздовжні сили N (рис. 361). Подовження елемента 
внаслідок цього 

Ms= Nds 
EF' 

де EF - жорсткість поперечного перерізу на розтягання-стискання. 
Робота внутрішніх сил, що поступово збільшуються від нуля до N, на 

цьому переміщенні 
2 

. dW =_l.NMs=_N ds
N (13.12)2 2EF' 

Оскільки робота внутрішніх сил від'ємна, в правій частині виразу 
(13.12) поставлено знак «мінус». 

Розглянемо тепер елемент, який зазнає дії згинальних моментів (рис. 362). 
Внаслідок згинання перерізи тn і тІn1 повернуться на кути d8. Моменти 
внутрішніх сил (зображено штриховими лініями) на цих переміщеннях 
здійснюють роботу 

1 1 1dW =--Md8--Md8 = --Md<p (13.13)
м 2 2 2' 

де dq> = 2d8 - взаємний кут повороту перерізів елемента. 
Як показано в розд. 1О, 

dq> =dsl. = dsи... =Mds 
Р EJ Еі' 
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т т, Отже, 

M 2ds (13.14)dWM =- 2ЕІ .
Q 

т т, 

r і І ,dF 

dS 

Обчислимо, нарешті, роботу внут
ріurnіх поперечних \::ИЛ Q, щО посту
пово зростають (рис. 363, а). Як за
значалося, поперечні сили є рівноdS 
дійними розподілених у точках пере

n п, n п, різу дотичних напружень 'с. Останні 
а б в в будь-якій елементарній площадці 

Рис. 363 dF, паралельній нейтральній лінії 
(рис. 363, 6), згідно з формулою Журавського, мають вигляд 

't = 	QSz 
J zь' 

де Sz - статичний момент відносно нейтральної осі z частини перерізу, 
розміщеної між рівнем смужки і краєм перерізу. 

Взаємний зсув двох розміщених на одній висоті площадок dF на тор
цях mn і mІn (рис. 363, в)І 

't
yds = GdS. 

Отже, робота внутрішніх елементарних сил 'tdF при зростанні їх від нуля 
до остаточного значення 

1 -с2ds
--'tdFуds = ---dF. 

2 2G 
Інтегруючи в межах перерізу F, знайдемо роботу сил зсуву: 

1 f't2dS Q2ds f S2 Q2ds 
--rydsdF=- -dF= ---2 ~dF=-kу 2GF' (13.15)dWQ =- f 2 2G 2GJ Ь 

F F 	 ZF 

де ky = (F / І;) f (S; /ь2 )dF - коефіцієнт, який залежить від форми попе
.F . 	 . 

речного переРІЗУ; GF - ЖОРСТКІсть поперечного перерІЗУ стрижня при 

ЗСУВІ. 

для прямокутного перерізу Ь х h 

3 2 
F=bh; bh Sz =-8-( 1- 4у ;J - bh 2]z-i2; 2 

h12( h
k _ 9 4у2 2 

у -- 1-	 (13.16)2h ! 11) dy"I,2. 

Аналогічно визначають коефіцієнт k і для інших перерізів . Наприклад, 
для колового перерізу k = 32/27, для прокатних профілів наближено 
k = F / Fc' де F - площа стінки.c 

у випадку чистого зсувудотичні напруження розподіляються рівномір
но по перерізу: 

't=Q/F.
Отже, 

dW
Q 

= -1.f-rydsdF = _1. 'tFyds = _ Qyds = _ Q2ds . (13.17)
2 2 2 2GF 

F 
При одночасній дії осьових і поперечних сил, а також згинальних мо

ментів сумарну роботу можна знайти як суму робіт окремих складових. 
Це пояснюється тим, що робота кожного з цих зусиль на переміщеннях, 
спричинених рештою сил, дорівнює нулю. Наприклад, при подовженні, 
спричиненому силами N, поперечні перерізи залишаються плоскими і 
паралельними, а тому пари М і сили Q роботу не здійснюють. Аналогіч
но сили N не здійснюють роботи на переміщеннях, спричинених силами 
Qi парами М. 

Отже, в розглядуваному прикладі повна елементарна робота внут
рішніх сил 

2 2 2
dW=_M ds_Nds_kQds (13.18)

2ЕІ 2EF 2GF· 
Інтегруючи вираз (13.18) У межах всього стрижня і підсумовуючи за всіма 
стрижнями системи, дістанемо формулу для роботи внутрішніх сил у ви
падку плоского згинання 

s 2 s 2 s 2 

W =-~IM ds - ~fN ds - ~ kfQ ш. (1319)
L.J 2ЕІ L.J 2EF L.J 2GF . 

о о о 

Якщо стрижень зазнає деформації кручення, в поперечних перерізах, 
що обмежують виділений елемент завдовжки ds, 
діють крутні м~ме~ти Мкр (рис. 364), які відносно 
елемента є ЗОВНІШНІми. 

Моменти сил пружності дорівнюють за модулем 
моментам Мкр і напрямлені в протилежні боки. 
Взаємний кут повороту перерізів mn і mІnІ 

MKpds 
dcp=cг, 

к 

де GJк - жорсткість поперечного перерізу стриж- Рис. 364 
ня при крученні. 

Отже, при крученні елементарна робота внутріш
нІХ сил, що поступово зростають, 

2
1 МKpds 

dWKp =-ZМкрdср=- 2GJ . (13.20) 
K 

Сумарна робота внутрішніх сил при крученні стрижня 
2- Іl - fMKpdS (13.21) IjWKp -- "2 Mkpdcp-- -2--· 
СІк Рис. 365 

s s 

360 361 
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Нарешті, в загальному випадку дії сил на стрижень у перерізах маємо 
шість силових факторів (рис. 365): осьову силу N , поперечні сили Qy і 
Qz, крутний момент М!ср' згинальні моменти Му іМ. 

Ураховуючи, що робота кожної з цих сил на перемі~еннях, спричине
них рештою зусиль, дорівнює нулю, дістанемо формулу для роботи 
внутрішніх сил (сил пружності) 

- fM;dS fM;dS fM;pdS fN 2ds f Q;ds f Q;ds
W - - 2Е] - 2Е] - 2GJ - 2EF - ky 2GF - kz 2GF' (13.22) 

5 У 5 Z5 К 5 55 
Зазначимо, що вираз (13.22) справедливий також і для криволінійних 

стрижнів малої кривини. 

§ 81. Застосування принципу початку можливих 


переміщень до пружних систем 


Початок можливих переміщень, становлячи загальний принцип механі
ки, має важливе значення для теорії пружних систем. Стосовно до них 
цей принцип можна сформулювати так: якщо nРУ;JlCна система перебуває 
в рівновазі під дією nрикладетюго наванта;JlCення, то сума робіт зовнішніх і 
внутрішніх сшz тю можливих нескінчетmо малих nереміщетmях точок систе

ми дорівнює нулю: 

Llj~im + "'1т = О, (13.23) 

де р; - зовнішні сили; ~im - можливі переміщення цих сил; L P;~im 
робота зовнішніх сил; И'іm - робота внутрішніх сил. 

Оскільки пружні деформації дуже малі, то можливими nереміщеШlями 
МО;JlCна вва;жати nРУ;JlCні переміщення від nОЛО;JlCення рівтюваги, які спричи
нені будь-яким видом наваuта;JlCення і відбуваються без порушення зв 'язків. 
Робота сшz тю можливих nереміщеннях називається МО:J/Cливою або вірту
альтюю роботою. 

Зазначимо, що коли системі надають можливого переміщення від ста
ну їі рівноваги, то вважають, що модуль і напрям зовнішніх та внутрішніх 
сил залишаються незмінними. Тому при обчисленні можливої роботи слід 

Pa~ брати. не поло~ину, а. повний добуток 
а Ь 8 ВlДПОВlДних сил 1переМ1щень . 

~~ Покажемо, як визначається можлива 
,...~ ~ h робота зовнішніх і внутрішніх сил, на при

а Ьа кладі плоскої системи . Розглянемо два стани 
~~ якої-небудь системи, що перебуває в рівно

А а Ь 8 вазі (рис. 366). У стані а система деформу
~~ ється рагальненою силою Ра (рис. 366, а) , 

L1 у стаю Ь - силою РЬ (рис. 366, 6) . ab 
б Очевидно, переміщення в стані Ь мож

Рис. 366 на розглядати як можливі для стану а , і на
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;)(~I · r ~~. (f-.-'l) I~Ц 
Qa НЬ Qb І І ! /1 ~\ І . І Qb 

~ І ~S ~ І. ds .114 ds W Г;?" 
Рис.З67 Рис. 368 

впаки, переміщення в стані а є можливими для стану Ь. Тому робота сил 
стану а на переміщеннях стану Ь(АаЬ) так само, як і робота сил стану Ь на 
переміщеннях стану а(А ьа), буде можливою. Зазначені роботи зовнішніх 
сил відповідно 

АаЬ = Pa~ab; АЬа = Pb~ba' (13.24) 
Обчислимо тепер можливу роботу внутрішніх сил стану а на переміщен

НЯХ, спричинених навантаженням стану Ь. для цього розглянемо довільний 
елемент стрижня завдовжки ds у цих двох станах. Для плоского згинання 
дія відкинутих частин на елемент, як зазначалося вище, зводиться до систе
ми сил Na, Qa' Ма (рис. 367, а). Внутрішні сили, що діють на елемент, мають 
напрями, протилежні зовнішнім, і показані штриховими лініями. На 
рис. 367, бзображено зовнішні сили Nb, Qb' Мь, що діють на елемент ds у стані 
Ь. Деформації елемента, спричинені цими зусиллями, наведено на рис. 368. 

Очевидно, подовження елемента ds від дії сил Nb 
\ Nbds

(MS/b = EF . 

Робота внутрішніх осьових сил N на цьому можливому переміщенніa 

_ ( ) = NaNbds ., (1325)
Na Ms Ь EF' . 

Взаємний кут повороту граней елемента, спричинений парами Мь, 
Мш 

(dqJ)b = :І . 
Робота внутрішніх згинальних моментів Ма на цьому переміщенні 

-Ма(dqJ)ь= MaMbds (13.26) 

Взаємний зсув граней елемента, спричинений поперечними силами Qb' 
Q ds 

(ydS)b = k ~F . 

Робота внутрішніх поперечних сил Qa на цьому переміщенні 
QaQbds 

-Qa (yds)b=-k GF . (13.27) 
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Підсумовуючи вирази (13.25), (13.26) і (13.27), знайдемо можливу ро
боту внутрішніх сил, прикладених до елемента ds стрижня, на переміщен
нях, спричинених іншим, цілком довільним навантаженням, позначеним 
індексом Ь: 

=-Ма (dqJ)b - Na(I:..ds)b -Qa (ydS)b' (13.28)dWab 
або MaMbds NaNbds QaQbds 

(13.29)dWab = - EJ - EF k GF 

Підсумовуючи елементарні роботи в межах стрижня, а далі за всіма 
стрижнями системи, знайдемо повне значення можливої роботи внут

рішніх сил: [ ] 
=- IfNa (I:..ds)b +ІІМа (dqJ)b +LfQa (yds)b ' (13.30)Wab 

або s s s 

W =-~fMaMbdS ~fNaNbdS ~fk QaQb ds . (13.31)
аЬ L.J EJ L.J EF L.J GF 

s s s 
Підставивши в рівняння (13.23) вирази для можливої роботи зовнішніх 

сил [першу формулу (13.24)] і внутрішніх сил [формулу (1~.30) або (13.31)], 
дістанемо загальний вираз принципу початку можливих переміщень для 
плоскої пружної стрижневої системи: 

ІРаl:..аь -[LfМа (dqJ)b +ІіNa (t:..ds)b +ІіQa (Yd.s)b] = О, (13.32) 
s s s 

або [ ]LPal:..ab - L[MaZbdS +L[Na;;dS + L[kQa;;dS =.0. (13.33) 

Отже, якщо ri:ружна система перебуває в рівновазі, то робота зовнішніх 
і внутрішніх сил У стані а на можливих переміщеннях, спричинених іншим, 
цілком довільним навантаженням, позначеним індексом Ь, дорівнює нулю. 
Вирази (13.32) і (13.33) можна застосувати і для стрижнів малої кривини. 
Аналогічні вирази легко скласти також для загального випадку наванта
жування стрижня, якщо в його поперечних перерізах діють шість компо
нент внутрішНІХ зусиль. 

Якщо як можливі взяти дійсні переміщення І:.. а , спричинені заданим 
навантаженням Ра' то вираз (13.33) набирає вигляду 

LPal:..a -[LfМ1;'S +Lf 
Nl:s 

+LfkQJ:S]=o. (13.34) 

s s s 

Поділимо вираз (13.34) на два. Враховуючи, що 

1-~PI:.. =А (13.35)2L.J а а 

є роботою зовнішніх сил у процесі статичної деформації [див. формулу 
(13.11)], а 

222]-~ 
( 
LfMt

s 
+Lf~:s +LfkQ~:s =W (13.36) 

s s s 

- роботою внутрішніх сил [див. формулу (13.19) ], маємо 

A+W=O, (13.37) 
тобто сумарна робота зовнішніх і внутрішніх сил при статичному дефор
муванні пружної системи дорівнює нулю. Отже, дійсні значення роботи 
зовнішніх і внутрішніх сил однакові за модулем і протилежні за знаком. 

§ 82. Теореми про взаємність робіт і переміщень 

Розглянемо будь-яку пружну систему, наприклад балку, в двох ста
нах. У першому стані (рис. 369, а) нехай діє узагальнене навантаження, 
позначене індексом 1; переміщення відповідних точок системи будуть 1:..11' 
1:..21' ... , І:..іі· у другому стані (рис. 369, б) на систему діє узагальнене наван
таження, позначене індексом 2, а переміщення відповідних точок системи 
від цього навантаження - 1:..12' 1:..22' ... , l:..і2 · 

Запишемо вирази можливих робіт зовнішніх і внутрішніх сил для обох 
станів системи, взявши для першого стану як можливі переміщення, спри
чинені силами другого стану, а для другого - переміщення, спричинені 
силами першого. Згідно з формулою (13.33), для першого стану 

RI:.. - ~[fMIM2dS +І NIN2ds +fk QIQ2ds J= О (13.38)І 12 L.J EJ EF GF ' 
s s s 

для другого стану 

~[fM2MldS fN2N1dS fkQ2QldS] ОP21:.. 21 -.L.J EJ + EF + GF =. (13.39) 
s s s 

Оскільки вирази для робіт внутрішніх сил oд~aKOBi, то з рівнянь (13.38) 
і (13.39) випливає 

~1:..12 = P21:..21 · (13.40) 

Вираз (13.40) має назву теореми про взаємністьробіт (теореми Бетті) . 
Вона формулюється так: можливаробота зовнішніх (або внутрішніх) сил 
першого стану навантажування на nереміщеннях, спричинених силами дру
гого стану, дорівнює можливійроботі зовнішніх (або внутрішніх) сил дру
гого стану навантажування на nереміщеннях, спричинених силами першо

го стану. 

Розглянемо окремий випадок навантажування, якщо в обох станах 

системи прикладено по одній одиничній узагальненій силі ~ =1 та Р2 =1 
у точках 1 і 2 (рис. 370). На підставі формули (13.40) 

~812 =Р2821 , 
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--с::;:: 1jР, =1 2р, 
...-----. I~~"'М І' n, J-r 
 а 

' 

а «::J? " ~=1 f~ 'н' І 

~ 

2 

7-,>' І /j ~, ~ 
'/б ~ б 

Рис. 369 Рис. 370 Рис. 371 

а оскільки II =Р2 =1, то 
012 =021' (13.41) 

Цей вираз називають теоремою про взаємність переміщень (теоремою 
Максвелла). Формулюється вона так: переміщення точки прикладення пер
шої сили в напрямі її діі; спричинене дією другої одиничної сили, дорівнює 
переміщенню точки прикладення другої сили в напрямі її діі; спричиненому 
дією першої одиничної сили. 

Теореми про взаємність робіт і переміщень мають велике значення в 
загальній теорії дослідження напруженого і деформованого стану стриж
нів, пластинок, оболонок та інших розрахункових об'єктів . Застосування 
Їх істотно спрощує розв'язання багатьох задач будівельної механіки, а 
також визначення переміщень. 

Користуючись теоремою про взаємність робіт, визначимо прогин ~21 
балки посередині прогону при дії на опорі моменту М (рис. 371, а). 

Розглянемо другий стан системи - балка навантажена в точці 2 зосе
редженоюсилою Р(рис. 371, б). За формулою (10.65) при а = Ь = Z/2 і х =О 
знайдемо кут повороту опорного перерізу: 

рР 
~ ---

12 - 16EJ 

Згідно з теоремрю про взаємність робіт, маємо 

M~12 =P~21' 
зв1ДКИ 

~ =м ~12 = _ МІ2 

(13.42)
21 Р 16EJ ' 

Приклад 55. Визначимо nрогини в точках 1, 2 і 3 вала, навантаженого силою Р у 
точці С (рис. 372). 

Замість установлення прогиномірів у зазначених точках , як це зображено на 
рис. З72, а, на підставі теореми про взаємність переміщень досить установити проги
номір у точці С, а силу послідовно прикладати в точках 1, 2, 3 (рис. З72, 6). Виміряні 
при цьому в точці С прогини дорівнюють шуканим . 

Приклад 56. Покажемо, що при навантажуванні балки з консоллю (рис. 373, а) 
люментом М, прикладеним на відстані / І JЗ від лівої опори А , консоль ВС залишиться 
нерухомою. 

-L t1 

А 
LJ 

ІР 1 2 J ~ r VJ::JD 8 

1:"- f 8.-: 
С 

.1Fi с / ;f;t;t" 
а 

а 

А fP в А • !п 8 
L...J с '-' *~с 

гї гї
1 2 Jit" Е'8.:С=1 


/ б б 

Рис. 372 Рис. 373 

Якщо навантажити балку в опорному перерізі В моментом М (рис. З73, 6), то мак
симальний прогин на відрізку АВ буде в перерізі D на відстані ІІJЗ від опори А . 
Отже, кут повороту цього перерізу дорівнює нулю (8D = О) . 

Якщо момент М прикласти в перерізі D (рис. З7З, а), то на підставі теореми про 
взаємність переміщень кут повороту D перерізу на опорі В дорівнює нулю (8в = О) . 
Консоль ВС залишається нерухомою, оскільки і-і переміщення може відбутися тільки 
внаслідок повороту опорного перерізу В, а він дорівнює нулю. 

§ 83. Загальна формула для визначення переміщень. 
Метод Мора 

Розглянемо спочатку довільну плоску стрижневу систему (балку, раму, 
ферму тощо), навантажену заданими силами Р (рис. 374, а). Зусилля в до
вільному перерізі системи позначимо через Мр, Qр, N р. Нехай треба визна
чити переміщення (узагальнене) будь-якої точки системи в напрямі і-і. 

Введемо допоміжний стан (рис. 374, б), що є заданою системою, на
вантаженою лише однією одиничною силою (узагальненою) Хі = 1, при
кладеною в тій самій точці т і в напрямі шуканого переміщення ~iP' Зу
силля В довільному перерізі допоміжного стану, спричинені дією одинич

ної сили Хі = 1, позначимо через Мі , Qj' N j • 

Застосуємо початок можливих переміщень для допоміжного стану, 
взявши як можливі дійсні переміщення заданої системи. Згідно з форму
лою (13.33) , _ _ _ 

. . = ~fMiMpdS ~fNjNpdS + ~I Q;Qpds (13.43)
1 ~IP LJ EJ + LJ EF LJ k GF . 

s s s 
Вираз (13.43) є загальною формулою для пружного переміщення плоскої 
стрижневої системи . 

Якщо виходити з виразу початку можливих переміщень у формі (13.32), 
то загальну формулу для визначення пружного переміщення можна запи
сати у ВИГЛЯДІ 

~iP = LfМі (d<p)p +LfNi (Ms)p +LfQi (yds)p ' (13.44) 
s s s 
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У загальному випадку дії сил (див. рис. 361) формула для переміщення 
містить шість доданків: 

~МркрА -LJ(М;УМРУ М;;Мрz k Q;yQPy
L.\.p - + + + + , Ef Ef GJ у GF 

s у Z_)K
- N·N 

+k Q;zQpz +-'-р- d (13.45) 
z GF EF s. 

Індекси у, z у формулі (13.45) позначають головні осі, індекс «кр» - крут
ний момент. Зазначимо, що наведені формули можна застосувати і для 
кривих стрижнів малої кривини. 

Формули (13.43) та (13.45) вперше були виведені Мором. Визначення 
переміщень за цими формулами часто називають методом Мора. Зазна
чимо, що метод Мора - це найзагальніший метод визначення переміщень 
стрижневих систем. Його значення особливо велике при розрахунку ста

тично невизначуваних систем. 
Здебільшого при визначенні переміщень у балках, рамах та арках мож

на знехтувати впливом поздовжніх деформацій і деформацій зсуву, вра
ховуючи лише переміщення, спричинені згинанням і крученням. Тоді фор
мула (13.43) для плоскої системи набирає вигляду 

_~JM;MpdS (13.46)А;р - ~ ю· 
4 

s 
При просторовому навантажуванні, згідно з 

формулою (13.45), 

Аір = L(JМ;~Pyds +JМ;;~РZds + 
s у s z 

М;Мр' dS)+ кр кр . (13.47)І
а GJK 
S 

При визначенні переміщень вузлів шарнір
них ферм, що складаються з прямих стрижнів, У 
формулі Мора зберігається тільки один дода

нок: 

~NiNp (13.48)А;р = ~EF. 1т· 
m m m 

Ця формула має назву формули Максвелла. 
Можна запропонувати таку послідовність 

визначення переміщень за методом Мора: 
1. Будують допоміжну систему, яку наванта

Рис. 374 жують одиничним навантаженням у точці, де 

треба визначити переміщення. Визначаючи 
лінійні переміщення, у заданому напрямі при
кладають одиничну силу, визначаючи кутові 

переміщення, - одиничний момент. 
2. для кожноїділянки системи записують ви

рази силових факторів у довільному перерізі за

даної(Мр, N p , Qp) і допоміжної (М;, N;, Q;) 
систем. 

3. Обчислюють інтеграли Мора (по ділян
ках у межах всієї системи). Як вже зазначало
ся, при розрахунку плоских балок, рам і арок 
виходять з формули (13.46), просторових сис
тем - (13.47), ферм - (13.48). 

4. Якщо обчислене переміщення додатне, то 
це означає, що його напрям збігається з вибра
ним напрямом одиничної сили. Від'ємний знак 
свідчить про те, що дійсний напрям шуканого 
переміщення протилежний напряму одиничної 
сили. 

Розглянемо приклади застосування методу 
Мора для визначення переміщень у різних 
стрижневих системах. 

Припустимо, що треба визначити прогин 
посередині прогону та кут повороту на опорі 
шарнірно обпертої балки (Е]=const), навантаженої рівномірно розподі
леним навантаженням інтенсивністю q (рис. 375, а), а також дослідити вплив 
поперечних сил на максимальний прогин. 

1. для визначення прогину посередині прогону прикладаємо в цьому місці 
допоміжної балки (рис. 375, б) одиничну зосереджену силу. В довільному 
перерізі першоїділянки балки (о ~ х ~ Z/2) 

qZ qx2 
- 1 

МР (Х)=2"Х-Т; МІ (Х)=2"Х. 

Ураховуючи симетрію, дістанемо 

21/2 - 1/2 ( )tJ. = 2 f МІ (х)МР (x)dx = ~ І.! ql х- qx dx = ~ qZ4 
ІР Ef Ef 2 2 2 384 EJ· 

о о 

Урахуємо вплив дотичних напружень на шуканий прогин, припускаю
чи, що балка має прямокутний переріз. Очевидно, при О ~ х ~ 1/2 

qZ - 1 
Qp(x)=2"- qx; QI(X)=2". 

На підставі формули (13.43) прогин, спричинений дією поперечних сил, 

1/2 - 1/2 2 2 

AQ =2 JkQIQpdx =J:!. J.!.(qZ_ X)dx=kL=l:L.
ІР GF GF 2 2 q 8GF 5 Ef 

о о 
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При цьому враховано, що коефіціє1П форми для прямокутного перерізу 

Е 3 
k=1,2, а G=2(1+1l)""gE. 

Підсумовуючи вирази для переміщень, знаходимо, що 

4 [2 [4 ( 2)11 =~~+lL=~L 1+26~ 
ІР 384 Еі 5 EF 384 EJ '[2' 

Другий член у дужках, що відображує вплив поперечної сили, при відно
шенні висоти перерізу до довжини прогону h/l = 1/10 дорівнює 0,026. 
Отже, прогин, спричинений поперечною силою, становить менше ніж 3% 
прогину, спричиненого згинальними моментами. 

2. Для визначення кута повороту опорного перерізу допоміжну балку 
навантажуємо одиничним моментом (рис. 375, в) . При О ~ х ~ [маємо 


2

q[ qx. - х

МР (Х)=2 Х-Т' М2(х)=I-т ; 
і

112р =І/ М 2 (х)Мр (х)ш =_1_І(q[ х- qX2)x
EJ EJ 2 2 

о о 

х) q[3 
(13.49)х(l- т ш= 24Еі' 

Додатний знак свідчить про те, що напрям повороту збігається з на
прямом одиничного моменту. 

Визначимо вертикальне переміщення вузла В шарнірно-стрижневої сис
теми (рис. 376, а) , яка складається з двох однакових стрижнів АВ і ВС пос
тійного поперечного перерізу. Допоміжну систему зображено на рис. 376, б. 

Розглядаючи рівновагу вирізаного вузла В, знаходимо зусилля в стриж
нях для обох станів: 

Стрижень N р НІ 
АВ Р 1 
ВС -Р-l 

з формули (13.48) маємо 

дІР =L NINрІ = 2'.fl... . (13 .50) 
EF EF 

Приклад 57. Розміщена в горизонтальній площині рама А ВС (рис. 377, а) скла
дається з двох стрижнів однакового круглого nоnеречного перерізу. Визначимо верти
кальне nере"1іще1l1lЯ точки С. Допоміжну систему зображено на рис. 377, б. 

Переміщення дІ Р можна визначити з формули (13.45). Для довільни)! перерізів 
двох ділянок маємо : 
для І ділянки (о ~ Х ~ а) 

Мр =Рх; МРкр= О; МІ= Х; МІкр=О; 

А 

8 

а а 

Рис. 376 Рис. 377 

для II ділянки (о ~ Х ~ І) 

МР = Рх; МРКР = Ра; МІ = Х; М lкр = а ; 

M IM pdx JMlкpMPкpdx
дІР = + = 

J ЕІ СІр 
s s 

а І І (З З) 
=JPx

2
dx+JPx

2
dx+JPa 

2
dx Ра +1 +Ра2/ . (13.51 )

EJ EJ СІр 3ЕІ СІр 
о о о 

§ 84. Переміщення, спричинені дією температури 

Припустимо, що довільний елемент ds стрижня нагрівається внизу до 
температури Тн' а вгорі - дО ТВ (рис. 378, а, 6). Припускають, що по ви
соті перерізу температура змінюється за лінійним законом, при цьому 
перерізи стрижня переміщуються, залишаючись плоскими. 

Подовження нижнього і верхнього волокон (рис. 378, 6) відповідно 

I1ds" = a.T"ds; MSB= a.TBds, (13.52) 

де а. - температурний коефіцієнт лінійного розширення. 
Подовження по осі стрижня (середнє подовження) 

т +ТI1ds = а. _"__В ds 
с 2 . (13.53) 

тт n L1 ds,
6 • І І' 

.с:: 

б 8 

m 

Рис. 378 
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Взаємний кут повороту перерізів елемента ds, спричинений нерівномір
ним нагріванням елемента, 

(d8' =Msh-МsВ=аТН-ТВds (13.54)
ІТ h h' 

Нехай тепер треба визначити переміщення (узагальнене) довільної точ
ки k системи в будь-якому напрямі і - і, спричинене дією температури. З 
цією метою навантажуємо допоміжну систему одиничною силою (узагаль
неною) Х і = 1 (рис. 378, в). Застосуємо принцип початку можливих пере
міщень для допоміжного стану, взявши як можливі дійсні переміщення, 
спричинені дією температури. Тоді, згідно з формулою (13.44), маємо 

/).П = І,Ім і (d8)T + І,І NiMsc' (13.55) 
s s 

Підставивши формули (13.53) і (13.54), дістанемо 
- т. -т. - т. +т. 

fo:.. iT = І,ІMiaYds+ І,І NiaYds. (13.56) 
s s 

Формулу (13.56) можна застосовувати також і для стрижнів малої кри
вини. У фермах, де діють тільки поздовжні зусилля, температурні пере
міщення визначаються за формулою 

fo:.. iT = "LNi aТl , (13.57) 

де Т = (Тн + Тв )!2 - температура на осі стрижня, однакова по його дов
жині. Підсумовують за всіма стрижнями ферми. 

Знак перед першим членом у формулі (13.56) залежить від вибору пра
вила знаків для згинального моменту. Якщо вважати згинальний момент 

додатним, коли його напрям та
кий, як показано на рис. 379, а, 
то перед першим членом у фор
мулі (13.56) зберігається знак 
«плюс». Іноді згинальний мо:::(ве::: мент вважають додатним, якщо 

він напрямлений, як зображено 
, ТН ТН нарис. 379, б. Тоді перед першим 

а б членом у формулі (13.56) треба 
Рис. 379 поставити знак «мінус». 

Нагадаємо, що в статично визначуваних системах температурні пере
міщення не спричинюють зусилля N, Q і М в елементах системи. 

у разі дії навантаження і температури на плоску систему загальна фор
мула для переміщень складається з суми членів формул (13.43) і (13.56): 

~fMiMpdS ~I- ТН +ТВ 
fo:..i =fo:..iP +/).іТ = L.J EJ + L.J Nia ---ds+

2
s s 

~I- Т-Т (13.58)
+L.J Mia~ds. 

s 

Приклад 58. Визначимо горизонтальне і вертикальне 

переміщення, а також кут повороту віль/юго кінця стале


воїконсолі (рис. 380, а), спричинені нерів//оміРllим //агріван
 ~~ .18
IІЯМ. Довжи//а балки 1= 2 м, висота перерізу h =10 см, -, 

а =118 . 1а-7. Початкова температура балки То =5 ОС; 

потім //иж//є волокно //агріто до те),mератури 55 ос, а 
~A а 1;.=1
верх//є - охолодже//о до температури -5 Ос. 


Очевидно, розрахункові температури волокон такі: ~ х І
. . 
ТН =55-5=50 0С; ТВ =-5-5=-ІО Ос. б 

Допоміжні стани для визначення вертикального і 


горизонтального переміщень та кута повороту зобра
 ~~ Х .1 /t:.1 

жено на рис. 380, б-го Маємо: 
8 XJ =1 

м} =-(l-x); N} =0; 

м 2 = О; N 2 = -1; МЗ = 1; N з = О. ~~ х .1 ;) 
г01Же, на підставі формули (13.56) знаходимо: 

Рис. 380а) прогин 

І І 


/1 = Ім а ТН -ТВ dx = -а т" -ТВ І(l-х) dx = -а ТН -ТВ [2
lТ 1 h 1I 2h ' 

о о 


або після підставлення значень 


118·10-7 ·60·4·104 
/11т = 2.1Q см=-І,42см; _ 

б) горизонтальне щ:реміщення 

L -7 
/1 =JN а ТН + ТВ ш=_аТН+ТВI= 118·10 ·40-200 =-0047 . 
2Т 2 2 2 ,., см, см, 

О 

В) кут повороту 


І І 


- т. -то т. -то J а(т. -т.)/1 = М а___в ш=а-"-_В ш= н В І'' ' зт З h h h'І
о о 

118·10-7 ·60·200 
/1зт = 10 рад =0,0142 рад. 

§ 85. Обчислення інтегралів Мора 

способом Верещагіна 


Обчислення інтегралів Мора істотно спрощується, якщо одна з епюр 
(у дійсному чи одиничному стані) прямолінійна. Ця умова виконується 
для систем, що складаються з прямих стрижнів, оскільки при цьому епю
ри внутрішніх сил від одиничного навантаження (зосередженої сили або 
пари) завжди обмежені прямими лініями. 

Обчислимо інтеграл fМі Мpdx для випадку, коли епюра від заданого 
l 

навантаження має довільну форму, а від одиничного - прямолінійна 
(рис. 381). Позначимо через Q площу епюри Мр, с -й центр ваги, Ме 
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ординату епюри від одиничного навантаження під центром ваги епюри Мр. 
Очевидно, що Мpdx =dQ є диференціалом ruющі епюриМр, а М . =х tg а. 
Тоді шуканий інтеграл І 

JМ Мpdx = tg аІxdQ. (13.59)і 
І І 

Інтеграл у правій частині рівняння (13.59) є статичним моментом площі 
епюри Мр відносно осі О - О: 

Ітп =хсП, 
І 

де хс - абсциса центра ваги епюри Мр' Тоді 

JМ j Мpdx =tg ахсП =ПМ с, (13.60) 
І 

оскшьки 
xctga=M c. 

Отже, інтеграл Мора дорівнює добутку площі епюри від зовнішнього 
навантаження на ординату прямолінійної епюри від одиничного наван
таження, розміщену під центром ваги епюри від заданого зовнішнього 
навантаження. Загальна формула (13.46) для визначення переміщень у 
системах з прямих стрижнів набирає вигляду 

ПМ С (13.61)t:. iP =liJ' 
Описаний графоаналітичний спосіб визначення інтеграла Мора був 

запропонований О. М. Верещагіним і має назву способу Верещагіна. Обчис
лення за цією формулою виконують по ділянках, на кожній з яких епюра 
від одиничного навантаження має бути прямолінійною (рис. 382). Тоді, 
коли обидві епюри прямолінійні, можна множити площу будь-якої з них 
на ординату іншої під центром ваги першої. 

Якщо епюра Мр має складний вигляд, то й слід розбити на прості фігу
ри (рис. 383), для яких легко визначити площу і положення центра ваги. 

@ 

01 х , ~dX: 
J 

.................. @ 

M~ 

С'і ['.. І· ...... 'ХС І 
А 

01 J @) ~® 
Рис. 381 Рис. 382 Рис. 383 
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При цьому кожну з площ треба множити на ординату одиничної епюри 
під центром ваги відповідної площі. Ординати в цьому разі зручно 
позначати замість M літерами rJk ,де k =1; 2; ....ck 

Отже, Q _ 
t:. p = ~~. (13.62)

І L.J ЕІ 
k=l; ... 

Переміщення від дії осьових і поперечних сил, а також крутних мо
ментів виражаються аналогічно: 

_ ~ QN с . _ ~ k QQc . ПМ скр 
t:. jPN - L.J EF' t:. jPQ - L.J GF' t:.iPкp=L~, 

де Q =- площа епюри Nр, або Qp, або Мр від заданого навантаження; 

N с, Qc, Мскр - ординати відповідних еrrюр осьових, поперечних сил і 
крутних моментів від одиничного навантаження, взяті під центрами ва
гиепюр Np, Qp, Мр . 

. кр . . 
Якщо епюри вІД заданого 1 одиничного навантажень протилежН1 за 

знаком, то їхній добуток має знак «мінус». 
Спосіб Верещагіна широко застосовують при розрахунку рамних конст

рукцій (конструкцій, в яких кути в місцях з'єднання окремих стрижнів, 
жорсткі до деформації, залишаються жорсткими після неї). 

Розглянемо деякі приклади застосування способу Верещагіна для ви
значення переміщень у різних стрижневих системах. 

Визначимопрогинуточці D і кут повороту перерізу В консолі (рис. 384, а). 
Відповідні допоміжні (одиничні) стани зображено на рис. 384, б, в. 

Будуємо епюри згинальних моментів Мр і М .. Прогинуточці D бал
. І 

ки за ВерещагlНИМ _ q 

t:. - ~ ПМ сІ 
ІР - L.J-Ш' 

/ гт-т-т-т-. 
)1' 'І"'" Г ,D 

Наділянці АВ площа епюри МрП = (1I6)qa3. -І ,", І, ~ , ,..J І ® 
Центр ваги цієї площі, обмеженої квадратич

ною параболою q (а - х)2 /2 (рис. 384, а), роз
міщений на відстані (3/4) а від точки В, у чому 
легко переконатися, застосувавши формулу 

(2.3). Ординатадопоміжноїепюри Мс! = (7/ 4)а. 
На ділянці BD Q = О. Отже, 

3 
t:. = _1_ qa 7.. а = .l qa4
ІР L EJ 6 4 24 EJ . 

Для визначення кута повороту допоміжну 
систему навантажимо одиничною парою. Оче

видно, Мс2 = 1. Отже, кут повороту перерізу В 

ПМ 3 зt:. =~__с2_ =_1_ qa 1= qa в 

2Р L.J EJ ЕІ 6 6ЕІ . Рис. 384 

х,=1 
~j І I~ fD 

І , І С, , ..-.' ® 

A~ І _І 1 -

1,1 .. ",1 ,@ 
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-=1 
в B CI 8 С 

cY.i. /8~СBIГ~ в 'с г ~ 1,r:
h r ГМ"ІCz ;;z@ 

( , .f!EJ i~'O 
АІ А А А , , м А / А h 

а б в г д е 

Рис. 385 

Знайдемо повне переміщення точки е рами, зображеної на рис. 385, а, 
взявши EJ =const. Для визначення повного переміщення!!. =ес, обчисли
мо насамперед переміщення цієї точки у вертикальному та горизонтально

му напрямах. 

Щоб визначити вертикальне перемішення точки е, раму в допоміжному 
стані навантажуємо силою ХІ = 1, напрямленою вертикально (рис. 385, 6). 
Основну епюру МР зображено на рис. 385, г, допоміжну - МІ - на 
рис. 385, д. Маємо 

!!.ІР = L Qk'їїk 
k=I;2 EJ . 

Обчислюємо по ділянках: 
для ділянки св 

QI = МІ; 'її =l/2;l 
для ділянки АВ 

Q2 = Mh; 'її2 = І. 

Отже, 

= мl (l / 2) + Mh ·1 = МІ (!:.. + h) . 
~IP "'1 EJ EJ 2 

Для визначення горизонтального переміщення допоміжну систему на

вантажуємо в точці е горизонтальною силою Х2 = 1 (рис. 385, в). Епюру 
М2 наведено на рис. 385, е. 

Очевидно, на ділянці св ордината 'її = О, а на ділянці АВ ординатаl 
'її2 = h/2. Отже, 

Q2'її2 _ Mh 2 

~2P = -кг - 2EJ 

Повне переміщення точки ерами 

І 2 2 
~ = "~IP +~2P . 

Визначимо зміну відстані між точками А і В для рами, зображеної на 
рис. 386, а. Епюру згинальних моментів від заданого навантаження МР 
зображено на рис. 386, б. У допоміжному стані навантажуємо систему 
узагальненим навантаженням, яке відповідає шуканому переміщенню 

' ,А в в 

t:J' , РІ 

Р 7; 


СШ 

б в 

~ 

а Рис. 386 

А 

III~~ 
qa/ 

~=1, 
А а 

D~~ _А 

::;...---
В 

в 

Рис. 387 

(рис. 386, в)*. Таким навантаженням є одиничні зосереджені сили, прикла
дені в точках А, В. Епюри МріМ, побудовано на стиснутих волокнах. 
Маємо 

РІ21 РІQ=--I=-' М =а.
2 4 8' с 


Отже, 

QM РІ2а 


~IP = Е/ = 8EJ 

Визначимо опускання вільного кінця ламаної консолі круглого попе
речного перерізу, навантаженої на ділянці АВ вертикальним рівномірно 
розподіленим навантаженням (рис. 387, а). Допоміжний стан та епюри 
згинальних і крутних моментів для основного і допоміжного станів зоб
ражено на рис. 387, б-го Епюри крутних моментів розміщені в горизон
тальній площині, а їхні ординати зображено штриховими лініями. 

Обчислюємо по ділянках: 

2
1 qа З 

3 1 1 2 2 1 qa qa ( аЗ ІЗ ) qаЗІ
~IP =Ю64а + EJ2 qal з/+ GJ -2- lа = EJ 8+3 +2GJ ' 

p p 

*Для скорочення кількості рисунків тут і в деяжих прикладах далі епюри побудовано 
безпосередньо на осях стрижнів, тобто схеми станів навантаження й епюри суміщено на 
одному рисунку. 
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§ 8б. Застосування способу Верещагіна 


до стрижнів змінного поперечного перерізу 


Для визначення переміщень у балках змінного поперечного перерізу 
методом Мора перепишемо формулу (13.46) так: 

M~-~I МіМрЩ - ~I р l(Х)
!1ір - L.J EJ (х) - L.J Еl0 Mjdx, (13.63) 

І І 

де 1 (х) - момент інерції довільного перерізу; Jо - момент інерції пев
ного (характерного) перерізу. 

Позначимо величину Мр [10 11 (х)] = Мзв і назвемо її зведеним згuuаль
llИМ момеllmом у довільному перерізі. Тоді інтеграл Мора можна записати 
у виглядl 


. М

!1 =І

М
І ЗВ щ. 

ІР EJ (13.64) 
І О 

Застосовуючи до формули (13.64) спосіб Вереща
гіна, знаходимо 

QзвМе 
(13 .65) !1IP=~ 


І , , , , , , , , , ,s:>./@ 
 де Qзв - площа епюри Мзв (тобто зведеної епю
ри); Ме - ордината одиничної епюри під цент
ром ваги зведеної епюри. 

Визначимо прогин вільного кінця і кут по
Рі' І І І І J І! 'І' '1'_ вороту перерізу В консолі змінного перерізу 

(рис. 388,а) , якщоа ~x,=1 
() І-х~л 1 х =10-[-'і® 

б де 10 - момент інерції перерізу в місці затис
нення.A Х2=1 

Поточна ординатаепюриМр дорівюоє -Р(І - х) . 
t В D Зведені ординати постійні, оскільки 

~ ® 10 ~ 
в Мзв=Мр l(Х)=-Р[. 

Рис. 388 
Для визначення прогину будуємо допоміжний 

стан (рис. 388, 6). Очевидно, 

z . QзвМІ_~Qзв = РІ 2 ; МІ ="2' !1IP = Еіо - 2Еіо . 
Щоб визначити кут повороту перерізу В, навантажуємо балку в допо

міжному стані зосередженим моментом Х 2 =1 (рис. 388, в). Ураховуючи, 

що епюра М2 має дві ділянки, дістаємо 

Q =р[і= п2 . М 2 =1;
ЗВ 2 2 ' 

2QзвМ 2 -~ 
!12Р = Еl0 - 2Еl0 

§ 87. Потенціальна енергія деформації 

Згідно із законом зберігання енергії, робота зовнішніх сил не зникає, а 
трансформується в потенціальну енергію, яка накопичується в пружному 
тілі. Отже, накопичена потенціальна енергія деформації визначається 
роботою зовнішніх сил. Ця енергія виявляється у вигляді роботи, що 
здійснюють внутрішні сили при розвантаженні. Знімаючи, наприклад, 
частину гир, прикладених до балки (рис. 389), бачимо, що балка трохи 
випрямляється і піднімає решту гир . Отже, пружне тіло здатне акумулю
вати механічну енергію, яку можна повернути при розвантаженні . 

Нехтуючи при статичному навантажуванні змінами кінетичної енергії 
системи, а також втратами енергії на внутрішнє тертя, зміну температури, 
магнітні та електричні явища, які відбуваються при деформації, можна 
стверджувати, що зменшення потенціальної енергії навантажень дорів
нює потенціальній енергії деформації, накопиченої пружною конструк
цією, тобто 

и=ир , (13 .66) 

де U - приріст потенціальної енергії деформації; Uр - зменшення потен
ціальної енергії навантажень. 

Зменшення потенціальної енергії навантажень чисельно дорівнює ро
боті зовнішніх сил при навантажуванні тіла. Отже, потенціальна енергія 
деформації чисельно дорівнює роботі зовнішніх сил при навантажуванні 
системи або роботі внутрішніх сил у процесі розвантажування. 

На підставі формули (13.22) потенціальна енергія деформації в загаль
ному випадку навантажування стрижня 

и=A=lIM2т+lIM:т+lIM~т+ 
2 EJ у 2 EJ z 2 Сік 

s s s 
(13.67)2+.!І N ds +lfk Q; ds +.!fk Q;ds. 

2 EF 2 у CF 2 Z CF 
s s s 

Як видно з формули, потенціальна енергія деформації становить квад
ратичну функцію узагальнених сил або узагальнених переміщень, оскільки 
останні пов'язані лінійно з узагальненими силами . Отже, потенціальна 
енергія деформації завжди додатна, не залежить від порядку навантажу
вання і цілком визначається остаточним значенням зусиль і переміщень. 
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Рис. 389 Рис. 390 Рис. 391 

Зазначимо також, що потенціальна енергія деформації як квадратична 
функція узагальнених навантажень не відповідає принципу незалежності 
дії сил. Це означає, що потенціальна енергія, накопичена внаслідок дії 
групи сил, не дорівнює сумі потенціальних енергій, спричинених дією 
кожного навантаження окремо. Закон незалежності дії сил при обчисленні 
потенціальної енергії можна застосовувати лише тоді, коли переміщення 
в напрямі однієї узагальненої сили, спричинене дією іншої сили, дорів
нює нулю. 

Приклад 59. Визначимо nотенціальну енергію деформацй: накопичену в шарнірно
стрижневій системі (рис. 390), яка навантажена у вузлі В вертикальною силою Р. 
Стрижні АВ і ВС мають однакові розміри і виготовлені з одного матеріалу. 

Розглядаючи рівновагу вузла В, знаходимо, що стрижні розтягаються однакови~ 
ми силами: 

N] =N2 =Р/JЗ. (13.68) 

Отже, потенціальна енергія деформації системи 

2 N?I (РІ JЗ)2 І р21 
U=L:-= =-. (13.69)

і=] 2EF EF 3EJ 

3 іншого боку, на підставі формули (13.1 О) потенціальну енергію деформації можна 
визначити як половину добутку сили, прикладеної до вузла, на вертикальне переміщен
ня вузла др, тобто 

И=-РДр_
І 

(13.70)
2 

Порівнюючи формули (13.69) і (13.70), можна знайти переміщення точки В у на
прямі сили: 

2 РІ 
др=з EF 

Приклад 60. Визначимо nотенціальну енергію, накопичену при деформації балки 
постійного прямокутного перерізу bxh, навантаженої: як зображено на рис. 391. 

Виходимо з формули (13.67), зберігаючи члени, які відповідають плоскому зги
нанню: 

U = І М2 (х)Ііх +kf 
Q2 

(x)dx. (13.71)2EJ 2GF, , 

Обчислюємо по ділянках. Вирази для згинальних моментів і поперечних сил у 

довільних перерізах ділянок мають такий вигляд: 
для 1 ділянки (0:$ х :$ а) 

М(х) = РЬ Х' 
І ' 

Q(x)= РЬ. 
І ' 
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для 1/ ділянки (а :$ х :$1) 

M(x)=~a(!-x); Q(x)=_~a. 
Отже, 

РЬ )2 (рЬ)2 [Р J2а (-х dx а - dx '-Е.(І-х) dx 
U = J І 2EJ + kJ ~GF + J І . - + 

о о а 

' (~a)2 dx = р2а2ь2 +k р2аЬ =р2а2ь2 +l.. р2аЬ 
(13.72)+k 2GF 6EJI 2GFI 6EJI 5 GFI 'І

а 

оскільки для прямокутного перерізу k = 1,2. Підставивши у формулу (13.72) 

bhЗ 

С=О 4Е' J=-' F=bh" 12 ' , 
знайдемо, що 

2р2а2ь2 2 
U ( 3 h )З 1+--

Ebh І 4 аЬ . 

Другий член у дужках виражає вплив поперечної сили. При звичайних розмірах ба

лок він не перевищує 2 .. . 3 %. У зв'язку з цим при згинанні балки впливом поперечної 
сили при обчисленні потенціальної енергії, як правило, нехтують. 

Бажаючи обчислити прогин балки в перерізі, де прикладена сила, потенціальну 
енергію деформації можна записати також у вигляді 

І
И="2Рдр . (13.73) 

Порівнюючи вирази (13.73) та (13.72), нехтуючи впливом поперечної сили, знай
демо прогин у перерізі В: 

Ра 2ь2 (13.74)др = 3EJI . 

§ 88. Теорема Кастільяно. Теорема Лагранжа 

Нехай пружна система статично навантажена довільним навантажен
ням Q і деякою узагальненою силою Р (рис. 392). Обчислимо потенціальну 
енергію, накопичену при деформації системи. Для зручності виберемо та
кий порядок навантажування. Спочатку навантажуємо систему силою Р. 
Переміщення точки прикладення сили в їі напрямі, спричинене цією самою 
силою, позна'!имо дРР ' Потім прикладаємо навантаження Q. Внаслідок 
додаткової деформації сила Р дістане переміщення дРQ' Повне (узагаль
нене) переміщення точки прикладення сили 

ДР ' (13.75) 9= дРР +дРQ р ~

Очевидно, накопичена потенціальна енер
гія деформації чисельно дорівнює роботі ~ зовнішніх сил: 

1 2 6и='2Р дРР+РдРQ+UQQ' (13.7) Рис. 392 
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де ИQQ - енергія, накопичена внаслідок деформування системи тільки 
силами Q, яка чисельно дорівнює роботі цих сил на спричинених ними 
переміщеннях. 

Другий член у формулі (13.76) не містить 1/2, оскільки на переміщенні 
dPQ сила Р, здійснюючи роботу, не змінювала свого значення. Оскільки 
dpp = РОрр , то формулу (13.76) можна записати у вигляді 

1 2
И=-Р Орр +Pd pQ +ИQQ . (13.77)

2 
Продиференціюємо вираз (13.77) по силі Р, враховуючи вираз (І3.75) 

дИ
дР =POpp+d pQ =dpp+d pQ =d p. 

Отже, 
ди (13.78)d p = дР' 

Переміщення точки прикладення узагальненої сили в напрямі її дії дорів
шоє частинній похідній від потенціальної еneргіїдеформаціїпо цій силі (тео
рема Кастільяно). 

Зазначимо, що, згідно з формулою (13.77), друга похідна від потенціаль
ної енергії по узагальненій силі 

д2и adp
-2 =-=Орр (13.79)

завжди додатна. дР дР 
Для плоскої стрижневої системи, виходячи із загальної формули (13.67), 

потенціальну енергію деформації запишемо у вигляді 

M2 N2 Q2
=I (S)dS I (S)dS +Ik (s)dS (13.80)

И 2EJ + 2EF 2GF ' 
s s s 

де M(s), N(s), Q(s) - зусилля в перерlЗl стрижня. 
Застосовуючи правило диференціювання по параметру, знаходимо 

дИ IM(s)dsaM(S) IN(s)dsaN(S) 
d р = дР = 2EJ дР + EF дР + 

s s 

І 
Q(s)ds aQ(s) 

(13.81)+ k GF дР' 
s . . 

Якщо знехтувати впливом осьових І поперечних сил на переМІщення, 

І
М (s)ds дМ (s) 


d p = EJ дР' (13 .82) 


Тоді, коли треба розглянутJм способом визначити лінійне чи кутове 
переміщення в точці, де узагальнена сила не діє, в цій точці слід приклас
ти відповідну фіктивну узагальнену силу. Далі, записавши вираз для по
тенціальної енергії від системи сил, включаючи зазначену фіктивну силу, 
слід взяти похідну по фіктивній силі і в здобутому виразі для переміщення 
покласти фіктивне навантаження таким, що дорівнює нулю. 

Приклад 61. ВиЗllачимо способом Кастільяно кут повороту віЛЬ1l0го кіuця коuсолі, 
lІаваuтаже/юїрівll0мірно розподіленим lІавантажеНIІЯМ (рис. 393, а) . 

у зазначеному перерізі балки як фіктивне навантаження прикладаємо МО 
(рис. 393, б) . Кут повороту перерізу А , згідно з формулою (13.78), 

o =tJ. = ди =ІМ(Х)ШдМ(Х) 
А мр дМО Еl дМО' 

Маємо І 

2 2l( Jm(x)=-Е--мО ; дМ(Х)=_l; 0A =_I_�E-+мО ш. 
2 дМ О Еlо 2 

о 

Взявши мо = О, дістанемо 
qZ3 

0А = 6ЕІ ' 
Зазначимо, що загальна А с D L к 

формула (13.45) для обчис
лення переміщень у стриж

q 

Altttttttfttltt! ~B 
'5 

невих системах, яка не по

требує складання виразів а 

потенціальної енергії та ди
ференціювання їх, витисну

мО q 

~t~ttlШ,.ttttt~в 
ла з розрахункової практи
ки спосіб Кастільяно. Про 6 

те останній є загальним спо Рис. 393 Рис. 394 

собом визначення переміщень у нестрижневих системах (пластини, 
оболонки тощо). 

Якщо виразити потенціальну енергію деформації як функцію незалеж
них узагальнених переміщень, то можна довести, що частинна похідна 
від потенціальної енергії по будь-якому переміщенню дорівнює відповідній 
узагальненій силі : 

дИ 
-д =Ej. (13.83)

!:!.; 
Ця теорема відома в літературі як теорема Лагранжа. 

Приклад 62. СиметриЧllа шарuіРll0-стриЖllева система навантажена у вузлі В 
вертикаЛЬ1l0Ю силою Р (рис. 394). Вuзuачимо ЗllачеllНЯ сили Р, якщо вертикальuе пере
міщення вузла дорівllЮЄ tJ. p . 

Введемо позначення: а; - кут нахилу стрижня до вертикалі; і; - довжина стриж
ня; E;F; - жорсткість поперечного перерізу стрижня. Стрижні з однаковим нахилом 
до вертикалі мають однакові жорсткості. 

Очевидно, що подовження і-го стрижня 

tJ.; = tJ.pcosa;, 
а зусилля в ньому 

tJ.EF 
р =-'-'-' , і; ' 

Потенціальна енергія деформації системи 

~ ptJ. ~ tJ. 2EF 2 ~ cos 2 aEF 
и = L.J-'-' = L.J-'-'-' = tJ. pL.J ' , '.

2 2li 2іі 
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Диференціюючи по ~p, знаходимо 
2 

_ ди _ А ~ cos aiEiF';Р ----u.p~ . 
д~p іі 

§ 89. Теорема про мінімум потенціальної енергії 

Розглянемо довільну статично невизначувану систему (рис. 395, а), 
зусилля в елементах якої тільки з рівнянь рівноваги визначити не можна. 
Так, опорні закріплення зображеної балки дають шість реакцій, а рівнянь 
рівноваги для довільної плоскої системи сил можна скласти тільки три. 
Перетворимо систему на статично визначувану, відкинувши відповідну 
кількість зв 'язків . У даному прикладі (рис. 395, б) відкинуто три зв'яз
ки - шарнірно-рухомі опори В, С і D. Дію відкинутих зв'язків замінимо 
відповідними реакціями Х[, Х2 , Хз , .. . , які розглядатимемо як незалежні 
зовнішні навантаження. 

Обчислимо за способом Кастільяно переміщення d[, d 2 , dз , ... точок 
прикладення сил ХІ' Х2' Хз' ... у напрямі їх дії. Очевидно, 

d[ = дИ. d = дИ. dз = дИ . 
2дХ ' дХ ' дХ ' [ 2 З 

де И = И ( ХІ' Х2' Хз' ... , Р) - потенціальна енергія деформації системи. 
Оскільки ці переміщення дорівнюють нулю, то 

ди . дИ . дИ . (13.84)дХ1 =о, дХ2 =О, дХз =О, .. . 

Рівняння (13.84) - необхідна умова екстремуму функції U. Легко ба
чити, що цей екстремум є мінімумом. Так, згідно з формулою (13.79), другі 
похідні функції Ипо Х[, Х2 , Хз , ... 

д 2и д2и д2и 
-- =~[I; --=~22; (13 .85)дх 2 = ~зз;дх 2 дх 2 

[ 2 з 

Переміщення ~11' ~22' ~зз - завжди додатні величини, отже, другі 
похідні функції Идодатні, а умови (13 .84) є умовами мінімуму функції И. 

Отже, приходимо до теореми про мінімум потенціальної енергії: в ста
тиЧllO невизначуваних системах зайві невідомі зусWlЛЯ набирають таких 
значень, при яких nотенціальна енергія деформації має найменше значення 

(теорема Меuабреа) . Ця теорема відома також як 
mffiq ІР теорема про найменшу роботу, оскільки робота 

А ~ l,В І с Х зовні~ніх сил ч~~ельно дорівнює потенціальній 
, ' р ' eHepГll деформаЦll . 

~ ПIIf1 в а С І D Приклад 63. Користуючись теоремою про мінімум nо
А t fх tх тенціальної енергії деформації; визначuмо реакцію шарнірно

ХІ 2 J рухомої опори стрижня малої кривини, зображеНQго на 
б рис. 396. Стрижень навантажений в опорному перерізі В зо

Рис. 395 середжеuuм моментом М. 

З84 

Позначимо невідому реакцію через Х. Тоді на підставі теореми х 

про мінімум потенціальної енергії деформації 


ди 

дХ = О. (1З . 86) 

Оскільки и = ІМ
2 

(<P)ds, то формула (IЗ .86) набирає вигляду 
2ЕІ 

. s 

fM(<P)dS дМ(<р) =0. 
(І 3.87)EJ дХ Рис. 396 

Маємо 

М (<р) =М +XRsin<p; дМ (<р) =Rsin<p; ds =Rd<p. 
дХ 

Підставляючи ці значення у формулу (1З . 87), дістанемо рівняння для визначення 
реакції Х: 

п/2 

J(М +XRsin<p)Rsin<pRd<p =0' 
EJ ' 

о 

М +XR!!:. =0' Х =_4М 
4 ' пR' 

Знак «мінус» у виразі для Х свідчить про те, що напрям реакції, вибраний спочат
ку, треба змінити на протилежний. 

На підставі викладеної теореми можна зробити висновок, що при до
бавлянні яких-небудь зв'язків потенціальна енергія деформації завжди 
зменшується. 

13 4·508 



Розділ 14 	СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧУВАНІ 


СИСТЕМИ 


§ 90. Основні поняття та визначення. 
Етапи розрахунку статично невизначуваної системи 

Як уже зазначалося, статично невизначуваними називаються системи, 

силові фактори в елементах яких тільки з рівнянь рівноваги визначити не 
можна. У таких системах зв'язків більше, ніж потрібно для рівноваги. Отже, 
деякі зв'язки виявляються в цьому розумінні так би мовити зайвими, а зусилля 
в них - зайвими невідомими. За числом зайвих зв'язків або зайвих невідо
мих зусиль установлюють ступінь статичної невизначуваності системи. 

у § 37 було розглянуто найпростіші приклади статично невизначуваних 
систем, елементи яких зазнавали лише осьового розтягання або стискання. 
у цьому розділі розглянемо більш загальні випадки, причому основну 
увагу приділимо статично невизначуваним балкам та рамам. 

На рис. 397, а зображено шарнірно обперту балку - систему статич
но визначувану і геометрично незмінювану. Всі три реакції (RA , НА' RB ) 

визначаються з трьох умов рівноваги плоскої системи сил. Використову
ючи метод перерізів, легко знайти силові фактори Q, М У будь-якому пе
рерізі балки. 

Додамо ще один зв'язок, наприклад шарнірно-рухому опору вперерізі С 
(рис. 397,6). Хоч унаслідок цього система стала більш міцною та жорсткою, 
проте з погляду геометричної незмінюваності цей зв'язок зайвий. Тепер з трьох 
рівнянь рівноваги чотири реакції (RA , НА' RB• Rc )визначити не можна. 
Отже, зображена на рис. 397, б балка один раз статично невизначувана. 

На рис. 398, а наведено двічі статично невизначувану балку. Для визна
чення п'яти реакцій є лише три рівняння рівноваги . Отже, система має 
два зайвих зв'язки. Вона може бути утворена, наприклад, із консолі 
(рис. 398, 6) установленням шарнірно-рухомих опор у перерізах В та С. 

у конструкціях часто застосовують статично невизначувані балки з 
ламаною віссю - рами. На відміну від ферм, де стрижні з'єднані між со
бою шарнірами й навантажені силами, прикладеними у вузлах , рами ма

ють один або кілька жорстких вузлів . У жорсткому вузлі торці з'єднува
них стрижнів не дістають відносних поступальних переміщень, а також 
відносних поворотів. 

Рамні конструкції можуть складатись як з прямолінійних, так і з кри
волінійних елементів . На рис. 399 зображено двічі статично невизначува
ну плоску раму. В цьому прикладі, як і в попередньому, для визначення 
п'яти реакцій зовнішніх зв'язків маємо тільки три рівняння рівноваги. 

Рами можуть бути навантажені цілком довільним Pz 
навантаженням, будь-як орієнтованим. :);;Н(' I J2

Статична невизначуваність може бути наслід
ком не тільки введення додаткових зовнішніх зв'язків, а 

а й умов утворення системи . Розглянемо раму на 
рис. 400, а. Очевидно, реакції RA , НА' RB зовнішніх 
зв'язків (опор) легко визначити з рівнянь рівноваги . :);;21'" f 
Проте після цього рівняння рівноваги не дають змо б 
ги визначити всі силові фактори в елементах рами. Рис. 397 

Розріжемо раму на дві частини й розглянемо рівно
вагу однієї з частин (рис. 400, 6). Дію відкинутої частини на залишену 
замінимо в кожному з перерізів розрізу трьома силовими факторами: осьо
вою силою N, поперечною силою Q та згинальним моментом М. Отже, з 
трьох рівнянь рівноваги треба визначити дев'ять невідомих зусиль. Сис
тема шість разів статично невизначувана. Вона складається з двох замкне
них безшарнірних контурів, кожен з яких тричі статично невизначуваний. 

Зазначимо, що встановлення шарніра на осі стрижня (рис. 401, а) пере
творює на нуль згинальний момент у даному перерізі й, отже, знижує сту
пінь статичної невизначуваності на одиницю. Такий шарнір називають 
одИ/lОЧНИМ. Очевидно, рама, зображена на рис. 401, а, п'ять разів статич
но невизначувана. 

Шарнір, розміщений у вузлі, де збігаються n стрижнів (рис. 401, в), зни
жує ступінь статичної невизначуваності на n -1, оскільки замінює собою 
таку саму кількість одиночних шарнірів (рис. 401, г). Такий шарнір зветь
ся загалЬ/lИМ. Рама, зображена на рис. 401, б, чотири рази статично невизна
чувана. 

~~~A f~ Ш!lI!!<f A~ В ШІШІ с 

а 	 б 

Рис. 398 

р. 	 р, 

О, 
тН,~ 

!f Ір. 

Н];]~ 
02 

НАп'1-н 
R Q J 

:4 JНа· ~ ~ TRsМВ а б 

Рис. 399 Рис. 400 
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Ступінь статичної невизначу
ваності плоских систем можна виз

начати за формулоюААКК s =Зk-ш, (14.1) 
а б 8 г 

Рис. 401 де s  ступінь статичної невизна
чуваності; k - кількість замкне

них контурів за умови повної відсутності шарнірів; ш - кількість шарнірів 
у перерахунку на одиночні. 

Основа (земля) розглядається як стрижень. Наприклад, рама, наведе
на на рис. 400, має чотири замкнених контури; біля кожного шарніра 
вказано відповідну кількість одиночних шарнірів, при цьому група стриж
нів, жорстко зв'язаних між собою, вважається одним стрижнем . 

Тож у розглядуваному прикладі k = 4, ш = 1+2 +1+1+1= 6. Отже, 
s = 3·4-6= 6. 

Як уже зазначалося в § 37, для визначення зусиль у статично невизна
чуваних системах додатково до рівнянь статики складають так звані 
рівняння сумісності деформацій. Насправді, зайві зв'язки обмежують пе
реміщення тих перерізів, до яких вони прикладені. Цю обставину й вико
ристовують для складання додаткових рівнянь, які разом з рівняннями 
статики дають змогу визначити всі силові фактори в елементах системи. 

Розглянемо етапи розрахунку статично невизначуваної системи. 
1. Визначаємо ступінь статичної невизначуваності, тобто кількість зай

вих зв'язків або зайвих зусиль. 
2. Усуваючи зайві зв'язки, заміняємо вихідну систему статично визначу

ваною, яку називають основною системою. Вибір зайвих зв'язків залежить 
від бажання того, хто робить розрахунок. Тому для однієї й тієї самої 
статично невизначуваної вихідної системи можливі різні варіанти основ
них систем. Однак треба стежити за тим, щоб кожна з них була геомет
рично незмінюваною. Раціональний вибір системи спрощує розрахунок. 

Отже, ОСl10811ОЮ системою називається будь-який із статично виЗ1lачу
ва1lих варіантів разглядува1l0Ї системи, здобутої звіЛЬ1lе1lНЯМ її від зайвих 
зв'язків. 

3. Завантажуємо основну систему заданим навантаженням і зайвими 
невідомими зусиллями, що заміняють дію усунених зв'язків. Така систе
ма називається еквівалентною системою. 

4. Для того щоб основна система була еквівалентною вихідній системі, 
невідомі зусилля треба добирати так , щоб деформація основної системи 
не відрізнялася від деформації вихідної статично невизначуваної . Для 
цього прирівнюють до нуля переміщення точок прикладання невідомих 
зусиль у напрямі їх дії . Із добутих таким чином рівнянь знаходять значен
ня 	зайвих невідомих . 

Визначати переміщення відповідних точок основної системи можна 
будь-яким способом, проте найкраще загальними методами - методом 

Мора або способом Верещагіна . 

Знайшовши зайві невідомі зусилля , визначаємо реакції, будуємо епю
ри внутрішніх силових факторів , а також добираємо перерізи та перевіряє
мо міцність звичайними способами. 

Наведена CX~Ma розрахунку має назву методу сил , оскільки як основні 
невідомі тут вибирають зусилля зайвих зв 'язків . 

§ 91. Розрахунок простих статично невизначуваних балок 

Як приклад розрахуємо балку, один кінець якої закріплений, а інший 
обпирається на шарнірно-рухому опору (рис. 402, а). 

Затискання лівого кінця, еквівалентне трьом стрижням, дає три ре
акції, шарнірно-рухома опора - одну реакцію . Всього треба визначити 
чотири реакції. Отже, балка один раз статично невизначувана . Для побу
дови основної системи слід усунути один зв 'язок. 

Як зайвий зв'язок виберемо шарнірно-рухому опору. Основна систе
ма, добута внаслідок усунення зайвого зв'язка, становить консоль. 

Навантажуємо основну систему заданим розподіленим навантажен
ням, а замість відкинутої опори прикладаємо невідому реакцію RB = Х І 
(рис. 402, 6). Надалі зайві зв'язки позначатимемо літерою Х незалежно 
від того, сила це чи момент. 

Повне переміщення точки В основної системи (від заданого наванта
ження й зайвого невідомого зусилля) у напрямі ХІ' тобто у напрямі усуне
ного зв'язка, має дорівнювати нулю, оскільки в точці В вихідна система 
не має прогину. Отже, додаТ.І\ове рівняння переміщень .запишеться так: 

~l =0. 	 (14.2) 

Повний прогин ~l можна визначити як суму Ij 
прогинів від зовнішнього навантаження ~,p = І 

= _qi 4 /8Еі (рис. 402, в) та невідомої реакції ~I' = 
R.

= Хlі3 /3Еі (рис. 402, г) . (Методи визначення ~,p А 
х 

та ~ll наведено в розд. 10 і 13.) Тоді рівняння (14.2) 
запишеться у вигляді q а 

~l =~,p + ~" =О, А ~ tНі J J ff f fft8 
або 4 

_ qi + х/ =0. Х, 

8Еі 3Еі q 

Звідси шукана реакція A~HH!~~ 
Х, = gqi. 


Тепер з рівнянь статики легко знайти решту 


3 	

A~ 4реакцій , а потім звичайним способом побудувати 
г Х,

епюри згинальних моментів і поперечних сил. На 
Рис. 402рис. 403 наведено епюри Qта М, а також значен

388 389 



tJ.!:..2 R =2..ql _3 ня реакцій опор. Перевіряють міц
MA=8~ А 8 R'-eql ністьабодобираютьперерізитакож 

, звичайним способом. 
А Н агадаємо, що вигляд ОСНОВНО1 

системи залежить від того, які зв'яз
ки (зусилля) вибрані як зайві. Так, 
взявши як зайве зусилля опорний 
момент МА' дістанемо основну сис
тему, замінивши затиснення шарнір
но-нерухомою опорою (рис. 404, а). 
Тут основна система, крім заданоo го навантаження, навантажується 
невідомим моментом МА = ХІ' який 
визначається на підставі рівняння

Рис. 403 
переміщень (14.2). Під ~I у цьому 

разі слід розуміти повний кут повороту перерізу А. 
На рис. 404, б зображено основну систему, здобуту в припущенні, що 

як зайву невідому взято реакцію RA- Така конструкція опори перешкоджає 
повороту й горизонтальному переміщенню, але допускає вертикальне 
переміщення. У цьому разі рівняння переміщень (14.2) виражає рівність 
нулю в основній системі вертикального переміщення (прогину) точки А . 

Нарешті, основну систему можна утворити й установленням проміжно
го шарніра в якому-небудь перерізі (рис. 404, в). Таким чином дістаємо 
статично визначувану шарнірну балку. Тут вже усунено не зовнішній, а 
внутрішній зв'язок. Оскільки встановленняМ"шарніра ліквідується згиналь
ний момент у даному перерізі балки, то для відновлення втрачених зв'язків 
прикладаємо два однакових за модулем та протилежно напрямлених мо

менти М = ХІ' що становлять дію однієї на одну відокремлених шарні
ром частин балки. Рівняння переміщень (14.2) у цьому разі виражає 
рівність нулю взаємного кута повороту перерізів правої та лівої частин 
балки, які примикають до шарніра (рис. 404, г): 

(14.3)~I =8Ілів +8Іпр =О, 

оскільки у вихідній балці ці перерізи утворюють один переріз. 
Зазначимо, що при побудові основної системи як зайві зв'язки не мож

на брати елементи, реакції яких визначаються безпосередньо з рівнянь 
рівноваги, наприклад горизонтальну реакцію НА опори на рис. 403. 

Приклад 64. БалкаАЕ, навaнmaженарівномірнорозrюділеllWo//швaнmaжеНJIЯМ (рис. 405, а), 
обпирається по кінцях на шарнірні опори, а посередині nідnирається nружиною (nРУЖ1l0Ю 
опорою) . Визначимо зусwulЯ, що стискає пружину; побудуємо епюру згинальних МО.ментів, 
якщо піддатливість пружини, тобто її осадка від одиничної сили (див. § 58), 

64R3n 
а=--

Gd4 . 

Розглядувана система один раз статично невизначувана . Як зайве невідоме зусил
ля візьмемо реакцію пружини Rc =ХІ ' Відповідно до цього на рис. 405, б побудова

q 

(іІfll flllІІ!± 
, /. 

НА =х, а 

~.X' Q


А' ~ННН+НБВ 

, б ////, 

Н=Х, Н=Х,"' ~ 
А ~ ПJЖ!І І ІЗ: 

8 

~m
у/ ' .......' 


г 


Rc R, 

® 
8 

Рис. 404 Рис. 405 

но основну систему. Щоб вона деформувалась як задана балка, прогин точки С балки 
має дорівнювати осадці точки с' пружини. Інакше кажучи, взаємне переміщення то
чок Ста с', тобто дІ' має дорівнювати нулю. 

Отже, рівняння переміщення можна записати так : 

дІ = дІІ +дІР = О, 
де дІР = (-5 / З84)(qI4 І ю) - переміщення точки С основної системи від заданого 
навантаження q; дІІ = ~lzЗ І 48Ю)+ А - взаємне переміщення точки С балки і точки 
С' пружини тільки від сил ХІ, причому переміщення точки С' пружини 

А=аХІ · 

Додатний напрям переміщень відповідає напряму ХІ' 


Orже, 3 4 

ХІІ 5q/
48Е.! +аХІ - З84EJ = О. 

Звідси ~ql __"",-8__
Х

1- 48Ю ' аІ+___ 

13 

При абсолютно жорсткій пружині а = О і 

5
ХІ =gql. 

Епюри поперечних сил та згинальних моментів на рис. 405, в побудовано для остан
нього випадку. 
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§ 92. Канонічні рівняння методу сил 

Додаткові рівняння переміщень, що виражають рівність нулю перемі
щень у напрямах зайвих невідомих, зручно складати в так званій канонічній 
формі, тобто за певною закономірністю. 

Спочатку розглянемо систему один раз статично невизначувану 
(рис. 406, а). Як зайву невідому виберемо шарнірно-рухому опору В. Тоді, 
навантаживши основну систему заданим навантаженням і зайвою невідо
мою силою ХІ (рис. 406, 6), прирівняємо до нуля повне переміщення точ
ки В основної системи в напрямі Х І : 

~I=~I(P'XI)=O. (14.4) 

Обчислюючи LlI,застосуємо принцип незалежності дії сил: 

1 LlI = LlIP + LlJl , 
2 Р

А В де LlIP - переміщення від заданого навантажен
ня (рис. 406, в); LlI1 - переміщення від сили ХІ' 

І '- Якщо 811 - переміщення в напрямі Х І від силиЕз: ХІ = 1 (рис. 406, д), то 
а 

~ll =811 XI , 

і рівняння переміщень (14.4) набирає вигляду~A ( в 
8l1XI+~IP=0. (14.5)

~XI Цеканонічна форма рівняння переміщень для одинб 
раз статично невизначуваної системи. З формули 
(14.5) 

, А В ХІ =_ LlIP (14.6)~ ' в !:цр 811 

або, обчислюючи переміщення 811 та Ll IP ' викори
стовуючи формулу Верещагіна і дані рис. 406, г, е, 

~I ~2/ І® матимемо _
б • . 8 _ 04 м сІ _ 1 [2 2 [_ [З . 
г 0" 11 - -ю - EJ 23 - 3Е] ' 

, А q q 

д ~I=1Г-:4 
l~® 

Xz 
е а б 

Рис. 406 Рис. 407 
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ІР EJ FJ 4 6 48Е] 

Підставивши ці дані у формулу (14.6), остаточно знайдемо 

5
ХІ =16 Р. 

ДЛЯ системи з двома зайвими зв'язками, як, наприклад, на рис. 407, а, 
додаткові рівняння переміщень перерізу А основної системи (рис. 407,6) 
мають вигляд 

~I =0; ~2 =0, 

де LlI = LlI (Р, ХІ' Х2) - повне переміщення точки А в напрямі ХІ від зада
ного навантаження та зайвих невідомих сил ХІ і Х2; ~2 = ~2 (Р, ХІ' Х2)
повне переміщення точки А в напрямі Х2 від зазначених навантажень. 

Виходячи з принципу незалежності дії сил, запишемо переміщення LlI
та ~2 у вигляді сум переміщень, спричинених окремо кожною з невідо
мих сил ХІ та Х2 та заданим навантаженням Р. Використовуючи вибра
ні раніше позначення переміщень (див. § 78), знаходимо, що 

LlI = LlIJ + Lll2 +LlIP = О; 
(14.7)

Ll2 =О.=Ll 2 І + Ll22 + Ll2P 

Повне переміщення Llik можна визначити як добуток питомого пере
міщення 8ik , спричиненого дією одиничної сили, на відповідну узагаль
нену силу: 

Ll II =8ІІ Х І ; Lll2 =812Х2 ; ... ; =8 X ·Llik ik k 

Отже, рівняння (14.7) набирають вигляду 

8ІІХІ +812 Х2 +LlIP =0; 
(14.8) 

821ХІ +822Х2 +~2P =0. 

Це канонічна форма рівнянь переміщень для системи двічі статично 
невизначуваної. 

За аналогією можна записати в канонічній формі рівняння переміщень 
для будь-якої n разів статично невизначуваної системи: 

8ІІХІ +812 Х2 + .. .+8Іn Хn +LlIP =0; 

82J ХІ +822 Х2 + ... + 82n ХN + Ll2P =О ; 
(14.9) 

8nl Х І +8n2 Х2 + ... +8nn Хn +Llnp = 0. 
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Переміщення діР та Oik' що входять до канонічних рівнянь, найчасті
ше визначають за методом Мора або способом Верещагіна. При цьому 
для балок та рам впливом поперечних та поздовжніх сил, як правило, 
нехтують і враховують лише згинальні моменти. Однак, визначаючи пе
реміщення в балках прямокутного поперечного перерізу, для яких відно
шення висоти перерізу до довжини прогону h/ Z ~ 115, поперечні сили вра
ховувати обов'язково. При розрахунку статично невизначуваних рам 
з великими зазначеним,и відношеннями (h / Z> 1/ 5) похибка, спричинена 
неврахуванням інтегралів поздовжніх та поперечних сил, також може ста
ти істотною, особливо для високих рам. Слід мати на увазі, що в реальних 
балкових, рамних та арочних конструкціях відношення h / І, як правило, 
менше за 11 1о. Тому при обчисленні переміщень у загальній формулі Мора 
цілком допустимо зберегти інтеграл, що враховує лише згинальні моменти. 

Для визначення переміщень будуємо епюри :JГИНальних моментів (див . , 
наприклад, рис. 406) в основній системі окремо від заданого навантажен
ня (стан Р) і від кожної одиничної сили: ХІ =1 (стан 1); Х2 =1 (стан 2); 
... , Х n =1 ~aH n). Ординати відповідних епюр позначимо, як звичайно, 
через Мр, МІ' М 2' ... , Мп. Тоді на підставі формули (13.46) знаходимо 

д _fMIMpds. _fM2M pdS.. _fMnMpdS
ІР - ю' д2Р - EJ' ... , дnР - EJ· 

s s s 
Питомі переміщення, що мають однакові індекси й називаються голов

ними коефіцієнтами канонічних рівнянь, визначають так: . 

_ f МІМ І ds . _ f м 2 М 2 ds.. _ f М nМ nds 
011 - EJ' 022 - EJ , ... , Оnn - EJ · 

s s s 
Очевидно, що ці переміщення додатні. 

Питомї переміщення, R яких індекси неоднакові, називають побічними 
коефіцієmnамu й визначають за формулами 

_fM IM 2dS. _fМIМЗds. . _fMiMk dS 
812 - ю' 813 - EJ ' ... , °ik - ю · 

s s s 
Вони можуть бути додатними або від'ємними, а також дорівнювати нулю. 

На підставі теореми про взаємність переміщень 0ik =0ki· 
Для систем, що складаються з прямолінійних елементів, обчислювати 

переміщення зручно за способом Верещагіна. Наприклад, для статично 
невизначуваної балки, зображеної на рис. 406, 

_QpMcp . О _QIMcl. 
дІР - EJ ' 11 - EJ ' 

РІ 2 5
Qp =-8- ; М еР =6/; 

І2 2 
QI =2; Меl =з І . 
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Отже, 

5 РZЗ zЗ 
дІР = 48 EJ; 011 = 3EJ· 

з формули (14.6) 
5

ХІ=-Р.
16 

Тоді, коли крім зовнішніх навантажень треба врахувати вплив темпе
ратури, порядок розрахунку залишається попереднім. Вільні члени ка
нонічних рівнянь при цьому є переміщеннями в основній системі не тільки 
від заданих навантажень, а й від зміни температури: 

ОIIХI +012Х2 + ... +ОlnХn +LlIР+дIТ =0; 
(14.10)

ОnlХI +Оn2Х2 + ... +ОnnХn +Llnp +LlnT =0, 

де LliТ - переміщення в основній системі в напрямі ХІ' спричинені зміною 
температури. 

Визначивши коефіцієнти 0ik і вільні члени діР та діТ, із системи лі
нійних рівнянь (14.10) знаходимо значення зайвих невідомих зусиль ХІ' 
Х2' ... , Хn· Далі звичайним способом будуємо епюри внутрішніх сил N, Q, 
М в елементах системи. Іноді будувати епюри зручно додаванням епюр 
Мр до епюр МІ' М 2' ... , М , попередньо помножених на значення 
ХІ' Х2' ... , Хn відповідно: n 

М=МІХ +М2Х2 +···+Мр ;І 
Q=QIXI +Q2X 2 + ... +Qp; 

N= NIXI + N 2X 2 + ... + N p . 

Слід зазначити, що літерний вигляд канонічних рівнянь залишао:ься 
незмінним при будь-якому можливому варіанті основної системи. 
Змінюється лише зміст зайвих невідомих та геометричний зміст перемі
щень. Наприклад, якщо як зайві невідомі вибирати внутрішні сили в будь
яких перерізах, то коефіцієнти в канонічних рівняннях є відповідними 
взаємними переміщеннями перерізів у напрямах зайвих невідомих зусиль. 

На рис. 408 зображено тричі статично невизначувану плоску раму (а) 
та два варіанти основної системи (б і в). Для будь-якої тричі статично 
невизначуваної системи канонічні рівняння мають вигляд 

ОIIХI +012Х2 +ОIЗХЗ +дlр =0; 


02ІХІ +022Х2 +О23Хз +д2р = о; (14.11) 


<>ЗІХІ +032Х2 +ОЗЗХЗ +дЗР =о . 

При виборі основної системи за першим варіантом (рис. 408, б) рівняння 

(14.11) виражають вимогу рівності нулю переміщень перерізу А в напря
мах невідомих сил ХІ' Х2 , Хз . 

395 



f 
Xf ~X2XI

ХІ Х] 
-<:::[ Р Р 2 Р 

А В 
/ ,111РР / ' 

а Х] в 

Рис. 408 

Другий варіант основної системи (рис. 408, в) утворений розрізуван
ням ригеля. Оскільки в плоскій системі в перерізах діють взагалі три си
лових фактори (осьова сила, поперечна сила та згинальний момент), то 
до сторін розрізу слід прикласти як зайві невідомі силові фактори 
ХІ' Х2' Хз ' що визначають взаємну дію обох частин системи одна на одну 
в даному перерізі. При такому виборі основної системи рівняння (14.11) 
виражають рівність нулю повних взаємних переміщень сторін розрізу в 
напрямі зайвих невідомих. Наприклад, третє рівняння системи (14.11) озна
чає рівність нулю переміщень у напрямі Хз , тобто взаємного кута пово
роту сторін розрізу під дією заданого навантаження та зайвих невідомих 
зусиль. 

Вибираючи як зайві невідомі внутрішні зусилля, здебільшого можна 
значно спростити розрахунок. Наприклад, якщо вихідна система симет
рична (за конфігурацією та розміщенням жорсткостей), то основну сис
тему слід будувати також симетричною, оскільки при цьому деякі побічні 
коефіцієнти канонічних рівнянь дорівнюватимуть нулю. Так, при розра
хунку симетричної рами, наведеної на рис. 408, а, основну систему доцільно 
утворити розрізуванням горизонтального стрижня (ригеля) посередині 
(рис. 409, а) . При цьому основна система також буде симетричною. Тоді 
серед зайвих невідомих матимемо симетричні зусилля ХІ' ХЗ та кососи
метричне Х2' Епюри згинальних моментів від сил ХІ =1, Х2 =1 та ХЗ =1 

зображено на рис. 409, б-го Зазначимо, що епюри МІ та Мз симетричні, 

а епюра М2 кососиметрична. Перемноження симетричної епюри на ко

сосиметричну дає в результаті нуль. 

Х,=1 Х,=1 

р .Xz=f[.-1-zJ
® ® 


h ' ·h '/[ 
'2 

б 8 г 

Рис. 409 

Р 

"'Ph 
Т 

а 

Визначимо переміщення 812 = 821' Застосовуючи спосіб Верещагіна, 
матимемо 

812 =_1_( -!і:...і + !і:...і) =О . (14.12)
~.тL 2 2 2 2 


Аналогічно 


823 =832 =О . 

Отже, система рівнянь (14.11) спрощується і набирає вигляду 

= О;8 11 ХІ +Ь13ХЗ +D. IP 

822Х2 +D.2P =0; (14.13) 

8зlХз +D.ззХз + D.ЗР = О . 

Якщо при цьому задане навангаження Р кососиметричне (див. рис. 408, а), 
то епюра МР також кососиметрична (рис. 409, а) і переміщення D.IP = D.ЗР = 
= О. Тоді з першого та третього рівнянь (14.13) випливає, що симетричні 
зусилля в місці розрізу дорівнюють нулю: 

ХІ =О; *"з =О. 

Зазначимо, що коли навантаження симетричне, епюра МР теж симет
рична і тому D.2P = О. Тоді з другого рівняння (14.13) випливає, що косо
симетричне зусилля Х2 = О. 

Приклад 65. Побудуємо епюри силових факторів у елеме1/тах рами, зображе1/0Ї 1/а 
рис. 410, а. Рама 1/ава1/таже1/а рів1/0міР1/0 розnоділе1/UJIf 1/ава1/таже1/1/ЯМ q, nрикладе
1/UJIf до гориЗО1/талЬ1/0го стриЖ1/Я (ригеля). 

Легко побачити, що система двічі статично невизначувана. На рис. 41 О, б-г наве
дено деякі можливі варіанти еквівалентної системи. Для розрахунку візьмемо варіант 
рис. 410, б. Щоб обчислити два зайвих невідомих зусил'ля ХІ та Х2 , скористаємося 
канонічними рівняннями (14.8) 

0llXI+О12Х2 +.іIР =0; 

021ХІ +О22Х2 +.і2Р = О. 

а б 

ХІ 

8 г 

Рис. 410 
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Рис. 411 

Для визначення переміщень 8ik розглянемо основну систему, окремо заван,AiP 
тажену заданим навантаженням та кожною з одиничних сил ХІ = І, Х2 = І (рис. 411, 
а). Оскільки стрижні прямолінійні, то переміщення зручно знаходити способом Вере

щагіна. Епюри згинальних моментів Мр, МІ' М 2 наведено на рис. 411, б. 
Для визначення АІр та А2р площі епюр МР перемножаємо на ординати епюр 

М, та М2' що відповідають центрам ваги епюр МР : 

І qіЗ qi4 
1 qіЗ 3 qi4 

AIP=--h=-; А2р =---і=-. 
Е,l, 6 6Е1 E,J, 6 4 8Е1 

Тут і далі заради спрощення вважаємо h = і і Е,1 = Е212 = Еі.1 
Переміщення 8" та 822 знайдемо аналогічним множенням епюр М, на М, та 

М 2 наМ 2 : 

1 І h2 2 4 і 3 І і 2 2 іЗ
811 = --hih+----h = --; 822 = ----і=-. 

EIJI E2J2 2 3 3 EJ Е,11 2 3 3Еі 

Нарешті, 8'2 визначаємо перемноженням епюр М, та М 2: 

І І іЗ 
8'2 =82' =--hi-=-. 

Е,l, 2 2Еі 

Підставляючи значення переміщень у канонічні рівняння, знаходимо 

4 І ql 1 І qi
-ХІ +-Х2 =--' -Х, +-Х2 =--.
3 2 6' 2 3 8 

Звідси 

3Х, = qi. Х2 = --=;qi . 8 ' 

Знак «мінус» у виразі для Х2 показує, що спочатку вибраний напрям цієї сили 
(див. рис. 41 О, б) слід змінити на протилежний . 

Розглядаючи тепер еквівалентну систему, тобто статично визначувану основну сис
тему під дією заданого навантаження та знайдених сил Х, та Х 2 , легко побудувати 
остаточні епюри внутрішніх силових факторів та скласти умови міцності елементів рами. 

Остаточні епюри згинальних моментів, поперечних та осьових сил наведено на 
рис. 412. 

Доберемо прямокутний переріздля стрижнів рами, якщо q = 10 кН/м, 1=2 м. Ма
теріал стрижнів Ст2, [О"] = 140 МПа, ['t] = 90 МПа. Відношення висоти а до ширини Ь 
перерізу становить 2: 1. 

Як видно з епюр внутрішніх сил (рис. 412), У небезпечному перерізі 

324
МmaХ = 28 qi =4,3 кН·м; Qmax =-=;qi = 11,43 кН; 

N = i~ = 0,715 кН. 
Оскільки осьова сила незначна, то розміри перерізу добираємо тільки з умови 

міцності на згинання : 

w=Mmax =4,3.10-3 мЗ =306.10-6 мЗ =306см З . 
[0"] 140 ' , 

2 З 


Оскільки w= ~=~, то, округлюючи, дістаємо 

6 12 

а";? ~12.ЗО,6 см = 7,2 см; Ь = а/2 = 3,6 см; w = 31,1 СМЗ . 
Найбільше нормальне напруження в поперечному перерізі визначається як сума 

напружень від дії згинального моменту та осьової сили: 

о" = МтаХ +N =(4,з.IО-З 
+ 0,715 Jмпа= 

тах W F 31,1'10-6 7,2 '3,6'10-4 

= (138+0,276) МПа = 138,3 МПа < 140 МПа. 

Найбільше дотичне напруження 

. 't = 3Qтax = 3.11,43·1О-З МПа = 655 МПа < 90 МПа. 
тах 2F 2.7,2.3,6.10 А , 

Приклад 66. Розрахусмо одноnрого//овурсшу (рис. 413, а), навантаже//у горuзонталь
11010 сШ/оlO Р посередині лівого стояка. Заради спрощення обчислеllЬ візьмемо h = 1; Е 1, =1=Е212 = Ез1з = Е1. 

Система, що становить один замкнений контур, тричі статично невизначувана . 
Для утворення основної системи слід усунути три зв'язки . Різні варіанти еквівалент

11 2 
f9б jq{ 

А'1'Н'IIIIГТ).., vВ Аr:1q{ В [І A,~ql'ЧJ і t:1 

:-{,ql' . % Е9 

.9.!.. 
28 

c~ ® св) 
с ®-~rq[ СIfq{ с 

17 
Рис. 412 
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ної системи наведено на рис. 413, б-г. Зважаючи на симетрію рами, як основну систему 
доцільно вибрати симетричний варіант (рис. 413, г). У цьому разі зайвими невідоми
ми будуть зусилля в розрізі. 

Для визначення зайвих невідомих зусиль скористаємося канонічними рівняннями 
(14.11) 

OIlXI +012Х2 +ОI3Хз +дlР = О; 

021ХІ +022Х2 +02ЗХЗ +д2Р = О; 

ОЗІХІ +ОЗ2Х2 +ОЗЗХЗ +дЗР = о. ' ,. 
у цих рівняннях переміщення О та д є відповідними переміщеннями сторін розрізу. 
Щоб визначити переміщення, застосуємо спосіб Верещагіна. На рис. 414 зобра

жено епюри згинальних моментів для основної системи від заданого навантаження 

та від одиничних узагальнених сил ХІ = І, Х2 = 1, Хз = І. Зазначимо, що епюри МJ 
та МЗ симетричні, а епюра М2 - кососиметрична. Як зазначалося, побічні коефІ
цієнти, що визначаються перемноженням симетричної епюри на кососиметричну, до

рівнюють нулю. Внаслідок цього 012 = 021 = О; 023 = ОЗ2 = о. 
Канонічні рівняння набирають вигляду 

OIlXI +ОI3ХЗ +дlР = О; 

ОЗІХІ +ОЗЗХЗ +дЗР = О; (14.14) 

022Х2 +д2Р = о. (14.15) 

Перемножуючи відповідні епюри, знаходимо, що 

І Ph2 5 5 РhЗ 1 Ph2 І РhЗ 1 Ph2 Ph2 
дІР =- Е J -8-є;h =-48Ш; д2Р = Е J -8-2"= 16Ю; дЗР = Е} -8-1 = 8Ю; 

І І І І І І 

h2 2 h2 2 2hЗ h2 h2 h21 1 1 1011 =----h+----h=-· ОIЗ =ОЗІ =----1----1=--· 
EIJI 2 3 E2J2 2 3 зю' EIJI 2 ЕзJз 2 ю' 

hЗ1 І І 1 І І 1 z2 І 7 h І h 3h022 =--h--+--h--+--2--=--; ОЗЗ =--+--+--=-. 
EIJI 22 22 ЕзJз 8 3 12 E:J EIJI E2J 2 ЕзJз E:JE2J2 

Підставивши в рівняння (14.15) та (14.14) знайдені значення О та д, матимемо 

7 hЗ РhЗ2 5 1 1
-hXl-ХЗ =-Ph- --hXl +ХЗ =--Ph· --Х2 +--=0
3 48 '3 24 '12Е:! 16Ю · 

Звідси ХІ =0,187Р; Х2 =-{),107Р; ХЗ =0,021Ph. На рис. 415 наведено еквівалент
ну систему і побудовано епюри М, Q, N . 

Розрахуємо прямокутну раму (рис. 416, а), що складається з двох од
накових поперечок та двох стояків. Рама навантажена двома однакови
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Рис. 414 

ми протилежно напрямленими силами, прикладеними посередині попе

речок. Усередині рами температура 1\, а зовні - Т2 ; 1\ > Т2 . Жорсткість 
поперечок EJ1, стояків - EJ2 . 

Рама, що утворює замкнений контур без шарнірів, тричі статично не
визначувана. Задачу можна істотно спростити, використовуючи симет
рію системи та навантажування. Виберемо симетричну основну систему, 
розрізавши один із стояків по осі симетрії (рис. 416, 6). У місці розрізу 
прикладемо систему сил ХІ' Х2 , Хз . Як зазначалося, внаслідок симетрії 
навантаження поперечна сила Х2 = о. 

Розсічемо тепер раму по осі А - А (рис. 416, д). Ураховуючи симетрію 
системи відносно осі В - В, з умов рівноваги відразу визначаємо силу Хз : 

2Хз =Р; Хз =Р/2. 
Залишається знайти лише один статично невизначуваний фактор ХІ . 

Канонічне рівняння переміщень має вигляд 

811Х1 + D.IP + D.1T = о, 

О,187Р qЮ7Р o.0J25t;tP.C В С в с}' і с 'в аО7'5" qЮ7Р fI' 
Р O,021Ph Е nl87Р Е9 !~ е - Е о,І2БРh [ ~ ~ Е9 

® 
D ® D А ® ~pА /. % А 0,281 Ph D,113Ph о,#І3Р о,І87Р о,f07Р о,Ю7РO

Рис. 415 
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де LlIP + LlIT = LlIP Т - взаємний кут повороту сторін розрізу, спричине
ний дією навантаження Р та температури Т. 

Температурні переміщення визначаємо за формулою (13.56) 

~I- Т +Т ~I- Т-ТI':J. kT =L.J Nka~dx+ L.J Mka~dx, 
l l 

Т+Т т,+Т .
де н в = _1__2 _ середня температура наГР1Вання елемента; ТН - ТВ = 

2 2 
=1\ - Т2 - різниця температур крайніх волокон. 

Якщо деформації елемента dx від дії температури та одичних силових 
факторів одного знака, то підінтегральні вирази додатні. Якщо в межах 
ділянки температура постійна, то 

LlkT 
~(- Т +Т Т - Т І- J=L.J Nka-lJ--2-Ч+ат Mkdx = 

- Т +Т Т -Т J 
_ =аІ Nk н 2 B/+QkT .( 

Тут Qk = fм kdx - площа епюри М k' 
Для визначення переміщень будуємо епюри М р, МІ (рис. 416, в, г). 

Епюра N 1 дорівнює нулю. Користуючись способом Верещагіна, знахо
димо 

2 РІ2 2LlIP =___ ~I _ РІ ІЕ1 8 -4Е1 ; I':J.IT=-2a(/l+/2{1-T2h .1 1 

Тут у правій частині поставлено знак «мінус», оскільки при ТІ > 
> Т2 внутрішні волокна елементів подовжені, а в одиничному стані 
(рис. 416, г) - стиснуті. Далі, 

8 = 2/1 + 2/2 
11 Е1 Е12 '1 

отже, РІ 2 - 4) +2аЕ(1 +1 )71- Т ХІ = 1 1 2 _-2 

2( /1 І) h 
При /, =/ =/ т+-"2 та 11 = 12 = 1 1 12 

РІХ1 =--+аЕ'j 1\-Т-216 __ 
h 

На рис. 416, е, :ж наведено епюри внутрішніх силових факторів за умови 

1\ - Т2 = О; Р '" О. 

Приклад 67. Розрахуємо ферму, зображе1lУ ІЩ рис. 417, а, в припущенні, що всі 

стриЖ1lі виготовлені з одного матеріалу і мають однакові перерізи. Стрижні 5 та 6 
загального вузла не мають. 

Легко переконатися, що система один раз статично невизначувана. Основну систе
му, утворену розрізуванням стрижня 6, наведено на рис. 417, б. Зайве невідоме зусилля 
ХІ визначаємо з канонічного рівняння, яке в цьому разі виражає рівність нулю взаєм
ного зміщення сторін розрізу: 

()IlXI +t.1P = О. 

Оскільки в елементах ферми діють тільки осьові зусилля, то переміщення ()ІІ та 
(lИзначимо (див. § 83) за формуламиt.1P 

6 -2 
"N .l (14.16)811 = L.JТF; 

І 

6 
t. _"NiNpl (14.17)
ІР - L.J EF ' 

І 

де N і - зусилля В стрижнях від навантаження ХІ =1; Nр - зусилля в стрижнях від 
заданого навантаження. 

а б в г 

Рис. 417 
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Таблиця 17 

Номер 

стрижня 

Довжина 
стрижня І 

N i N p NiNpI N;/ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

а 

а 

а 

а 

аЛ 

аЛ 

Л -
2 

Л -
2 

Л-
2 

Л -
2 

1 

1 

2Р 

Р 

О 

2Р 

-2P.fi 

О 

-РаЛ 

-РаЛ 

О 

- РаЛ 

-4Ра 

О 

а 
-
2 

а 
-
2 

а 
-
2 

а 
-
2 

a.fi 

a.fi 

L - - - -pa./f (5+4-12) 2а(I+-12) 

Для визначення зусиль Nр та Ні розглядаємо основну систему в стані Р (рис. 417, в) 
та в стані 1 (рис. 417, г). 

Обчислювати зручно за допомогою таблиці (табл. 17). Знак «мінус» при Ni та 
Nр показус, що у відповідному стрижні зусилля стискальні . У таблиці не наведено 
жорсткості , оскільки для всіх елементів вони однакові . Отже, 

Ра 2a(I+J2)
дІР = -~(5+4J2); <>11 =--=: 

,,2EF 

Підставивши ці значення в канонічне рівняння, знаходимо 

5+4J2 
ХІ = ( г;:)Р=I , 56Р. 

2 2+,,2 

§ 93. 6агатопрогонові нерозрізні балки. 


Рівняння трьох моментів 


Нерозрізнuми називають балки, ЩО обпираються ІЮ білыlеe ні;ж дві опо
ри й не мають nроміЖ1tих шарнірів . Такі балки належать до статично 
невизначуваних . 

На рис. 418 зображено балку, що обпирається на т шарнірних опор. 
Одна з опор виконується шарнірно-нерухомою для сприймання осьового 
навантаження, решта - шарнірно-рухомими, що дає змогу балці вільно 

змінювати свою довжину зі зміною температури. 

2 п-І п+! П+2м_' 
'/ //, / /; ~ ;.;; /'> / / 

І t іг С1n-І .. t {n • t 1n"f.1. іn+2 .т Im- f 

Рис. 418 

• "" , ... І л-І Шl л І л., л.?штш ! 
Х2 tХП- І tХп fXn+f tХп+2 Хm-г ' 

Рис. 419 

Опори нумерують зліва направо, позначаючи крайню ліву номером О; 
номер прогону визначається номером правої опори, що належить йому. 

При обпиранні на т шарнірних опор маємо стільки ж вертикальних 
реакцій. Оскільки умов рівноваги можна скласти тільки дві, то така сис
тема (т - 2) разів статично невизначувана. 

Як видно, кількість зайвих зв'язків , а отже, і зайвих реакцій дорівнює 
кількості проміжних опор . Іноді крайня опора виконується у вигляді за
тиснення. У цьому разі ступінь статичної невизначуваності збільшується 
на одиницю ПОРJВняно з шарнірною опорою. 

Для утворення основної системи можна звільнитися від усіх проміжних 
опор, замінивши Їх дію невідомими реакціями ХІ' Х2 , ... , Хm- 2' прикла
деними до основної системи додатково до заданого навантаження 
(рис. 419). Додаткові рівняння переміщень 

дІ =0; д2=0; дm-2 =0 

виражають умови рівності нулю прогинів у точках прикріплення про
міжних опор. Однак такий спосіб розрахунку громіздкий, оскільки в кожне 
рівняння входять усі шукані невідомі зусилля . Значно вигідніше будувати 
основну систему встановленням шарнірів у перерізах над усіма проміжни
ми опорами (рис. 420) . Зайвими невідомими в цьому разі будуть згинальні 
моменти в опорних перерізах балки. 

Хn+1 Хm-2 

. , ,, ; , 
п-! n п ..' п"2 ···U-f 

/ t /2 
2 

І ~{n-I ./.'n ./.іn+І.I. іn+2. j {m - І 
Рис. 420 
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n 
Рис. 421 

Отже, еквівалентна система ста
новить ряд простих шарнірно обпер
тих балок, навантажених заданим 
навантаженням та невідомими зги
нальними моментами 

МІ =ХІ; М2 = 


= Х2 ; ... ; М,,+1 = Хn+ ; ... , 
1 

прикладеними в перерізах, де по
ставлено шарніри. Напрями момен
тів для певності вибрано додатними. 
При такому виборі основної систе

@ 

f@ 

@ 

'/ 

f@ 
Xn+,=f 

ми дія заданого навантаження по г 

ширюється тільки на той прогін, де Рис. 422 
воно прикладено; вплив його на інші 
прогони визначається опорними згинальними моментами Мі' 

Складемо тепер додаткові рівняння переміщень. Вони виражають 
рівність нулю переміщень опорних перерізів у напрямах дії невідомих 
моментів Мі' 

Дійсно, кожна двохопорна балка основної системи під дією заданого 
навантаження та опорних моментів деформується незалежно від інших. 
Це означає, що торці двох суміжних балочок, що примикають до однієї 
опори, наприклад n-ї (рис. 421), можуть повернутися на деякі кути ~llлів 
та ~"ПР' Оскільки У вихідній статично невизначуваній системі кожна пара 
таких перерізів становить один переріз, то з умов суцільності їх взаємний 
кут повороту має дорівнювати нулю. Звідси для кожної проміжної опори 

(14.18)I1n = дnлів +дnпр = О. 

Оскільки основна система складається з окремих, не зв'язаних між со
бою двохопорних балочок, то для розкриття умови (14.18) слід розгляну
ти лише два прогони основної системи , що примикають до n-ї опори 
(рис. 422). 

Запишемо умову (14.18) у канонічному вигляді: 

(14.19)8 n.n- 1х n- l + 8 nn Х n + 8".11+1 Х 1l+1 + дnР = О. 

Для визначення переміщень 8 та 11, що входять у це рівняння, будуємо 
епюри згинальних моментів у основній системі окремо від заданого наван
таження (рис. 422, а) та від кожної із зайвих невідомих, що дорівнюють 
одиниці (рис. 422, б-г). Площі епюр від заданого навантаження на пта 
(n + 1)-у прогонах позначимо відповідно через Q/I та Qn+l' а відстані 
центрів ваги цих площ від лівої та правої опор свого прогону - через 

аn , Ь", а,Нl та Ь/l+1 відповідно. 
Застосовуючи спосіб Верещагіна і вважаючи, що вздовж кожного про

гону балка має однаковий переріз, знаходимо 

А __1_Q а/l +_1_Q Ь,,+1 . 
1.J.1lP - Е) /І l Е} 11+1 l ' (14.20)

1l " n+l 1l+1 

= _1_ іn 11. -і.
8n.1l+1 Е} 2 3 - 6Е} ' (14.21) 

n n 

8 =_I_і/l11+_1_іn+l 11 =_i,,_+~. (14.22) 
1111 EJ" 2 3 EJ"+1 2 3 3EJll 3Е}n+l ' 

=_I_in+ll1.=~
8n.1l+1 EJ 2 3 6Е} . (14.23) 

n+l n+1 

Підставляючи вирази (14.20) - (14.23) у формулу (14.19), дістаємо 
рівняння 

Х n_I...!!...+2Х n (і...!!...+.2!±!. іl і)+ Х n+l.2!±!. = 
J n J n J n+1 J n+1 

= -6( Qnan + Qn+lbn+1 ). (14.24) 
J піп J n+lіn+l 

Оскільки при такому.виборі основної системи всі зайві невідомі є зги
нальними моментами в опорних перерізах балки, то в рівнянні (14.24) 
замість Хі пишуть Мі' Отже, 

М ~+2M (~+ іn+ 1 )+М іn+ 1 = n-l J n J J 11+1 J 
n n n+l n+1 

b=-6( Qllan + Qn+l n+l ). (14.25) 
J піп J n+lіn+1 

Рівняння (14.25) називається рівllЯll1lЯМ трьох моментів. Складаємо їх 
стільки, скільки вводимо шарнірів, утворюючи основну систему. Щоб 
написати ці рівняння, досить у формулі (14.25) надати індексу n послідов
но значень 1,2,3 і т. д., що відповідають номерам проміжних опор. Кож
не з таких рівнянь містить не більше ніж три невідомих опорних моменти 
М "-І ' М 11 ' М n+l' а перше та останнє рівняння - тільки по два невідо
мих моменти. Розв'язати систему легко методом послідовного виключен
ня невідомих. 
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Для балки постійного поперечного перерізу (] =const) рівняння трьох 

моментів спрощується так: 

М1І-1іll +2М 11 (іІІ +іll+1 )+ М'l+lіll+l = 

= -6 (Qllall + QII+lbn+1 ). 	 (14.26) 
іІІ іll+1 

Розглянемо приклади складання рівнянь трьох моментів. На рис. 423 
зображено двопрогонову балку. Це система один раз статично невизна
чувана. Рівняння трьох моментів слід написати один раз для проміжної 
опори 1. 

Поклавши в рівнянні (14.26) n =1, маємо 

Qlal Q2b2 )Моі +2М ()+і2 +М2і2 =-6 --+-- .і	 (14.27) l І l 	 ( і1 і2 
Оскільки крайня ліва опора шарнірна і не навантажена зосередженим 

моментом, то 

Мо=О. 

Момент на крайній правій опорі дорівнює моменту від навантаження, 
прикладеного на консолі. Отже, 

qіз
2 

М2 =-2· 
Очевидно, 

1 cd 1 .
Ql =-Р-і =-Pcdl2 і 2 '1 


аl =~иl +с); Ь) =~иl +d); 


2 з 
Q2 =	'!:. qi2 і2 =qi2 . 

3 8 12 ' 
_ _і2

а2 -Ь2 -2". 
Отже, рівняння (14.27) набирає вигляду 

[ 1
qi2З] і2Pcd і1 + с q З 

2м І и1 +і2 )=-6 -6---і-+"24 2і2 · 

Звідси легко знайти момент МІ· 
Якщо лівий кінець балки затиснутий (рис. 424, а), то затиснення мож

на замінити додатковим прогоном нескінченно великої жорсткості або 
нескінченно малої довжини (рис. 424, 6). Рівняння трьох моментів для 1 
та 2-ї опор такі: 

Qlaj Q2b2 )
Моі1 +2М І (іl +і2 )+М2і2 =-6( -і- + Т ;l 

. ІР 

~ 7k 
а 

а, І ь, І а2 Ь2 б 

Рис. 423 	 Рис. 424 

Rn 
Мlі2 + 2М2 (і2 + із )+ Мзіз = 	 tІ 	 ~1~Мn-~ =пп: ~/Мп 1-L1n>./= -6( Q2

a
2 + QзЬз ). 	 n

n-f nі2 із 	 ба 

Рис. 425Очевидно, 
Рі2 

Q -Q -о. Q - з .1- 2-' З--8-' 

[
аз = hз = ~; Мз =о. 

Крім того , в першому рівнянні системи слід покласти і = о. Тодіl 

2Мlі2 +М2і2 = о; 

Рі 2 

М 1і2 +2М2 (t2+ із)=-6 lJ· 
Аналогічно робимо, якщо затиснутий правий кінець балки . 
Визначивши опорні моменти, обчислення реакцій, побудову епюр зги

нальних моментів та поперечних сил виконуємо звичайним способом. 

Спочатку визначаємо реакції опор кожної простої балочки від зада
ного навантаження та опорних моментів . Позначимо ці реакції для n-го 
прогону через АІІ та Б/І (рис. 425, а) . Очевидно, що 

оА =А + м/І 
-М 

11-1 
/І 11 [/І 

(14.28) 
м -М

В =Во _ /І /І-І 
11 11 [/І 

де АО 
11 ' 

B~ - реакції тільки від заданого навантаження в прогоні. 
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Повна реакція проміжної опори n (рис. 425, б) 

м -М М-МоR = В + л = R - n n-1 n n+1 (1429)
n n "n+l n 1 / . 

n n+1 

Тут R~ = B~ + A~+1 - реакція опори n, спричинена дією заданого на
вантаження, прикладеного в прогонах /n та /n+l' 

Визначивши реакції, будуємо епюри Q та М для кожної двохопорної 
балочки основної системи. 

Остаточну епюру згинальних моментів легко побудувати також як суму 
епюр моментів від навантаження та опорних моментів, причому остання 
епюра має вигляд ламаної лінії, що сполучає відрізки, відкладені над опо
рами і які дорівнюють опорним моментам (див. приклад 68). 

Можна рекомендувати такий порядок розрахунку нерозрізної балки. 
Пронумерувавши опори та прогони (опори - З нуля, прогони - З оди
ниці), під вихідною балкою зображують основну систему, навантажену 
заданим навантаженням та невідомими опорними моментами. Далі бу
дують епюри Мдля окремих балочок основної системи тільки від заданого 
навантаження в прогонах. Обчислюють площі Qj цих епюр та координа
ти аі' Ь їхніх центрів ваги. Для кожної проміжної опори записують рівняні 
ня трьох моментів. . 

Розв'язуючи здобуту таким чином систему рівнянь, знаходять невідомі 
опорні моменти. Потім визначають реакції і будують епюри поперечних 
сил та згинальних моментів. Останню епюру, як зазначалося, можна побу
дувати як суму епюр моментів від навантаження та від опорних моментів. 

Приклад 68. Побудусмо епюри згиllалыІхx моментів та nоnереЧIlИХ сил для балки, 
зображеної ІІа рис. 426, а. 

для простоти обчислень взято q = 2Р / і. Еквівалентну систему наведено на рис. 426, б, 
причому затиснення лівого кінця балки замінено додатковим прогоном . 

Маємо 

QІ=Qз=О; 

п2 і qі З Рі2 і 
Q2=- ' a2=bz=- ; Q4=-=-; a4=b4 =-' 8 ' 2 12 6 2 

Складаємо рівняння трьох моментів для трьох проміжних опор (n = І ; 2; 3) ; 

2МІ +М2 =-~Pi, (n=I); 

3
МІ+4М2+Мз=-вРі, (n=2); (14.30) 

Рі
М2 +4МЗ +М4 =-2' (n=3) . 

Очевидно, момент М4 дорівнює опорному моменту навантаження , прикладено

го до консолі, тобто 

_ Рі (14.31)М4 = 4 ' 

~IIIIIIIIIIIIIЩЩUЩJJ . 
0.168 РІ о.О38РІ о.О53Р( ОДРІ 

O,f4lPt 

'І 'У' І ,.,."".OJ ВРІ BT~llllll ІІІ ,,;;4 I\TIIl'...б - ~IIIIIIILIP""1 

® 

О,БJР 

® 
о.Оі 5Р 

в 

Рис. 426 

_2Р 

Z Р Ан. Н. Aq-T 8+B2~BJ~
н, 1'12 z 'J ~ 

{ 
' І ' . І • • І '"2 ~ 

РИС. 427 

Розв 'язуючи систему рівнянь (14.30) з урахуванням виразу (14.31), дістаємо 

МІ =-О,168Рі ; М2 =-О,038Рі ; Мз =-О,053Рі . 

Від'ємні значення моментів свідчать про те, що насправді вони напрямлені проти
лежно наведеним на рис. 426, б. 

Реакції опор (рис. 427) визначаємо за формулами (14.28) та (14.29): 

А2 =О, 5Р+О,13Р=О,63Р; 82 =О,5Р-О,І3Р=О,37Р; 
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МЗ -М2 МЗ -М2
А = =-{) 015Р' В= l =0015Р' ,з ' з l " 

А4 =iql - ~з =0,803Р; В4 =~ql+ ~з =2,20Р. 
Повні реакції опор 

RFA~~~~ 

~=~+A~~~~ 

Rз = Вз +А 4= 0,82Р; 

R4 = В4 = 2,20Р. 

Епюри поперечних сил та згинальних моментів наведено на рис. 426, в. 

§ 94. Вплив неточного розміщення опор по висоті 

У розглянутих прикладах вважалося, що всі опори розміщені на одно
му рівні. На практиці, однак, бувають випадки зміщення опор від проект
ного рівня. 

У статично визначуваних системах зміщення опор не спричинюють 
додаткових зусиль у конструкції. Проте в нерозрізних балках унаслідок 
їхньої статичної невизначуваності ці зміщення спричинюють значні почат
кові напруження, котрі, як показує розрахунок, залежать від зміщення 
опор та жорсткості балки, зростаючи прямо пропорційно зазначеним 
факторам. 

Нехай (п - 1), n та (п + 1)-а опори дістають зміщення по вертикалі відпо
відно на Уn-l' Уn ' Уп+l (рис. 428). Унаслідок цього в основній системі 
ділянки іn та lп+1 повернуться на кути 

8 - Уп - Уп-l 8 - Уп+І - Уn (14.32)/І - І та /1+1 - І 
/І /1+1 

які будемо вважати додатними у разі повороту за годинниковою стрілкою. 
Легко бачити, що таке зміщення спричинює 

взаємний кут повороту торцевих перерізів у п-ї 
опори 

(14.33) Ll//З *= 8 n+1 -8n · 

Отже, канонічне рівняння (14.19) при розрахун
ку зміщення опор набирає вигляду 

cSn ,n-ІХIІ-І +cSnnXn +cSn,n+IXn+l +Llnз = О (14.34) Рис. 428 

* Індекс «3» при!;. означає, що узагальнене переміщення спричинене зміщенням опори . 

і виражає вимогу РІВносТІ нулю взаємного 

кута повороту торцевих перерізів у п-ї опо
ри, спричиненого дією всіх зайвих невідо +-50'" ! -50," -r.. . 
мих та зміщенням опор. а 

Підставляючи в рівняння (14.34) зна
чення cs з рівнянь (14.21) - (14.23) та Ll nз О "'ш"" 2 
з виразу(14.33),при 111 =111-1 = ... =const ;ф; 'І iF 
дістаємо таке рівняння трьох моментів: б 

м11-1111 +2М 11 (1/1 +111+1) =м /1+11'1+1 = о І ~ce, ~J; 7ь 2r 

= -6Еі (8'1+1 -811)' (14.35) в ' 

Для визначення опорних моментів, що РИС. 429 

виникають унаслідок зміщення опор, складають та розв'язують рівняння 
типу (14.35). 

Зазначимо, що початкові напруження від зміщення опор можуть бути 
використані для вирівнювання напружень від заданого навантаження. 

Приклад 69. ВиЗllачu.мо lIаnружею/я, ЩО виllикають У сталевому валу. встановле
ІІОМУ ІІО трьох nідшиnllиках (рис. 429. а) при зміщеllні вl/UЗ на 2 мм KpaUllbOZO правого 
nідшиnllика. Діаметр вала d = 4 см. ВідстаllЬ між nідшиnllиками І = 50 см. Підшиnllики 
розглядатимемо як шаРllіРllі опори. 

Еквівалентну систему наведено на рис. 429, б, в. Оскільки крайні опори шарнірні, 
то МО = М2 = О; .крім того, 81 = О. Отже, рівняння трьох моментів, поклавши в 
рівнянні (14.35) n = 1, можна записати в такому вигляді : 

2М 2І = -6Еі82 ,І 
звідки 

Еі
МІ = -1,5[82' 

Оскільки 

82 = У2 =Q
l І ' 

то 

МІ =_1 , 5E~8 . 
l 

Найбільще напруження в перерізі над опорою І 

МІ 3Еі8 &і = - = --2 = О, 75Е"'2 = 48 МПа.атах 
W 2Wl l 

§ 95. Розрахунок статично невизначуваних 


криволінійних стрижнів 


Статично невизначувані системи, що містять криволінійні стрижні, 
розраховують за методом сил у такій самій послідовності , як і системи, 
розглянуті в попередніх параграфах. Однак у цих випадках переміщення, 
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а б в г 

Рис. 430 

що входять у канонічні рівняння, не можна обчислювати способом Вереща
гіна. Для цього рекомендується застосовувати метод Мора. 

Як приклад розглянемо кругове кільце постійного поперечного перері
зу, що розтягується двома однаковими протилежно напрямленими силами 

(рис. 430, а) . Кільце як замкнена система тричі статично невизначуване. 
Однак використання симетрії при виборі основної системи істотно спро
щує розв'язання. 

Виберемо основну систему, розрізавпrn: кільце по перерізу А2 (рис. 430, б). 
З умов симетрії випливає, що поперечне зусилля в цьому перерізі Х 2 = о. 
Розрізавши кільце на дві частини по осі А А2 (рис. 430, в), з умов рівноваІ 
ги відсіченої частини знаходимо, що осьове зусилля Х3 = Р /2. Залишаєть
ся тільки визначити невідомий згинальний момент у перерізі А2 . Оста
точну еквівалентну систему наведено на рис. 430, г. 

Канонічнерівняння переміщень, що виражаєумову рівності нулю взаємно
го кута повороту граней розрізу, має вигляд 

+LlIP =0.811 ХІ 

Коефіцієнти цього рівняння визначимо способом Мора, спочатку роз
глядаючи основну систему під дією заданого навантаження, а потім 
під дією зайвого нєвідомого одиничного моменту (рис. 431). Впливом 
осьових та поперечних сил нехтуємо. Очевидно, 

_ІМІМ pds. 
- .,Ll IP 

s 

811 = JM1M1d.s 
Еі · 

s 

Ураховуючи симетрію в станах Р та 1 основної системи (рис. 431 , а, 6), 
при обчисленні переміщень Ll IP та 811 можна обмежитися розглядом 
однієї чверті кільця. Маємо 

М - PR (1- ) (0< <~). -м -1Р - 2 cos <р , - <р - 2' 1 - . 

р ® 
81 

® 

p18z 

~XI=! 
ф'"' 

(}) 
а б 

Рис. 431 

2 

® ® 

'ГІ Р 

Рис. 432 

Додатний напрям для згинального моменту вибрано таким, при якому 
зовнішні волокна розтягнуті . Отже, 

= 41(І/2 PR 
2 
(1-сощ )d<p = 2PR2 (~-1). 

Ll1P 2Еі Еі 2 ' 
о 

1(/2 

J RdqJ 21tR 
811 = 4 EJ = Еі· 

оТоді 

ХІ = - Ll IP =-.!.(1 - 1 )PR=-0,182PR.
811 2 1t 

Отже, згинальний момент у перерізах А 


МА = --{),182PR 
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і напрямлений у бік, протилежний вибраному. У довільному перерізі кільця 
згинальний момент 

М (<р) = ~R (1-cos<p)-M А = O,5PR(I-cos<p)-O,182PR. 

Найбільший згинальний момент діє в перерізах В, при <р = лІ 2, і ста
новить 

М 8 =O,318PR. 

Поперечна сила Q(<p)=O,5Psin<p, осьова сила N(<p)=O,5Pcos<p. На 
рис. 432 зображено епюри внутрішніх силових факторів у перерізах кільця. 

§ 96. Визначення переміщень 


у статично невизначуваних системах 


Визначивши зайві невідомі зусилля, переміщення в статично невизна
чуваних системах можна знайти звичайними способами. При цьому слід 
користуватися методами, які в кожному окремому випадку найбільш про
сто приводять до результату. Наприклад, прогини та кути повороту пере
різів статично невизначуваних балок, що несуть складне навантаження, 
зручно визначати за методом початкових параметрів. Спосіб Мора, що є 
універсальним, може застосовуватися в усіх випадках. Ним широко ко
ристуються при визначенні переміщень у балках, рамах, фермах. 

Обчислюючи переміщення за формулою Мора 

д. = ~I МіМ pds + ~I NiN pds + ~I Qдрds 
(14.36)

ІР L.J EJ L.J EF L.J GF' 
s s s 

слід розглянути задану систему під дією навантаження (остаточні епюри 
силових факторів М, N та Q статично невизначуваної системи), а також 
під дією одиничного силового фактора, що відповідає шуканому пере

міщенню (одиничні епюри Мі' Ni , Qi)' Якщо при цьому одиничні на
вантаження прикладати безпосередньо до заданої статично невизначува

ної системи, то кожен раз для побудови одиничних епюр Мі' Ni , Qi зно
ву доведеться розв'язувати статично невизначувану задачу. Однак цього 
можна уникнути, якщо врахувати, щQ вихідна статично невизначувана 
система й основна статично визначувана, навантажена заданими силами 

та знайденими зайвими невідомими, повністю тотожні за умовами роботи . 
Тому, визначаючи будь-яке переміщення, ми маємо право прикладати оди
ничне навантаження до основної статично невизначуваної системи. Ос
тання може бути вибрана за будь-яким можливим варіантом . 

Як приклад обчислимо взаємні переміщення точок ЛІ' Л2 та ВІ ' В2 
відповідно в горизонтальному та вертикальному напрямах для рами 

А,І -1:1' 
 u 
® 

а в г 

Рис. 433 

(рис. 433, а). Визначимо лише переміщення, спричинені згинанням, оскіль
ки переміщеннями від поздовжніх деформацій та зсуву можна знехтува
ти. На рис. 433, б наведено складові сумарної епюри згинальних моментів 
у вигляді, зручному для застосування способу Верещагіна. 

Для визначення взаємного переміщення в горизонтальному напрямі 
точок Лl , Л2 прикладаємо до основної систем~ цих точках (рис. 433", в) 
одиничні сили Хі =1. Перемножуючи епюри М та Мі і вважаючи, що 
/1 = /2 = /, знаходимо 

1 ( р/ 2 
Z РІ 2 Z РІ 2 І) РІ3 

дАГА2 =ді = EJ -16"2+-8-"2-2324 = 64Е]' 

Щоб визначити взаємне вертикальне переміщення точок ВІ ~B2' 
прикладаємо до основної системи в цих точках дві одиничні сили Хk = 1 
(рис. 433, г). Перемножуючи епюри М та M k , знаходимо, що 

д =д =_1_(P/2i_PZ2.l2+!!..PZ2)=2-РZ3
Вг82 k EJ 16 2 16 6 8 16 192 EJ . 

Зазначимо, що у разі дії на статично невизначувану систему температу
ри до переміщень основної системи, навантаженої знайденими зайвими 
невідомими, слід додати суто температурні переміщення. При цьому фор
мула (14.36) набере вигляду 

, =~ІМ;МтШ +~fNiNTdS +~fkQДтds + 
CJ.IP L.J EJ L.J EF L.J GF 

s s s 

- Т -Т Іі- Т -Т+ N ·a-"-_B ds+ М,а-"-_В ds (14.37)Іі І 2 І h ' 
s s 

де Мт , NT , QT - внутрішні силові фактори від зайвих невідомих, обу
мовлених дією температури. 
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§ 97. 	Контроль правильності розв'язання 


статично невизначуваної системи 


Остаточні епюри N, Q та М обов'язково треба перевірити. Пере
віряють при цьому умови рівноваги та деформацій. 

Для перевірки умов рівноваги слід вирізати вузол або яку-небудь части
ну системи й переконатися в її рівновазі, тобто у виконанні умов рівності 
нулю суми проекцій або моментів усіх зовнішніх та внутрішніх сил, при
кладених до цієї частини: 

LPx=O; ІРу=О; ІМ=О. 

При цьому потрібні величини слід брати безпосередньо з остаточних епюр. 
Розглянемо, наприклад, як мають бути перевірені умови рівноваги для 

епюри згинальних моментів, наведеної на рис. 434. Виріжемо вузли В та 
С (рис. 435). Дію відкинутих частин рами на вузли замінимо відповідно 
згинальними моментами МВА' МВС' МВЕ та МСВ, МCD. Напрями мо
ментів відповідають розміщенню епюр на стиснутих волокнах. 

З умов рівноваги вузла В випливає, що 

МВА +МВЕ -МВС =0. 

З умови рівноваги вузла С випливає, що моменти МСВ та МCD ма
ють бути однаковими за модулем та протилежні за напрямом. Аналогіч
но можна перевірити епюри N та Q. 

Зазначимо, що перевірка умов рівноваги не є достатньою, оскільки 
перевірка правильності побудови епюр за знайденими значеннями зайвих 
невідомих зусиль не дає підстав для міркування про правильність самих 
величин. 

Загальним контролем є перевірка виконання умов нерозривності 
деформацій. При цьому слід переконатися, що остаточні епюри узгоджую
ться з умовами опорних закріплень та нерозривності контуру. 

Оскільки в заданій статично невизначуваній системі переміщення в 
напрямі будь-якого зайвого зв'язку дорівнює нулю, то добуток остаточної 

А ,....,..;т'J' '~L" 1111 і 11 ІІІ і ulA~ 

МВА МВС Мед 

~B~ ~ с 
\І7 ~ 

НеоМВЕ 
Рис. 434 	 Рис. 435 

Х1 =1 

h[®1hо, 12БPh 

.....'> D 
0,281 Ph О, і13Ph 

а б в 

Рис. 436 

епюри згинальних моментів на епюру моментів якого завгодно і-го стану 
основної системи має дорівнювати нулю, тобто 

LfMjMds _
EJ -о. 	 (14.38) 

s 
Як основну систему і-го стану найкраще вибирати систему, відмінну 

від взятої при розрахунку. Кількість перевірок умов деформацій має дорів
нrовати кількості зайвих зв'язків. 

Як приклад перевіримо умови деформацій для рами, розглянутої у § 92 
(див. приклад 66). Остаточну епюру М наведено також на рис. 436, а. 

Обчислимо взаємні переміщення в горизонтальному напрямі граней 
розрізу ригеля. Для цього слід помножити епюруМ на одиничну епюру М j 

(рис. 436, 6). При множенні часто зручно замінити епюру М їі складовими: 

М =МР+ХІМ І +Х2М 2 + ... 

Дістанемо 


2 2ЕіА = ~IM . Md = - Ph lh+ 2·0,187 Ph !:.h-O 021Ph. 2h!! = 
til L." І s 8 б 2 3' 2 

s 

= Ph\-0,104 + 0,125 -0,021)= РhЗ (-0,125+ 0,125)= о. 
Тепер перевіримо, чи дорівнює нулю кут повороту перерізу D вихідної 

системи. З цією метою, множачи епюру М на одиничну епюру Мз основ
ної системи (рис. 436, в), знаходимо помножений на Еl0 кут повороту: 

L1 - ~IMзМdsJоЕіо з - L.J J . 
s 

Тут Еl0 - жорсткість поперечного перерізу якого-небудь елемента рами. 
Оскільки в безшарнірній системі МЗ = 1, то 

EJоL1з = LfМ ~o ds. 
.!'

lнтеграл у правій частині є площею епюри М, помноженою на відношен
ня 10/і. Це зведеllа площа епюри М. 
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Отже, для замкнених безшарнірних контурів зведена площа епюри 
моментів дорівнює нулю, тобто 

LІ~ds=О.
М] 

(14.39) 
s 

У нашому прикладі, враховуючи, що J = const. матимемо 

EJl1 =_Ph +2 0 ,187Ph -о 021Ph3h=з 
2 2 

82' 

= Ph2 (-0,125+0,187 -0,063) = Ph2 (-0,188+0,187) = ~,ООlРh2 . 

Оскільки при розрахунку системи зайві невідомі обчислюються з пев
ною точністю, то й результати перевірки, звичайно, мають деяку похиб
ку - шукані переміщення не дорівнюють нулю. Тому при перевірці ре
комендується окремо обчислювати суми додатних та від'ємних членів. 
Якщо різниця між обома сумами, виражена в процентах до меншої з них, 
невелика (до 5 %), то результат розрахунку можна вважати задовільним. 
у нашому прикладі 

-0,188+0,187 =-0 535 0/ 

0,187 ' /0 . 

Аналогічно контролюють правильність розрахунку нерозрізної балки. 

§ 98. Про розрахунок просторових рамних систем 

у загальному випадку дії сил на брус (див. розд. 12) у поперечних пе
рерізах маємо шість внутрішніх силових факторів (рис. 437) - N, Qy' Qz, 
мх' Му та М z. Для нерухомого прикріплення перерізу слід накла
сти шість зв'язків, зусилля в яких можна знайти з шести рівнянь рівно
ваги твердого тіла. Кількість зв'язків у просторових системах, що пе
ревищує зазначену, дає ступінь статичної невизначуваності. Так, просто
рова рама, зображена на рис. 438, а, шість разів статично невизначу

х 

Ну 

Ij а б 

Рис. 437 Рис. 438 

вана, оскільки для визначення два
надцяти невідомих реакцій мож
на скласти тільки шість умов рів
новаги. Один із варіантів основної ' ,N~
статично визначуваної системи 

наведено на рис. 438, б. Для визна- а б 
ченнЯ шести невідомих зусиль роз- Рис. 439 
в'язуємо шість канонічних рівнянь звичайного вигляду (див. § 92). 

Зображена на рис. 439, а просторова рама 24 рази статично невизна
чувана. Це легко виявити за кількістю розрізів, які треба зробити, щоб 
утворити основну систему (рис. 439, 6), причому кожний розріз вивільняє 
шість зв'язків. 
у машинобудівних конструкціях застосовують плоскі рами, що пра

цюють на просторове навантаження. На рис. 440, а наведено плоску раму 
із затиснутими кінцями, навантажену перпендикулярно до площини рами. 

На підставі принципу взаємності можна довести, що в плоских систе
мах, навантажених перпендикулярно до площИІШ системи, силові факто
ри, які характеризують роботу рами в й площині, дорівнюють нулю. Отже, 
з шести невідомих зусиль (рис. 440, б) три дорівнюють нулю, тобто 
Х4 =Xs =Хб =0. 

Ця обставина значно спрощує розрахунок плоских рам, навантаже
них просторовим навантаженням. Будь-яке навантаження можна роз
класти на складові в площині рами та перпендикулярні"до неї. Використо
вуючи принцип незалежності дії сил, можна розрахувати систему окремо 
від навантажень у площині рами та від перпендикулярних до неї. 

Як приклад розрахуємо раму, зображену на рис. 440. Щоб використати 
їі симетрію, утворимо основну систему, розрізавши стрижень ВСпосереди
ні (рис. 441). Такий варіант вигідніший, ніж зображений на рис. 440, 8. 

З міркувань симетрії основної системи випливає, що кососиметричні 
силові фактори в перерізах розрізу (крутний момент Х 2 та поперечна 
сила Хз) дорівнюють нулю. Невідомий згинальний момент Х1 легко знай
ти з канонічного рівняння переміщень 

81lX 1 + 111р = о . 

а б в 

Рис. 440 
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Для визначення переміщень бу
дуємо в основній системі епюри зги
нальних та крутних моментів для Р-го 
(рис. 442, а) та одиничного ХІ = 1 
(рис . 442, б) станів . Епюри крутних 

моментів заштриховано. 
Переміщення обчислюємо за фор

мулами Мора для просторового ви

падку дії сил, причому нехтуємо впли

вом осьових та поперечних сил . Маємо 

~IP = І.JМ уlМ ypds + І.JмzlM zpds +І.JмхІМxpds (14.40)
Еіу El GJkzs s s 

811=I,JM YIM Ylds+I.J M z)M zlds +І.І MxlMxlds (14.41)
Е]у El z GJk 

s s s 

D 

Рис. 441 

В14Ь1'""""І 

@ 
а 

Рис. 442 

А lJ 

в "iJP«I""'!"C'k""'ii~ BV C~ I 

~T(1-i) 
@ 

Рис. 443 

Ураховуючи, що одиничні епюри обмежені прямими лініями , пере
міщення ~IP' 81 І можна визначити за способом Верещагіна. Матимемо 

~IP= __1_ql? lil'2-_1_qI12l1'2=_~(1+6 ЕіІ 12) . 
Еі) 2 3 2 GJk 8 2 24Еі1 GJk 11 ' 

іl 2і2 іl ( EJI і2)
811 = Еі + GJ = EJ 1+2 GJ t;І k I k 

Отже, 

6 ЕіІ 12 
2 1+ --- 2 

ХІ =_ ~IP =qll GJk II =P~ 
811 24 1+ 2 ЕіІ і2 24' 

GJk II 
де 

1+6 ЕіІ і2 
13 GJk іl 

1+2 EJI [2 
GJk іl 

Остаточні епюри згинальних та крутних моментів наведено на рис. 443. 
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15 РОЗРАХУНОК ПЛОСКИХ Розділ КРИВИХ БРУСІВ 

§ 99. Визначення напружень у кривих брусах 

У різних конструкціях часто застосовують бруси з криволінійною віс
сю. До них належать вантажопідйомні гаки, кільця ланцюгів, вушки, обо
ди шківів та коліс, арки тощо. Осі цих брусів - плоскі криві. Бруси з про
сторовою кривою віссю застосовуються нечасто і тут не розглядаються. 
У поперечних перерізах плоского кривого бруса взагалі є три внутріш

ніх силових фактори - N, Q та М. Правила визначення їх та побудови 
їхніх епюр для кривих брусів розглянуто в § 23. У § 24 виведено диферен
ціальні залежності (3. 13) - (3.15) між внутрішніми силовими факторами 
й навантаженнями. 
У цьому розділі розглянемо визначення напружень та переміщень у 

кривих брусах, а також розрахунок Їх на міцність. При цьому обмежимо
ся розглядом брусів, що мають поздовжню площину симетрії (рис. 444), в 
якій і діють зовнішні навантаження. Внаслідок симетрії переміщення то
чок осі бруса також відбуватимуться в цій площині. 

Дослідження свідчать, що при згинанні розподіл нормальних напружень 
упоперечному перерізі, а також максимальні напруження в кривому брусі 
істотно відрізняються від тих, які виникають у балці з прямою віссю. За 
інших однакових умов ця відмінність тим більша, чим більше відношення 
висоти h поперечного перерізу до радіуса R кривини його осі (рис. 444). 
У зв'язку з цим розрізняють бруси малої кривини, в яких h/R < 1/5, та 

бруси великої кривини, в яких h/R ~ 1/5. При згинанні брусів малої кривини 
нормальні напруження з достатньою для інженерних розрахунків точністю 
можна визначати за формулами (10.10), (10. 13), виведеними для балок з 
прямою віссю. Обчислення максимальних напружень за цими формула
ми для бруса прямокутного перерізу при h/R = 1/15 дають різницю 2 % 
порівняно з напруженнями, визначеними за більш точними формулами, 
які виводитимуться нижче. При h/R =1/1 О різниця зростає до 3,5 %, а при 
h/R =1/5 вона досягне 7 %. 

Виведення формули для нормальних напружень при згинанні бруса вели
кої кривини. Розглянемо випадок чистого згинання кривого бруса 
(рис. 444). Для прямого стрижня ми спочатку вважали невідомим поло
ження нейтрального шару, а потім з'ясували, що він розміщений на рівні 
осі стрижня . Тепер також припустимо, що нейтральний шар має поки що 
невідомий радіус кривини rн' взагалі інший, ніж радіус R осі стрижня. 

ь 

І 

-1:;::'" 

<І.> 

Z 

І 10:: 
о::: 

:х:' 
s...:: 

~ 

а б 
Рис. 444 

Виведемо формулу для напружень cr при згинанні за тією самою схе
мою, яка застосовувалася для бруса з прямою віссю, і в його основу по
кладемо ті самі гіпотези: гіпотезу плоских перерізів та гіпотезу про те, що 
поздовжні волокна не тиснуть одне на одне. 

Проведемо вперерізі осі у та z, як зображено на рис. 444. Вісь z збігаєть
ся з нейтральною лінією перерізу, положення її поки що не визначене. 
Додатним вважаємо напрям осі у до центра кривини бруса. 

Для виведення рівнянь статичного аспекту задачі розсічемо кривий 
брус на дві частини будь-яким поперечним перерізом, наприклад аЬ 
(рис. 444, а), і виділимо в перерізі елемент площі dFHa відстані у від нейт
ральної лінії (рис. 444, б та 445, а) . На елемент діє зусилля crdF. З умов 
(10.2) та (10.3) при N =О, M =М дістанемоz 

fcrdF=O; fcrydF=M . .. (15.1) 
F F 

Умова Му = f crzdF = О виконується автоматично внаслідок симетрії 
F 

перерізу відносно осі у. 
Розглядаючи геометричний аспект задачі, виділимо з кривого бруса 

(рис. 444, а) двома нескінченно близькими перерізами аЬ та cd елементар
ну ділянку, якій до деформації відповідає кут d<p . Після деформації кут 
між цими перерізами зміниться на деяку величину ~(d<p) (рис. 445, 6). Спо
стерігаючи деформацію довільного волокнаАД яке розміщене на відстані 
у від нейтрального шару та має до деформації Д<?вжину (гн - У)dф, легко 
помітити, що внаслідок деформації під навантаженням за рахунок взаєм
ного повороту перерізів аЬ та cd розглядуване волокно подовжується на 
величину y~(d<p). Тоді відносне подовження вибраного довільного волок
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на, очевидно, 

Yd(dq» 
є (15.2)

(r - y)dq>·
H 

Фізичний аспект, як і для балки, якщо знехтувати тиском поздовжніх 
волокон одне на одне, можна виразити формулою Гука 

а= Еє. 

Підставляючи в цю формулу вираз для є, згідно з формулою (15.2), 
матимемо 

Ed(dq» у (15.3)а= dq> rH - у 

Цю формулу, очевидно, не можна безпосередньо використати для ви

значення нормальних напружень при чистому згинанні кривого бруса, 
оскільки в ній поки що невідомі радіус rH нейтрального шару та зміна 
кута d(dq». Для визначення r та d(dq» скористаємося двома умовами

H 

(15.1). З першої умови маємо 

f(JdF = Ed(dq» f ydF = о. 
dq> r

H 
- у 

F F 

Оскільки в цьому виразі Ed(dq»/ dq>:f. о, то 

J ydF =0. (15.4) 
F rH - у 

а 

Рис. 445 

Друга умова відповідно запишеться у вигляді 

crydF = Ed(dq»f idF =М.
f (15.5)

dq> - УrHF F 
Інтеграл в останньому рівнянні можна записати так: 

f ;2:F = f і +r.rH~ - rHУ dF = _ І( у - іН.!у )dF = 
FHYF НУ F 

(15.6) 

=-І ydF+rHf :~ . 
F F н У 

Перший інтеграл у правій частині рівняння (15.6) є статичним моментом 
Sz площі поперечного перерізу відносно нейтральної осі z, тобто F(-e) 
(див. рис. 444,6), а другий інтеграл, згідно з виразом (15.4), дорівнює нулю. 
Враховуючи це, вираз (15.6) запишемо так: 

2dFf-у_=-Sz=-(-е)F, (15.7) 
F rH -у 

де е - відстань від центра ваги перерізу кривого бруса до нейтральної 
осі; F - площа поперечного перерізу бруса. 

Очевидно, інтеграл у лівій частині виразу (15.7) - завжди величина 
додатна, а це означає, що статичний момент Sz - величина від'ємна. Ос
кільки статичний момент дорівнює добутку додатної величини F на 
координату е центра ваги площі відносно нейтральної осі z, то з цього 
випливає, що е - завжди координата від'ємна. Тому можна стверджува
ти, що при згинанні кривого бруса нейтральна вісь завжди зміщується від 
центра ваги перерізу до центра кривини бруса. 

Надалі у формулах, що містять е та Sz' враховуємо їхні абсолютні зна
чення. 

Підставляючи вираз (15.7) в умову (15.5), дістанемо 

Ed(dq» F = М 
dq> е , 

звідки 

Edd~q» = :;.. (15.8) 

Ураховуючи вираз (15.8), формулу (15.3) для визначення напружень 
тепер можна записати так: 

Му 
(15.9)

(J = eF (r _ у)'
H 

або 
Му 

(J 

Sz(rh-У)' 
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а 
Рис. 446 

де М - згинальний момент уперерізі; Sz --статичний момент площі пе
рерізу кривого бруса відносно нейтральної лінії. 

З аналізу формули (15.9) випливає, що, як і в балці з прямою віссю, 
нормальне напруження по ширині перерізу однакове (не залежить від z) і 
змінюється тільки зі зміною відстані точки від нейтральної лінії. По ви
соті перерізу напруження в правому брусі (рис. 446, а) змінюється за гіпер
болічним законом (рис. 446, 6). Найбільші за модулем напруження бу
дуть у крайніх точках перерізу біля угнутої поверхні бруса. 

Абсолютні значення напружень у крайніх точках перерізу кривого 
бруса, згідно з виразом (15.9), обчислюються за формулами 

Mh1 M~ (15.10)
0"1 = FeR ; 0"2 = FeR ' 

1 2 

де R1 та R2 - відповідно радіуси кривини внутрішнього та зовнішнього 
волокон кривого бруса; h1 та ~ - відстані від нейтральної лінії до цих 
волокон (див. рис. 444). 

Знаки напружень легко визначити за напрямом згинального моменту 
в перерізі. 

Якщо на кривий стрижень діє осьова сила N (рис. 446, а), то в стрижні, 
крім напруження, спричиненого згинальним моментом і яке визначаєть
ся за формулою (15.9), діятимуть нормальні напруження 

О"и=N/F, 

епюру яких наведено на рис. 446, в. 

Підсумувавши напружен

Ij 
~' 

ь 

ня від згинання та розтягання 


(склавши ординати епюр на


пружень рис. 446, б, в), знайде


мо сумарне напруження в пере
f1ЛI{;різі кривого бруса, епюру яко


го наведено на рис. 446, г. 


Визначення положення ней
 ~. 

тральної осі в кривому брусі .L.. 

при чистому згинанні. Для ви

значення напружень у кривому 

брусі при згинанні за форму- о 
лами (15.9) та (15.10) треба на- Рис. 447 
самперед обчислити значення е (відстань від нейтрального шару до цент
ра ваги) або радіус ги нейтрального шару, оскільки 

e=R-ги , (15.11) 

де R - радіус шару, який містить центри ваги перерізів кривого бруса. 
Покажемо, як визначається положення нейтрального шару на прикладі 

бруса прямокутного поперечного перерізу заввишки h та завширшки Ь 
(рис. 447). Для цього будемо виходити зуівняння (15.4) 

f ydF =0. 
F ГИ - У 

Зробимо в цьому рівнянні таку заміну змінних (рис. 447): 

г = ги - у, або у = - г.ги 
Тоді рівняння (15.4) можна переписати так: 

JdFJГн ;г dF =0, або r. --F=O,
н г . 

F F 
ЗВІДки 

F 
гн (15.12) 

= fd:· 
Ураховуючи, що F 

F =bh, dF =bdr, 

матимемо 

bh h h r. =--=--=-- . (15.13)
н R R Rr bdr ln -1. 2,3031g R2 

J г R, , 
RI 

Тут 2,303 - модуль переходу до десяткових логарифмів. 
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Скориставшись рядом 

h 1 h 
R2 R+- + 2R h[ 1 ( h)2 1 ( h)4 ]ln-= Іп- - +2 =Іп--=- 1+- +- 
R] R-% 1-~ R 3 2R 5 2R . .. , 

2R 
дістанемо 

R 
е =R- r. =R ( h)2 1 ( h )4н 1 _ +__ + ... 

1+з 2R 5 2R 

у першому наближенні 

12Re"{-I+t(liR)2 J· 
h2 

Друге наближення дає 

2 
h [ 4 ( h )2]е = 12R 1+15 2R . 

Користуючись формулою (15.12), аналогічно можна знайти вираз ДЛЯ 
е при інших формах поперечного перерізу бруса. 

Приклад 70. ВизначиAlО nОЛО:JlCення нейтрального шару для двотаврового перерізу 
(рис. 448). 

Ураховуючи позначення на рис. 448, значення е для двотаврового перерізу можна 
обчислити за формулою 

Ij Q:: 

F LFn 
е =R - f dF =R - L f dF = 

F r F r (15.14)
n 

=R ____~-q~h~j+-~~h~2~+~Ьз~hз 

h. І Rj + hj h..l R2 - h2 Ь І R2 
'1 Л--+ VJ л--+ 2 л--

R j R j +h j R2 -h2
Q,: 

Поклавши тут Ь2 =hz =о або q =hj =О, визна
чимо ексцентриситет е для таврового перерізу . 

Положення центра ваги перерізу знайдемо за фор
РIIС.448 мулою 

qhj 
2 ( hз ) (/12)-2-+Ьзhз hj +2 +Ь2/12 hj-2 

SZI (15.15)
R-Rj=y 

qhj +b2h2 +Ьзhз 

Приклад 71. Визначимо ексцентриситет нейтральної лінії для трапецієподібного 
перерізу (рис. 449) 

bz 

СІ.> 

Q:: 

z 

Q:: 

~ 

Ij 

0------ --"----'-о 
РИС. 449 РИС. 450 

F=q+b2h ; dF=b(r)dr.
2 

Ширину перерізу Ь(r) на довільній відстані rзнаходимо з подібності трикутників: 

q -b(r) = r-Rj 

Ь-Ь2 h 


звідки 


Ь(г)=q+q-Ь2R _q-b2
h j -h-r. 

Тоді 
2 2 2R () ( )R Rf dF = f ь r dr = q + ЬІ -Ь2 Rj f dr - q -Ь2 f dr; 

r r h r h 
F RI RI RI 

R2 R2 R R2f dr =Іл r І =Іл R2 ; f dr =R2 - Rj =h. 
r j

RI R I RI 

Користуючись формулами (15.11) та (15.12), знаходимо, що 

q +Ь2 h 

e=R-г. =R 2 (15.16)
н ( q _Ь, ) R2 ( ).q +--~R j ln-- q -Ь2h Rj 

Положення центра ваги перерізу визначається за формулою 

R-R =!!.. q +2Ь2 
j 3 q +Ь2 ' 

яку неважко дістати, поділивши статичний момент перерізу відносно основи на площу. 
Із загальної формули (15.16), поклавши q =о або ~ =О , визначаємо ексцентри

ситет відповідно розміщених трикутних перерізів. 
Для круглого порожнистого перерізу (рис. 450) аналогічно можна знайти 

,J4R2 _d2 +,J4R2 _D2 (15.17) e=R-~~~~~-=
4 
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§ 1оо. Розрахунок на міцність кривих брусів 

Якщо при згинанні кривого бруса крім згинального моменту в попе
речному перерізі діє й поздовжня сила, то розрахунок на міцність вико
нують, ураховуючи напруження від обох цих силових факторів. Дотичні 
напруження за дуже малим винятком (тонкостінні перерізи) не справля
ють помітного впливу на міцність, і їх, як правило, не визначають, хоч у 
разі потреби можна знайти Їх наближено за формулою Журавського. 

Для стрижнів малої кривини умова міцності має той самий вигляд, що 
і для балок: 

_M+N~[a]. (15.18)атах - W F 

Для стрижнів великої кривини на підставі формули (15.9) умова 
міцності запишеться так: 

_ Му N <[ ] 
атах - + - а . (15.19)

Szr F 

При цьому треба розглядати перерізи, в яких сумарні напруження від 
згинального моменту та від поздовжньої сили найбільші. У цих перерізах 
небезпечною буде одна з крайніх точок. Для цих точок у формулу (15.19) 
слід підставити у = або у = та відповідно r = або r =R2 .hl h2 RI 

У проектувальному розрахунку бруса великої кривини для визначен
ня розмірів поперечного перерізу можна скористатись умовою міцності 
при згинанні балки з відповідною формою поперечного перерізу, а потім, 
дещо збільшивши здобуті розміри, перевірити міцність бруса за умовою 
(15.19). Якщо брус великої кривини виготовлений з матеріалу, що має 
різні допустимі напруження на розтягання та стискання (деякі чавуни, 
пластмаси тощо), то умова міцності має виконуватися для крайніх точок 
як у розтягнутій, так і у стиснутій зонах. 

Приклад 72. Пластмасове кільце nря.мокутного перерізу Ь xh зазнає діїрівномірного 
зовllіиlНього тиску р, МПа (рис. 451). Визначимо допустимий тиск для двох варіантів 
матеріалу: 

а) вініnласт з границею міцності нарозтягання О'в.р = 54 МПа та границею міцності 
на стискання О'в.ст = 90 МПа; 

б) волокніт з границею міцності на розтягання О'в .р = 30 МПа, на стискання 
О'в .ст = 120 МПа. 

Дано: Ь = 8 мм; R 1 = 10 мм; R 2 = 30 мм; о = 2 ММ. 
Обчислимо допустимі напруження. Взявши коефіцієнт запасу міцності n = 3 (для 

крихкого матеріалу), знайдемо: для вініпласту 

[0'+] = 5з4 МПа = 18 МПа; [0'_] = 9зО МПа = ЗО МПа; 
для волокніту 

зо [ ] 120[0'+ ]= зМПа = 10 МПа; 0'_ = -з-МПа = 40 МПа. 

Перейдемо до визначення зу

силь та моментів. Розглянемо до- . 
вільний переріз, проведений під ку
том q> до горизонталі . Точка О 
центр ваги цього перерізу - ле

жить на осьовій дузі кільця , радіус 
якої 

R = R1 + R2 =.!.±l см = 2 см. 
2 2 

Рівнодійна навантаження пра

воруч від перерізу 

Р= pb·2R2 sin(q> / 2) . 

Обчислюючи момент сили від
носно точки О і проекціюючи силу 
на дотичну до дуги в цій точці, 
дістанемо Рис. 451 

М (q» = PRsin( <р / 2) = pbR2R(1- cosq»; 

N( <р) = -Psin( <р/2) = -рЬR2 (1- cosq». 

Згинальний момент та осьова сила досягають найбільшого значення в перерізі 

АВ, де кут q> =n, причому 

-6 -62pbR2R=2p ·0,8·3·2 · 10 =9,6·10 рМН · м ; 

N 

Мmах = 


тах 
=-р'О 8·3·2·10-4 =-4, 8


' 
. 10-4 р МН . 

Висота перерізу h = R2 -R1 = (З-І) см = 2 см та h/R =1 > 1/5, тому слід користува
тися умовою міцності для кривого бруса. Оскільки осьова сила в небезпечному пе
рерізі АВ стискальна, а матеріал кільця крихкий, застосовуємо умову міцності (15.19) 
до двох імовірних небезпечних точок - А та В. 

Радіус rн нейтрального шару при чистому згинанні знаходимо за формулою (15.IЗ) 

r = h 2 ____ 2_ .__ см=I,82см.
H 1,51+...!!... 2,ЗОЗlg 0,5

2, З03Ig -'ш' 
l-...!!... 

2R 

Ексцентриситет нейтральної лінії при чистому згинанні 

е = R-гн = (2-1,82) см = 0,18 см . 

Площа перерізу 

F = bh = 0,8·2 см2 = 1,6 см2 . 

Статичний момент перерізу відносно нейтральної лінії 

S=Fe=I,6 ·0,18cM3 =0,288см3 . 
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Відстань від нейтральної лінії та від центра кривини ДЛЯ точки А 

УА = 'i,-R1 = (1 ,82-1) см = 0,82 см; ГА = R1 = І см; 

ДЛЯ точки В 

УВ = R2 - 'і, = (З-І,82) см = 1,18 см; = R2 = З см.ГВ 

Тоді 
МтахУА Nтax 9,6 .10-6 p .O,82 .10-2 

аА = +--= 
SR1 F 0,288 .10-6 ·1·10-2 

4,8 ·10-4 Р 
::":"":':"_,L.. = -27,4р-Зр = -ЗО, 4р МПа; 
1,6·10

МтахУв Nтax 9,6.10-6 p .l ,18.1O-2 

ав SR2 ----z;:-= 0,288.10-6 . з . IО-2 
4,8.10-4 
...:..!..::.'-:"::"'_, =IЗ,lр-Зр=IО,lрМПа. 
1,6·10

Крім того, при Г = r
H 

у=О та а=NтахIF=-Зр. 

За цими даними для наочності на рис. 451 побудовано епюру а . 

Тепер запишемо умови міцності й визначимо допустиме значення р: 
у випадку вініпласту для точки А 

ЗО,4р:'5 зо та Р:'5 0,99 МПа; 

ДЛЯ точки В 

10,lр:'518 та р:'51,78 МПа; 

у випадку волокніту ДЛЯ точки А 

ЗО,4р:'540 та р :'51,З2 МПа; 

ДЛЯ точки В 

10,lр:'51О та р:'5 0,99 МПа. 

Отже, якщо кільце виготовлене з вініпласту, то Рдоп = 0,99 МПа і небезпечною є 

точка А; якщо воно волокнітове, то Рдоп = 0,99 МПа і небезпечною є точка В. Отже, 
незважаючи на помітну різницю в механічних характеристиках вініпласту та волок

ніту, Рдоп в обох випадках однакове й дорівнює приблизно 1,0 МПа. 

§ 101. Визначення переміщень у кривих стрижнях 

Визначати переміщення в кривих стрижнях потрібно для перевірки 
їхньої жорсткості , а також при розв'язанні статично невизначуваних задач. 
Як у випадку стрижнів малої, так і великої кривини для визначення пере
міщень зручно скористатися методом Мора . У стрижнях малої кривини 
можна знехтувати поздовжніми деформаціями й деформаціями зсуву. Тоді 
для плоского згинання формула Мора матиме такий самий вигляд, що 

ідля балок: 

d = �-fМjМрds (15.20)iP Еі . 
s 

у випадку плоского згинання бруса великої кривини деформація еле
мента від дії зусиль Мр та N f (рис . 452, а, 6) також складається з подо
вження d(ds) відрізка ds ОСІ й відносного повороту d8 перерізів, що 
обмежують елемент. Взаємний кут повороту перерізів, спричинений зги
нальними моментами, як випливає з виразу (15.8), 

8 = М pd<p = М pds 

d І ES ESRo · 


Кут повороту перерізів , спричинений осьовими силами Nр, що ви
никає внаслідок неоднакової довжини волокон елемента (рис. 452, 6), 

d8 = Npds. 
2 EFR

о 
Повний кут повороту перерізу 

Mpds Npds
d8=d81+d82 =--+--. (15.21)

ESRo EFRo 
Подовження осьового елемента, спричинене поворотом перерізів на кут 

d81, 

м ds Mpds
--р- е =~d(ds)l=eld81 - ESR І EFR 

o o 
Подовження осьового елемента внаслідок дії осьових сил 

d(dS)2 = N pds. 
EF 

Повне подовження осьового волокна 

Mpds Npds 
d(ds)=d(ds)l+ d (ds)2= EFR + EF· (15.22) 

o 

б 

Рис. 452 

434 435 



--

Підставляючи формули (15.21) та (15.22) у вираз (13.44), знаходимо за
гальну формулу для визначення переміщень бруса великої кривини: 

др ~I(MiMp ds+ NiMp+MjNp ds+ NjN p ds+ kQjQp dS} (15.23)
І L.J ESRo EFRo EF GF 

В.пливом поперечноїсили нехтують. Тоді останній доданок у формулі (15.23) 
ВІДкидається. 

Як прнклад обчислимо кут повороту вільного кінця бруса великої криви
ни, виконаного у вигляді чверті кільця постійного перерізу (рис. 453, а). 
Допоміжний стан наведено на рис. 453, б. 

У довільному перерізі, що визначається полярним кутом ср, внутрішні 
силові фактори для дійсного та допоміжного станів такі: 

м р =PRsincp; N p =-Psincp; Qp =Pcoscp; (o~cp~~); 


МІ =1; N I =0; QI =0. 


Згідно з формулою (15.23), шукане переміщення 


~/2 n/2n/2- n/2- ''1 1 J .
JMIMpdcp + JM\NpRdcp =_1_ JРRsіпсрdср-- PSlllcpdcp=дІР = ES EF ES EF о 
о о о 

_ PR _L = PR(I_...L) (15.24)- ES EF ES FR· 

Як уже було показано (див. § 99), для кривого бруса пря
мокутного поперечного перерізу в першому наближенні 
можна взяти е =< h2 /12R. Тоді 

bh3 JS=Fe=<-=
12R R 

а 

і формула (15.24) набирає вигляду 

дІР = PR 
2 
(1-~).

EJ R 

Для бруса малої кривини, згідно з формулою (13.46), 
шукане переміщення 

n/2 - n/2 2 

f МІМ pds 1 f 2· PRб дІР = EJ = EJ PR Slll cpdcp = Е] . (15.25) 
Рис. 453 

о о 

16 РОЗРАХУНОК ТОВСТОСТІННИХ Розділ ЦИЛІНДРІВ І ОБЕРТОВИХ ДИСКІВ 

§ 102. Товстостінний циліндр, що зазнає дії 


внутрішнього і зовнішнього тисків 


Циліндр слід вважати товстостінним, якщо товщина його стінки більша . . 
за одну десяту середнього радІуса ЦИЛІндра. 

При розрахунку тонкостінних циліндрів припускається, що в танген
ціальному (коловому) напрямі напруження постійні по товщині стінки, а 
в радіальному - Їх взагалі немає. Ці припущення неприйнятні для тов
стостінних циліндрів. 

Розглянемо циліндр з внутрішнім радіусом Г\ і зовнішнім Г2' щО за
знає дії внутрішнього тиску РІ та зовнішнього Р2 (рис. 454). Внаслідок 
осьової симетрії циліндра та навантажень напруження і деформації та
кож симетричні відносно його ос!. 

Двома перерізами, перпендикулярними до осі циліндра і розміщени
ми один від одного на відстані, що дорівнює одиниці, виріжемо кільце 
(рис. 454). У цьому кільці виділимо елемент abcd двома площинами, що 
проходять крізь вісь циліндра й утворюють між собою кут dG (рис. 455, а), 
та двома співвісними циліндричними поверхнями з радіусами r та r + dr 
(рис. 455, 6). Нормальні напруження на циліндричній поверхні елемента 
радіусом r (радіальні напруження) позначимо через аг; на радіусі r + dr 
напруження дістануть приросту і дорівнюватимуть аr +da Г. Нормальні 
напруження на плоских гранях (тангенціальні, або колові, напруження) 

позначимо через ае. 

Зображені на рис. 455, б напрями напружень вважаються додатними і 
відповідають розтяганню елемента у двох взаємно перпендикулярних 

напрямах. 

Унаслідок осьової симетрії циліндра та навантажень елемент не буде 
перекошуватись, і дотичних напружень на його гранях немає. Тому нор
мальні напруження аг та ае будуть головними напруженнями. 

Статичний аспект задачі. Множачи напруження на площі граней, 
знайдемо зусилля, що діють на елемент (рис. 455, в): arrdG - на внут
рішній циліндричній грані; (а r +dar Хг +dr)dG - на зовнішній цилінд
ричній грані; aedr - на бічних гранях. 

Оскільки всі сили лежать в одній площині й перетинаються в одній 
точці, то для рівноваги елемента сума їхніх проекцій на дві взамно пер
пендикулярні осі має дорівнювати нулю. Вісь х напрямлеМ0 в напрямі 
бісектриси кута dG, а вісь у - перпендикулярно до неї. Умовами рівно
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2r. ваги будуть 


LХ =0; LY=O. 

Завдяки симетрії елемента друга умова задовольняєть

ся тотожно, а перша після підставлення виразів для зусиль 
має такий вигляд: 

LX = -arrd8 + (аг + dar )(г+ dr )d8- 2[aedrsin(d8/2)] = о. 

$ 
Розкривши дужки, дістанемо 

-arrd8 +a rrd8 +darrd8 +a rdrd8 +dardrd8

-2aedrsin (d8/2) = о. 

РІ У цьому рівнянні взаємно знищуються члени ± аrrd8 . Унас
Рис. 454 лідок малості кута d8/ 2 вважаємо, що sin (d8 / 2) =d8/ 2. 

Відкидаємо член вищого порядку малості dardrd8 і діли
мо решту членів на drd8. Після цього матимемо 

rd::+ar-ae=o. (16.1) 

Рівняння (16.1) містить два невідомих напруження аr та (J е. Для визна
чення їх, дотримуючись загального плану розв'язання статично невизна
чуваних задач, розглянемо ще геометричний та фізичний аспекти задачі. 

Геометричний аспект задачі. Деформація елемента симетрична від
носно осі й тому спричинює радіальні переміщення всіх точок циліндра 
(рис. 455, г). Позначимо радіальне переміщення циліндричної поверхні 
радіусом r через и, тоді переміщення циліндричної поверхні радіусом 
r + dr буде u + du. Абсолютне радіальне подовження елемента dr дорів
нюватиме du. а відносне подовження 

Е = du (16.2)r dr· 

Відносне подовження в тангенціальному (коловому) напрямі на раді
усі r знайдемо так. Довжина елемента по колу циліндричної поверхні 
радіусом r після його приросту на величину u дорівнює (г +u )d8. 
Віднімаючи з останньої довжини початкову rd8, дістанемо абсолютний 
приріст довжини елемента на радіусі r у коловому напрямі: 

(r+u)d8- rd8 = ud8. 

@$ 
а б в г 

Рllс.455 
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Поділивши абсолютне подовження на початкову довжину rd8, знайде
мо колове відносне подовження: 

Ее =и/г. (16.3) 

Фізичний аспект задачі. При двосторонньому розтяганні, якого зазнає 
розглядуваний елемент, згідно із законом Гука, напруження та деформації 
пов'язані між собою такими залежностями: 

аг =~(Eг + J.!Ee); аг =~(Ee + J.!E r )· 
l-J-l l-J-l 

Ураховуючи формули (16.2) та (16.3), знайдемо 

а =...L(dU +J-l~); Е (и du) (16.4)ае = l-J-l2 -;+J-l dr .r l-J-l2 dr r 

Підставляючи вирази (16.4) у рівняння (16.1), для визначення пере
міщення u дістанемо лінійне диференціальне рівняння другого порядку 
зі змінними коефіцієнтами (рівняння Ейлера): 

d2u+.!du_~=O. (16.5)
г2dr2 r dr 

Записавши це рівняння у вигляді 

!!..[l d(ur )] = О 
dr r dr 

та інтегруючи його по r послідовно двічі, знайдемо загальний розв'язок 
рівняння: 

1 u = Аг+В-. (16.6) 
r 

Підставляючи розв'язок (16.6) у формули (16.4), дістанемо вирази для 
напружень у точках на відстані r від осі циліндра: 

_ Е [ l-J-l ]. (16.7)аг ---2 (1+J-l)А-- В ,2l-J-l r 

ае =~[(l+J-l)А+ 1-2J-l В]. (16.8) 
l-J-l r 

Сталі інтегрування А та: В знаходимо з умов для аr на внутрішній та 
зовнішній поверхнях циліндра. На внутрішній поверхні (г = 'і) ці напру
ження дорівнюють внутрішньому тиску, тобто аг =-РІ' а на зовнішній 
поверхні (г = Т2) - зовнішньому тиску: аr = - Р2· 

ДЛЯ визначення сталих А та В, згідно з рівнянням (16.7), виведемо два 
таких рівняння: 

-РІ =~[(l+J-l)А_І-J-l В]; - Р2 =...L[(1+J-l)А_ 1 -J-l В] .2
l-J-l г? l-J-l гі 
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Розв'язуючи ці рівняння відносно А та В, знайдемо: 

2 2 2 2( ) _ 1- J..L rl РІ - r2 Р2 . _ 1+ J..L 'і r2 РІ - Р2 
А- -- 2 2 ' В- 2 2 . 

Е r2 - rl Е r2 - rl 

Підставляючи значення сталих у вирази (16.6), (16.7) та (16.8), дістанемо 
формули для визначення радіального переміщення та напружень (форму
ли Ламе): 

2 2 2 2( )и = 1 - J..L r l РІ - r2 Р2 r + 1+ J..L 'і У2 РІ - Р2 1. (16.9)
Е у2 _ r.2 Е у2 _ Го2 r ' 

2 І 2 І 

2 2 2
_ rl РІ -r2 Р2 rl r] (РІ - Р2) 1 . 

ау - 2 2 (16.10)
у2 _у2 -;2'r2 -rl 2 І 

2 2 2 2( ) _ РІ - r2 Р2 r l r2 РІ - Р2 1rl (16.11)ае - 2 2 + 2 2 2 . 
r2 - rl r2 - rl r 

Склавши ліві та праві частини виразів для аr та ае, переконаємося в 
тому, що сума радіального та колового напружень - величина стала: 

аr + ае = const. 

Відносна деформація розглядуваного кільця в напрямі, паралельному 
осі циліндра, також стала на будь-якому радіусі: 

Еz = - ~ (аr + ае) = const . 

На підставі цього циліндр можна розглядати як складений з окремих 
кілець, нанизаних на вісь. Поперечні перерізи циліндра при деформації 
залишаються плоскими. 

Якщо циліндр крім радіальних тисків сприймає ще й поздовжню силу N 
(наприклад, якщо є днища), в його поперечних перерізах виникає напруження 

(16.12)аІ = 
N
F=-(-2

N 
2)' n r2 -rl 

а до виразу (16.9) для радіальних переміщень додається доданок 
azI1И=-J..LЕ r. (16.13) 

Напруження a та ае при цьому не змінюються.r 
Зазначимо, що всі наведені формули для деформацій та напружень ат' 

ае та az справедливі для перерізів, досить віддалених від днищ. Поблизу 
закритих торців циліндра деформації та напруження дещо змінюються 
внаслідок впливу днищ. 

Розглянемо два окремих випадки навантажування циліндра . 
1. Циліндр наваfLта:жений тільки внутрішнім тИСКОАt, а зовнішнього 

тиску немає або він малий, і тому ним можна знехтувати, тобто РІ = р; 

Р2 =0. Формули (16.9) - (16.11) для напружень та радіального пере
міщення набирають такого вигляду: 

_ r2.rl2 ( 2 ] (16.14)ау - 2 2 1-2 р, 
r2 - rrl 

_ r2 .rl2 ( 2] (16.15)ае --2--2 1+2 р, 
r2 - r l r 

2 2 2
1 - J..L 'і р 1+ J..L rl r2 р 1 

и =Е-2--2 r+ E ---· (16.16)-2 2 
r2 -'і r2 -'і r 

Напруження ау скрізь стискальні, а ае - розтягальні. Найбільші зна
чення ау та ае будуть біля внутрішньої поверхні циліндра (якщо r = rl): 

k21(а) - - . (а) - + (16.17)
r г=г, - р, е r=11 - l-k2 р, 

де 

k = rl / r2' 

Радіальне переміщення біля внутрішньої поверхні циліндра 
2 

ur=11 = -rl (1-~2+ k + J..L ) р. (16.18) 
Е l-k 

Напруження та переміщення біля зовнішньої поверхні циліндра такі: 

2k 2 

(a ) _ == О; (ае) _. = -2 р; (16 .19) r r-r2 Г-12 l-k 

r 2k 2 
2ИГ=Г2 = Е --2 р. (16.20)

l-k 

Епюри напружень аr та ае для розглядуваного випадку при відно
шенні k = "І / r2 = 0,5 наведено на рис. 456, а. Напруження змінюються за 
гіперболічним законом . Найбільш небезпечною з погляду міцності є точ
ка, що лежить біля внутрішньої поверхні циліндра. 

Визначимо допустимий внутрішній тиск у циліндрі при безмежному 
збільшенні товщини стінки . Поклавши r2 ~ оо та взявши у формулах 

(16.17) k=О, матимемо (ау)г-г =-р; (ае) - =р.- , r-r, 
Використаємо, наприклад, ІІІ теорію міцності : 

аеквIll =аl-аз:::::[а] . 

~ розгл~дуваному випадку аІ = (ае )Г=І' = р та аз (аr \=r = - р , і ця умо
ва МЩНОСТі набирає вигляду , , 

2р:::::[а] , 
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звідки 


р ~ [0"]/2. 


Циліндр з дуже товстою стінкою не допускає внутрішнього тиску, 
більшого за певне значення. Отже, збільшення товщини стінки циліндра 
не завжди є ефективним способом підвищення міцності. 

2. Циліндр наванта:нсєuий тільки зовuішuім тиском: Р2 = Р; Pl = о. 
у цьому разі формули (16.1 о) та (16.11) для напружень та формула (16.9) 
для переміщень набирають такого вигляду: 

r22 ( 'і2)о"г = ---т---2 1-2 р; (16.21) 
r2 - 'і r 

r;2 ( r,2)О"е =-~ I+~ Р; (16.22) 
r2 - 'і r 
2 2 2

I-~ r2P 1-~ 'і r2P І 
и=--Е	-2--2 r -T-2--2-· (16.23) 

r2 - 'і r2 - 'і r 

Обидва напруження стискальні, причому за абсолютним значенням 
О"е > о"г> а радіальне переміщення напрямлене до осі циліндра (радіуси 
зменшуються). 

Біля внутрішньої поверхні циліндра (r = 'і ) 

(О"Г)Г=ГІ =0; (О"е)Г=Гl =-1_2k2Р ; (16.24) 

_ 'і 2 (16.25)иГ=ГI -- Е l-k 2 р. 

+---wdJ.fо,б7р 


Біля зовнішньої поверхні циліндра (r = r2 ) 

l+k 2 
(О"Г)Г=Г2 =-р; (О"е)Г=Г2 =-I-k2 р; 

(16.26) 
2а 

Рис. 456 
б 

- r2 (1+k J (16.27)иГ=Г2 --Е l-k 2 -~ р. 

Епюри напружень о" Г та о"е при k ='і / r2 =0,5 наведено на рис. 456, б. 
Найбільшого значення напруження о"е досягає біля внутрішньої поверхні 
циліндра. Як і у випадку внутрішнього тиску, найнебезпечнішою є точка 
біля внутрішньої поверхні циліндра . 

Зменшення зовнішнього радіуса суцільного циліндра (без внутрішнього 
отвору) дістанемо, поклавши у формулі (16.23) 'і =О та r = r2. Тоді 

__ pr2{l_~). (16.28)иГ=Г2 - Е , 

§ 103. Розрахунок складених циліндрів 

Міцність циліндра, що зазнає дії внутрішнього тиску, зі збільшенням тов
щини стінки зростає тількидо певної границі. Вище було зазначено, що навіть 
при нескінченно великому зовнішньому радіусі внутрішній тиск у циліндрі не 
може перевищувати певного значення. Виходячи з розрахунку на міцність за 
допустимими напруженнями й скориставшись ІІІ теорією міцності, ми дійшли 
висновку, що ні при якому збільшенні товщини стінки циліндра його не мож
на виготовити на тиск більший ніж Р = [0"]/2. Пояснюється це тим, що зі 
збільшенням радіуса напруження о"Г та о"е швидко зменшуються, і матеріал 
зовнішніх шарів циліндра працює малоефективно. 

Розподіл напружень можна поліпшити, розвантаживши внутрішні 
шари за рахунок більш інтенсивного використання зовнішніх. Для цього 
треба зробити циліндр складеним, надягнувши один циліндр на інший з 
натягом (як правило, за допомогою гарячої посадки). У таких циліндрах 
допустимий внутрішній тиск може бути значно більшим, ніж у суцільно
му циліндрі. Так само виготовляють гарматні стволи. 

При насадженні одного циліндра на інший з натягом колові напру
ження о"е у внутрішньому циліндрі стають стискальними, а в зовнішньо
му -розтягальними (рис. 457, а). Якщо такий складений циліндр піддати 
внутрішньому тиску, то в ньому виникнуть додаткові розтягальні колові 
та стискальні радіальні напруження (рис. 457, 6). Ці напруження визнача
ються за формулами (16.14) та (16.15) як для суцільного циліндра. Колові 
напруження від внутрішнього тиску будуть додаватися до напружень від 
посадки в зовнішньому циліндрі та відніматися від них у внутрішньому 
циліндрі . Радіальні напруження від внутрішнього тиску та від тиску посад
ки додаються в обох циліндрах. Сумарні епюри напружень після прикла
дання тиску матимуть вигляд, як на рис. 457, в. Характерним для них є 
стрибок на епюрі ае та перелом у епюрі аг на радіусі контакту циліндрів. 

Розглянемо розрахунок складених циліндрів . Насамперед знайдемо за
лежність тиску Ре по контактній поверхні від натягу 8 - різниці між 
зовнішнім діаметром внутрішнього циліндра І та внутрішнім діаметром 
зовнішнього циліндра JI (рис. 458). 

Оскільки після насадження ОДІЮГ0 циліІщра на інший зовнішній радіус 
внутрішнього циліндра та внутрішній радіус зовнішнього стають однакови

а 	 б 
Рис. 457 

в 
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ми, то очевидно, що сума абсолютних 
j значень радіальних переміщень обох 

циліндрів на радіусі поверхні контак
ту, спричинених контактним тиском, 

має дорівнювати половині натягу: 

ІИ! 1+1 Ипl = 8/ 2. (16.29) 

Натяг 8 дуже малий порівняно з 


Рис. 458 розмірами радіуса поверхні контакту, 


тому при обчисленні переміщень вважатимемо, що r2J ='іп = r (рис. 458).
c 
Позначимо через k\ = r\ / r відношення внутрішнього радіуса циліндc 

ра до радіуса поверхні контакту, а через k2 = r / r2 - відношення радіусаc 
поверхні контакту до зовнішнього радіуса циліндра . 

Хоча здебільшого частини складених циліндрів виготовляють з одно
го матеріалу, для спільності при розв'язанні задачі спочатку вважатиме
мо ці матеріали різними. 

Контактний тиск РС буде зовнішнім для внутрішнього циліндра та 
внутрішнім для зовнішнього циліндра. Абсолютне значення радіального 
переміщення внутрішнього циліндра на контактній поверхні знайдемо за 
формулою (16.27): 

rc l+k\2)Іи! 1= - [--2 -,....\ РС' (16.30)
Е1 l-k\ 

а зовнішнього - за формулою (16.18): 

rc [1 +ki ) (16.31)І ип І =Е --2 +""'2 Рс ' 
2 1-k2 

Підставляючи значення цих переміщень у рівняння (16.29), матимемо 

гс 1+kl гс 1-k2 8[ 2) [2)- ---""'1 Р +- - -+""'2 Р =-.
Е] 1-kf с Е2 l-ki с 2 

Розв'язуючи рівняння відносно Рс' дістанемо 

Рс (16.32)
= [ . 2 )8 / 2 [ 2 )'1+k\ 1гс гс k2 - --2 -,....] +- --2 +""'2 
Е1 1- k l Е2 1 - k2 

При однакових матеріалах спряжуваних циліндрів остання формула 
спрощується і набирає вигляду 

8Е (l- kn (l -ki) 
Р = (16.33)
с 2гс (l+kn (l-ki)+(I+ki) (l- kn' 

Напруження, спричинені тиском Рс' обчислюють за формулами (16.21), 
(16.22) для внутрішнього циліндра та за формулами (16.14), (16.15) для 
зовнішнього. 

Зазначимо таке . Натяг визначають , вимірюючи діаметри спряжуваних 
деталей мікрометричними інструментами або іншими точними прилада
ми . Поверхні деталей ніколи не бувають абсолютно гладкими : на них зав
жди є сліди обробки - так звані гребінці , які зминаються при запресову
ванні. Внаслідок цього дійсний натяг дещо менший за виміряний, а дійсний 
контактний тиск менший ніж визначений за формулою (16.32) або (16.33) . 

Крім цього, треба мати на увазі, що формули (16.32) та (16.33) спра
ведливі лише тоді , коли в жодній із спряжуваних деталей напруження не 
перевищують границі пропорційності. При появі пластичних деформацій 
контактний тиск буде менший , ніж той, що визначається за цими форму
лами. Знайти його можна методами теорії пластичності. 

§ 104. Температурні напруження 


в товстостінних циліндрах 


Якщо товстостінний циліндр нагрівається нерівномірно, то в ньому 
виникають температурні напруження, які додаються до напружень, спри
чинених тиском. 

Часто температурне поле симетричне відносно осі циліндра і постійне 
по його довжині. За цієї умови також можна вважати, що поперечні пере
різи, які лежать на достатній відстані від кінців циліндра, залишаються 
плоскими і деформація E постійна.z 

Для розв'язання температурної задачі можна скористатися тим самим 
методом, який було застосовано при розрахунку циліндра на дію внутріш
нього та зовнішнього тисків. При цьому рівняння рівноваги (16.1) не 
зміниться. Геометричні співвідношення (16.2) та (16.3) також збережуться. 
Дещо іншими будуть фізичні залежності. 
Позначимо через Тпідвищення температури, яке залежить від радіуса 

г , а через а - температурний коефіцієнт лінійного розширення . 
Скористаємось узагальненим законом Гука, додавши до деформацій, 

обумовлених напруженнями, температурні розширення . Тоді для Ez , Er , Ее 
дістанемо такі формули*: 

Ez = і (<Jz - ""'(Jr - ,....ае)+ аТ = const; 

(16.34) 
Er = i(<Jr-""'<Jz -""'(Jе)+аТ; 

Ее = і (ае - ,....<Jz - ,....<Jr )+ аТ. 
*Модуль пружності Е залежить від температури . Тут це не враховано, що допустимо, 

ЯКЩО різниця температур внутрішньої та зовнішньої поверхонь циліндра невелика . У цьо
M~ разі модуль Е слід брати таким, що дорівнює його значенню при середній температурі 
СТІНки циліндра . 
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Розв'язуючи ці рівняння відносно напружень, знайдемо, що 

Е 
a z = {" ··)(1_2J.l)[(1-J.l)Єz +J.lЄг +J.lЄе- (I+J.l)ат]; 

Е (16.35)а,. ={, , .. \(1_2J.l) [(1-J.l) Є," +J.lЄе +J.lЄz -(I+J.l)аТ] ; 

Е
ае={" .. \{, ..., .. \[(1-J.l)Єе+J.lє,.+J.lєz -(1+J.l)аТ]. 

Виражаючи в цих формулах деформації через переміщення: 

du . u 
Є," = dr І Єе =-;:, 

а потім підставляючи добуті значення для а,. та ае у рівняння рівноваги 
(16.1) : 

dar О 
r dr + аr - ае = , 

дістанемо таке диференціальне рівняння для переміщення и : 

2
d u +ldu _...!:!..-= I+J.l dTa (16.36)
dr2 r dr r 2 І - J.l dr· 

З цього рівняння можна визначити переміщення, якщо відомий закон зміни 
температури Т(г) по товщині стінки циліндра. 

Останнє рівняння запишемо у вигляді 

.!L[l d(ur)]= 1+ J.l а dT. 
dr r dr 1- J.l dr 

Інтегруючи це рівняння двічі по r, знайдемо загальний розв'язок: 

1 1+ r В 
u =-~ fаТгdг +Аг+ - . (J 6.37)

r l-J.l r 
Гl 

Сталі А та В визначаються з умов для а,. на внутрішній та зовнішній 
поверхнях циліндра. Оскільки ці поверхні вільні від навантаження, то 

(а) = о (а) = О r Г='1 ,. '·=Г2 . 

Підставляючи у вираз (16.35) для а," деформації Є ,. =du / dr та 
Ее = u / r , а потім здобутий розв'язок (16.37) для u, матимемо 

Е I +J.l І r А В J.l )а . =-- ----fаТгdг+----+--Е. (1638) 
, 1+ J.l [ 1- J.l r 2 1- 2J.l r 2 1- 2J.l z . 

'і 

Прирівнюючи цей вираз до нуля при r = r" r = r2' матимемо два рівнян
ня для визначення А та В, розв'язуючи які, знайдемо, що 

~ ? ~ 
( I+J.l)(1-2J.l) 1 f 1+11 г- fА= аТгdГ-J.lЕ; B= __r __'_ аTrdr. 

I-J.l 2 2 z I-J.l 2 2 
r2 - r, Гl r2 - r, '"І 


Підставивши ці значення у формули (16.35), визначимо 


22'2]Е 1 r r -~ 
а,. =-=- -2 f аTrdr + 2( 2 2) f aTrdr ; ( 16.39) 

[1 J.l r r "'2 -", 
~ ~ 

І" 22 Г2 ]Е 1 r +~ .ае =-=- [2 f аTrdr + 2( 2 2) f аТгdг-аТ , (\6.40) 
1 J.l r r "'2 -", 

~ ~ 

Е[ 2 ]r2=-=-~ f аТгdг+(I-J.l)Еz -аТ. (16.41)a z 
1 J.l r2 -r, 

Гl . 

В останньому виразі невідома величина Є z . Якщо циліндр має змогу 
вільно розширюватися, то Ez знаходять з умови, що поздовжня сила в 

поперечному перерізі дорівнює нулю , тобто 
211'·2 

N = f f а zrdrd<p = о, (16.42) 
о '"І 

або 
Г2

fazrdr = о. (16.43) 
Гl 

Підставляючи сюди значення a z з виразу (16.41), знайдемо 
Г2 

=~ f aTrdr. (\6.44)Ez 
r2 - r, Гl 

Остаточний вираз для аz такий: 

Е( 2'2 )a z =-=- -2--2 f аТгdг-аТ . (16.45) 
1 J.l r2 -І', rl 

Обчислити інтеграл faTrdr та визначити напруження можна, якщо 
відомий закон зміни температури Т(г) по товщині стінки циліндра . 

Найбільш простим та часто застосовуваним у технічних розрахунках 
.законом зміни температури є лінійний закон. Нехай 1'* = Т, - Т2 означає 
перевищення температури внутрішньої поверхні циліндра над темпера
турою зовнішньої поверхні. Тоді лінійний закон зміни температури по 
радіусу циліндра виразиться формулою 

Т(г)=Т* 12- r 
. (16.46) 

r2 -r, 
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Підставивши цей вираз у формули (ЦJ.39), (16.40), (16.45) для напру
жень та виконавши інтегрування, дістанемо 

а == ЕаТ * [ г-.2..-з ( 1-.2..2) Г2З -г1З] • (1647) 
г2 г2г 3(1-J.l.)(r2 -1j) Г22 -'і2 ' . 

_ ЕаТ* 1jЗ ( 1j2) Г2З -1jЗ] . 
ае - (_ )( _ ) 2г+2- 1+2 -2--2 ' (16.48)

3 1 J.l. Г2 Гl [ r r r2-1j 

ЕаТ* [ 2(Г] - 1jЗ )] 
az == (_ )( _ ) 3г 2 2 . (16.49)

3 1 J.l. Г2 Г1 Г2 - 'і 

Біля внутрішньої поверхні циліндра (при г == 1j ) 

(а) - о·


г Г=Гl - , 

ЕаТ* [ 2(г1 -,n] (16.50)(ае)Г=Гl == (az)r=rJ == 3(1-J.l.)(r2-1j) 3'і- гі-г? . 

Біля зовнішньої поверхні циліндра (при r == Г2) 


(а) - о·

Г Г=Г2 - , 

ЕаТ* [ 2(г1 -1jЗ)] 
(16.51)(ае)Г=Г2 == (a Z )r=r2 == 3(1-J.l.)(r2- r1) 3Г2- гі-'і2 . 

Епюри розподілу напружень по товщині стінки циліндра з відношен

ням k == 'і / Г2 == 0,5 при J.l. =0,3 наве
дено на рис 459, а. 

Іноді припускають, що в товсто
стінних циліндрах температура 
змінюється за логарифмічним зако
ном, який встановлюється теорією 
теплопередачі: 

Т(г)== т* Іп Г2. (16.52)
Іп (Г2 / 'і) Гl 

Підставивши цей вираз у формули 
а б 

(16.39), (16.40), (16.45) та виконавши 
Рис. 459 . 

ІНтегрування, матимемо 

а == _ ЕаТ* lп Г2 +_"'_1_ 1-.2... lп Г2 ;2 ( 2] ] (16.53)
г2Г 2(1-J.l.) 10(Г2/Гl)[ r гі-г? Гl 

а == ЕаТ* [1-1пГ2-~[I+ГіJlпГ2]. (16.54)
г2е 2(1-J.l.) In(r2/1j) r гі -г? г1 ' 

ЕаТ* ( Г2 2г? Г2 Jа ==_----..:~C--__ 1-2Iп----Іп- (16.55) 
z 2(1-J.l.) IП(Г2/'і) r гі -'і2 'і . 

Біля внутрішньої поверхні циліндра 

(аГ )Г='і == О; 

(а) == (а) == ЕаТ * (1 __ 21'_і_ 1п· Г2 J. (16.56)е Г='і z Г='і 2(1-11) Iп(1' /r,) 2 2 r,
r 2 1 Г2 - Гl 1 

Біля зовнішньої поверхні 
(а) == О;r Г=Г2 

ЕаТ* 2'і Г22 ](ае)Г=Г2 == (aZ)r=r2 == 2(1-J.l.)ln(r2/'i) [ 1- гі-'і2IП~. (16.57) 

Епюри розподілу напружень по товщині стінки циліндра з відношенням 
k == Гl / Г2 == 0,5 при J.l. =0,3 у разі зміни температури за логарифмічним за
коном наведено на рис. 459, б. 

Зазначимо, що поблизу торців циліндра напруження, які визначаються 
виведеними формулами, можуть мати місце лише тоді, коли торці будуть 
навантажені поверхневим навантаженням, що змінюється відповідно до 
формули для a .z

§ 105. Приклади розрахунку товстостінних циліндрів 

1. Товстостінний ЦШlіuдр зазнає дії внутрішнього тиску РІ == 1ОО МПа та 
зовнішнього Р2 == 60 МПа. Дослідимо, як змінюватимуться напруження 
а та ае зі зміною товщини стінки циліндра, що характеризується відно1 
шенням внутрішнього радіуса до зовнішнього k == Г / Г2.l 

Напруження визначаються за формулами (16.1 О) та (16.11), які в цьо
му р'азі зручніше записати, ввівши відношення k == Гl / Г2 : 

2 2 
а == k РІ - Р2 РІ - Р2 Гl ; (16.58)

г2Г l-k2 l-k2 
2 2 

а == k РІ - Р2 + РІ - Р2 Гl • (16.59) 
г 2е l-k2 l-k2 

При зміні товщини стінки циліндра напруження а залишається стис
кальним і плавно змінюється за гіперболічним закон~м від значення -РІ 
біля внутрішньої поверхні до значення -Р2 біля зовнішньої (рис. 460, а). 

Для обчислення напружень ае біля внутрішньої поверхні циліндра 
(~== 'і) та біля зовнішньої (г == Г2) формулу (16.59) можна записати відпо
ВІДно так: 

(ае )_ == -1-2[(I+k2 )Pl-2РІJ; (ае)Г=Г2 == 1_1k2[2k2P�-(I+k2)Р2}Г-ГІ l-k 
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_ _ 

k=.Jr. =0. 707 ~k=О'б55rz / 
БОМПа _ 20f1Па 40NПа 

бе бе~ 
б в 

БОf1n~аk=O,578 k=О/44б fi1k=O'J54 

20МПа 

• е 2_ ~ Ij5нnQ
8 ~40Nпа ~ 

а 

где 

Рис_ 460 

Підставляючи сюди різні значення k, можемо обчислити напруження 
ае біля внутрішньої та зовнішньої поверхонь циліндра при заданих зна

ченнях РІ та Р2

На рис_ 460, б-е зображено епюри ае при значеннях k =0,707; 0,655; 
0,578; 0,446; 0,354_ 

2_ Сталева труба з внутрішнім діаметром 2,1 = 40 мм зазнає дії внутріш
нього тиску Р =250 МПа_ Визначимо товщину S стінки труби за ІУ тео
рією міцності, якщо допустиме напруження для сталі [о] = 500 МПа_ 

Небезпечними є точки труби біля внутрішньої поверхні, де головні 
напруження такі: 

2 2 2 
_ _ '2 + '1 _ 1+ k _

01 -ае - 2 2 Р ---2 р, 
(16_60)Г2 -'І 1- k 

02 = Oz = О; аз =От =-Р

Умова міцності за ІУ теорією 

ОеквІУ = jzJ(01-02)2+(ОЗ- ОІ)2+(02- 0з)2 ~[o] 
після підставляння напружень з формул (16-60) набирає вигляду 

ОеквІУ =JО~-ОеОт+О; ~[o], (16-61) 

або 

І( l+k 2 J2 l+k 2 2 2ОеквІУ =\/ --2 Р +--2 Р +Р ~[o], (16_62) 
l-k l-k 

звідки 

([0]2 _ р2 )k4 _2[0]2 k2 +([0]2 _3р2 ) = 0_ 

Розв'язуючивщносно k:: :"(~)' ±rn: 
([0]/ Р) 

2 
-1 



Оскільки k2 < 1, то перед коренем слід взяти знак «мінус»_ Тоді 
Ij Г1 

'2 = - = -г=============~ 

k I(~J-~ 
([оЗ/р)2- 1 

20 

(500/250)2 -1 

Товщина стінки труби S =(55 - 20) мм =35 мм_ 
3_ Знайдемо оптимальний тиск Ре натягу складеного ЦWlіндра з умови 

рівноміцності внутрішнього та зовнішнього циліндрів та допустимий 
внутрішній тиск РІ_ Дано: 'і = 40 мм; Г2 = 110 _ мм; r. = 80 мм; [о] = 600 МПа_е 

Розрахунок виконаємо за ІУ теОРІЄЮ МЩНОСТІ_ 

Напруження у внутрішньому циліндрі будуть найбільшими при г = '1 
і такими за формулами (16_14), (16_15) та (16_24): 

(о) - -Р гl r=1j - І' 
222 . 

Г2 +'1 2Ге (16_63)
()ОеІ г=г\ =-2--2 РI--2--2 Ре =1,31РI- 2,67Ре_ 

Г2 -'І 'е -ГІ 

У зовнішньому циліндрі напруження будуть найбільшими при г =Ге і 
такими за формулами (16_14), (16_15), (16.17): 

'і '22 [ 2](ОгП)г=г =-2--2 1-"2 РІ-Ре =-О,136РІ-Ре ;с 
Г2 -'1 Ге 

() 'і2 [ Гі ] ті + 'е2 Оеп г=тс =-2--2 1+"2 РІ +-2--2 Ре = 0,44 РІ +3,25ре · 

Г2 - 'і Ге '2 -'е 


Умова рівноміцності за ІУ теорією має вигляд 

~--------------------

J(oel)2 - (оеІ ХОтІ)+ (ОтІ 'f = J(оеп)2 - (оеп ХогП)+ (огп)2. 
Підставивши вирази напружень через тиски, звільнившись від ради

калів та звівши подібні члени, дістанемо 

3,74р? -13,62РІРе -7,68p~ =0. 
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Розв'язавши це рівняння відносно Рс' знайдемо, що 

РІ =4,12рс · (16.64) 

Оптимальний тиск РС визначається умовою міцності 

~(aeI)2 - (аеІ )(arI)+ (arI )2 =[а]. 

Використовуючи формули (16.63) для a rI і аеІ та залежність (16.64), 
матимемо 

(1,31.4,12-2,67)2 Р; +(І,3І.4,12-2,67)р; +4,122 р; =[а], 

звідки знаходимо, що РС = 114,5 МПа. 
Допустимий внутрішній тиск 

РІ = 4,12рс = 4,12·114,5 МПа = 472 МПа. 

4. Сталева труба з внутрішнімдіаметром 2rl = 4 см та зовнішнім 2r2 = 8см 
нагрівається так, що температура внутрішньої поверхні ТІ = зооос, а 
зовнішньої Т2 = 2000с. Визначимо температурні напруження в трубі, вва
жаючи, що по товщині стінки температура змінюється за лінійним зако

ном. При розрахунку візьмемо Е=2.105 МПа; 11=0,3; а=125·10-7 . Пе
ревищення температури внутрішньої поверхні над зовнішньою Т* = 
=ТІ - Т2 = 1ОО ос. 

За формулою (16.50) знаходимо колове та осьове напруження біля внут
рішньої поверхні труби: 

ЕаТ* [ 2(ri - rn]
а = а = 3r; - =(е)г=г! (z)r='i 3(I-u)(r,,-r,) 1 r}-r? 

5 7 [ 2(43 _23)]= 2 ·10 ·125 ·10- ·100 3.2 _ МПа = -198 МПа. 
3(1-0,3)(4-2) 42 _22 

За формулою (16.51) знаходимо напруження ае та a біля зовнішньоїz 

поверхНІ: * [ 2 (ri - r?)] 
(.а) - (а) - _~E::..:a:::.T~_-:- 3" - 
е r=r2 - z r=r2 - 3(І - u) ( r" - r, ) 2 r} _ rl2 

= 2·105 ·125·10-7 .100[3.2_ 2(43 - 23)] МПа = 159 МПа. 
3(1-0,3)(4-2) 42_22 

В інших точках поперечного перерізу труби напруження можна об
числити за формулами (16.47) - (16.49). 

§ 1Об. Розрахунок обертових дисків 

Обертові диски широко застосовують у парових та газових турбінах, у 
компресорах, вентиляторах та машинах хімічної промисловості. Диски за

знають дії навантажень, що спричинюють розтягання та згинання їх, а та
кож дії високих температур. Істотне значення мають відцентрові сили. Як 
правило, навантаження та температурне поле симетричні відносно осі диска, 
внаслідок чого і напруження є функціями тільки відстані від осі обертання. 

Обмежимося розглядом диска постійної товщини, який навантажено 
силами, що діють паралельно його серединній площині й рівномірно роз
поділені по його товщині. Розглянемо також нагрівання диска при лінійно
му законі зміни температури вздовж радіуса. 

Вважатимемо, що диск тонкий і внаслідок цього напруження по його 
товщині не змінюються, а в напрямах, паралельних осі, взагалі їх немає 
(az = о). у такій постановці задача про визначення напружень у диску 
належить до так званої плоскої задачі теорії пружності, точніше - до 
задачі про плоский напружений стан. 

Розглянемо обертовий диск постійної товщини h, що має центральний 
отвір (рис. 461, а). До позначень на рисунку додамо ще й такі: у / g 
питома маса матеріалу диска; (о - кутова швидкість обертання. 

Як і в розглянутому вже прикладі розрахунку товстостінного цилінд
ра, виріжемо уявно елемент диска двома меридіональними площинами, 
кут між якими в серединній площині дорівнює d8, і двома циліндрични
ми поверхнями радіусами r та r + dr (рис. 462, а). 

Крім сил, прикладених по гранях елемента (рис. 462, б), на елемент 
діють сили інерції у вигляді відцентрової сили, розподіленої по всьому 
об'єму й зведеної до рівнодійної 

dm(02 r =1.. hrd8dr(02 r. 
g 

Ця сила також лежить у серединній площині диска й напрямлена вздовж 
радіуса від осі обертання. 

Прирівнявши до нуля суму проекuій усіх сил на вісь х, щО збігається з 
бісектрисою кута d8, дістанемо рівняння рівноваги в такому вигляді: 

dar у 2 2 
r-+a -ае +-(0 r = о. (16.65)

dr r g 
Це рівняння відрізняється від рівняння рівноваги (16.1), здобутого при 

розрахунку товстостінного циліндра, тільки доданком (у / g )(02 r 2, який обу
Мовлений дією відцентрових сил. Геометричні та фізичні рівняння не відрізня
Ються від рівнянь (16.2) - (16.4), виведених для товстостінного циліндра. 

Диференціальне рівняння для радіальних переміщень точок диска у 
цьому разі набирає вигляду 

2 І 2 
d u+..!.du_...!i..=_~1..(02r. (16.66) 
dr2 r dr r2 Е g 

452 453 



а 

l:~""' (бг+.гіб,.J h(r+rir)riBT'~,-
.. х 

бghriг 
б б 

Рис. 461 Рис. 462 

Це диференціальне рівняння відрізняється від рівняння (16.5) лише 
правою частиною. Записавши його у вигляді 

.!!...[ld(U,)] =_1-1./ 1..())2, (16.67)
d, , d, Е g 

та проінтегрувавши послідовно двічі, знайдемо 

ВІ 1-/l2 y 23 
U=А'+-----()) , (16.68)

1 , ВЕ . g 


Підставивши цей розв'язок у вираз (16.4) для напружень, матимемо 


а =A+J!._3+/l1..())2,2. (16.69)
r ,2 S g , 

ае = А _J!._1+3/l У 2 2 (16.70)2 -В--()) г , 
, g 

де 

Е Е
А=--А1 , а В=---В1 . 1-/l l+/l 

Сталі А та В (а отже, А1 та ВІ) визначаються з граничних умов. Най
частіше відомі радіальні напруження на зовнішньому та внутрішньому 
контурах диска. Т~)діпри '=lj аг =аГІ' а при '='2 аг =аг2 . Відповідно 
до виразу (16.69) ц1 умови дають два Рlkняння: 

а =A+J!._3+/lY 2 2 а" =A+~_3+/lY 2 2'і 2 ---()) r, .
lj 8 g l' 2 ,:} 8 g())'2' 

розв'язуючи які відносно А та В, знайдемо 

,:} r,2 3 + 11 У ( )А = ---а - __1_ а +__r' _())2 r,2 + т:2 . (16.71)2 2 Г2 2 2 Гl 8g 12' 
'2 - 'і '2 - lj 


2 2 2 2 

- '2'і 'і'2 3+/lY 222В --2--2 аГ2 --2--2 аГ1 --8--g ()) '1 '2' (16.72) 

Г2 -'і '2 -'1 
Якщо на зовнішньому та внутрішньому контурах диска напружень 

немає, тобто а" = о та а r = О, то 
2 '1 

А = 3 ~ /l ~ ())2 (lj2 +':} ); (16.73) 

B=_3+/l1.())2'I2,{. (16.74)
8 g 

Підставляючи останні значення А та В у формули (16.69) та (16.70), 
Ма1имемо 

3+ [ г.>2 
2 т:2 _,2 (16.75)аг =---r:~())2 'і2 +'{ - ] ; 

(16.76)Ое ~Ню2 
[(3++2 ні + ,,:;і ]-(1 +3~),2 J 

Взявши для стислості 

з"=k; ~=p; 3+/l1..())2,{ =с; 1+3/l =m, (16.77) 
'2 '2 8 g 3 + /l 

формули (16.75) та (16.76) можна переписати так: 

О, ~++k2[,- p~ )_р2} (16.78) 

(16.79)Ое ~++e[1+ p~ )_~2J 
Напруження аr додатне і, як неважко переконатися, досягає найбіль

шого значення при р =Jk =J'I /'2' Тоді 

аr шах = с(l- k )2 . (16.80) 

Напруження ае при всіх значеннях р також додатне і досягає найбіль
Шого значення біля внутрішнього краю диска (при р = k): . 

аеmaх =c[2+(1-m)k2 J (16.81) 

Порівнюючи формули (16.80) та (16.81), переконуємося, що ае шах зав
жди більше ніж агтах . Тому, перевіряючи міцність диска за енергетич

454 455 



І""'""" 

ною теорією формозміни, умову міцності слід записати у вигляді 

аеквІУ =аеmах =c[2+(I-m)k
2

J::;[cr]. (16 .82) 

У випадку крихких матеріалів перевірку слід виконувати за теорією 
Мора, яка при crз = crr = О приводить до тієї самої формули (16.82). 

Характер розподілу напружень а, та ае уздовж радіуса диска з отво
ром при k = 0,2 та /.1 = 0,3 показано на рис. 461, б. 

Формули для напружень у суцільному диску (без отвору) можна дістати 
з формул (16.69) та (16.70), якщо взяти до уваги, що на осі диска (при r = О) 
напруження повинні мати скінченні значення . Для виконання цієї умови 
стала В має дорівнювати нулю, і тоді формули наберуть такого вигляду: 

cr r =A_3~/.1~co2r2 ; (16.83) 

ае=А_1+3/.1У_ со2r 2 (16.84)
8 g 

Сталу А знайдемо з граничних умов на зовнішньому контурі (при 
r = r2). Якщо диск зазнає дії лише сил інерції власної маси, спричинених 
його обертанням, а зовнішнього навантаження на зовнішньому контурі 
немає, тобто crr2 = О, то, згідно з формулою (16.83), 

2А = 3 + /.11. co r}. (16.85) 
8 g 

Підставляючи це значення А у формули (16.83) та (16.84), маємо 

crr =С(I- р2); (16.86) 

ае=с(l-mр2). (16.87) 

Обидва напруження додатні при всіх значеннях р та збільшуються в 
міру наближення до осі диска . На осі диска при р = о 

3+/.1 У 2 2 
crrmax = аеmах = с = ---со r2. (16.88)

8 g 

За знайденими напруженнями легко визначити переміщення та дефор
мації в диску. 

Найбільш цікаво знати радіальне переміщення та збільшення радіуса, 
що дорівнює йому . Згідно з виразом (16.3), 

u = ger. (16.89) 
Оскільки 

Єе = ~ (ае - /.1о"r ), 

то 

и= ~(cre-/.1crr). (16.90) 

Для визначення переміщення на зовнішньому контурі та збільшення 
радіуса у формулу (16.90) треба підставити r = r2' ае = ае2 та crr = crr2 . 

У разі нерівномірного нагрівання диска до напружень, спричинених 
відцентровими силами його власної маси та контурними навантаження
ми, додаються температурні напруження . 

Визначимо окремо температурні напруження. Хід розв 'язання цієї за
дачі аналогічний щойно розглянутій. Рівняння рівноваги дістанемо з 
рівняння (16.65), поклавши со = о. Воно буде таким самим, як для розра
хунку товстостінного циліндра [формула (16.1)]: 

dcrr Оr---+cr -ае = (16.91)dr r - . 

Відносні деформації з урахуванням температурного розширення ви

значаються так: 1 
g r = E(crr -/.1crе)+аТ; (16.92) 

Єе = ~(crе-/.1crr)+ат. 
Розв'язуючи спільно ці рівняння відносно напружень, дістанемо 

crr = ~[gr + /.1Єе -(1 + /.1) аТ]; 
1-/.1 (16.93) 

ае = ~[Єe + /.1g r -(1 + /.1) аТ]. 

1-/.1 


Ураховуючи вирази (16.2) та (16.3), матимемо 


crr =~[ddu+/.1~-(I+/.1)ат]; 
1-/.1 r r , " (16.94) 

ае =~[~+/.1 du -(1+/.1) аТ].
1-/.12 r dr 

Позначимо т* = Т2 -1J (див. рис. 461, а). При лінійній зміні темпера
тури вздовж радіуса диска Т =т* (r-1j )/ (r2 -rl)' і останні вирази наби
рають вигляду 

* r-rl ]=-- (16.95)cr Е [dU-+/.1--(I+/.1)аТu -- ;r 1 - /.12 dr r r2 - rl 

Е [и du * r- 1j ]ае =-- -+/.1--(I-/.1)аТ -- . (16.96)
1 - /.12 r dr r2 - rl 

Модуль пружності та коефіцієнт Пуассона вважаємо сталими, таки
ми, що не залежать від температури і дорівнюють їхнім значенням при 
середній температурі диска. 

Підставляючи формули (16.95) та (16.96) у рівняння рівноваги (16.91) , 
дістаємо таке диференціальне рівняння для визначення переміщень у тем
пературній задачі : 

2
d u +1. du _~ = J..:!J:... aT* (16.97)
dr2 r dr r2 r2-1j 
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Записавши рівняння у вигляді 

.!L.[.!. d(Ur)]= 1+~ аТ* (16.98)
dr r dr r2 -1j 

та проінтегрувавши його послідовно двічі, визначимо переміщення: 

D] 1+~ *2 
u = C,r+-+ ( )ат r . (16.99) 

r 3r2 -'i 
Підставивши цей розв'язок у формули (16.95) та (16.96) для напружень, 

матимемо 

D т* (16.100)
(Jr = С+2+ 3( _ )a.Er;

r r2 r] 
D 2 т*

(Іе =C------аЕг (16.101) 
- r2 3 r2 -1j , 

де 

Е [aT*r,] ЕС=- С,+-- ; D=-=D].
1 - ~ r2 - 'і 1+~ 

Сталі Ста D можна визначити з граничних умов: при r = r, напружен
ня (Jrl = О, при r = r2 напруження (Jr2 =О. 

Якщо обертовий диск нагрівається нерівномірно, то напруження від 
відцентрових сил та температурні напруження слід складати. У разі 
лінійної зміни температури вздовж радіуса, склавши праві частини ви
разів (16.96) та (16.100), а також виразів (16.70) та (16.101), матимемо 

_ L 3+~ у 2 2 т* . 
(Jr - К+2--8--(0 r - ( )a.Er, (16.102) 

r g 3 r2 -r, 

L 1+3~ У 2 2 2 т*
(Іе = К------(0 r ----аЕг, (16.103) 

r2 8 g 3 r2 -r] 
де К = А +С, L = В +D - нові сталі, які також визначаються з гранич
них умов. 

Приклад 73. Знайдемо напруження в обертовOJ.1У нерівномірно нагрітому диску по
стійної товщини з централЬНUAl отвором. Зовнішній діаметр диска d2=500 А1.М, діОАlетр 
отвору d J=100 А1.М, товщина диска h = 10 мм і частота обертання n=ЗООО хв-І. На 
одиницю довжини зовнішнього контуру диска при цій частоті обертання діють відцен

трові сили обода та лопаток Р'2 = 0,1 МНІм; внутрішній діаметр диска вважаЄАIО 
вільниА1. ТеАmература біля внутрішнього контуру 11 = 200 ос, а біля зовнішнього 
Т2 =300 ос і змінюється вздовж радіуса за лінійним законоА1. Матеріал диска - сталь 
з такUAШ характеристикОАШ: Е =2·105 МПа; 11 =0,3; У = 78,5 кН/мЗ; а =125· 10-7. 

Визначимо сумарні напруження від відцентрових сил та від нерівномірного на
грівання . Для цього скористаємося формулами ('6.102) та (16.103). Обчислимо вели
чини , що входять до цих формул: 

3+111. 2=з,378,5(з,14.3000)2 =325 МПaJм 2 . 
8 g оо 8 981, 30 ' 

1+311 1.002 = 12 78,5(з,14'3000)2 = 187 МПaJ 2 . 
8 g 8 9,81 30 м , 

.'L)aE= 100 ,125.10-7·2.105= 416МПaJм;
r2 -rl 3(25-5).10

1.~aE = 2 100 125.10-7 . 2. ІСУ = 833МПaJм. 
3 r2 -1j 33(25-5) . 10-2 

Підставивши ці значення у формули (16.102) та (16.103), матимемо 

а = К +..f..-325r2 -416r' 
r r 2 ' 

L 2
ае = К -2"-187r -833r. 

r 
Р. • , І j ~ 

Сталі К та L знайдемо з граничних умов: r.z ~ 

при r = Гl = 5 см ау = al] = о; 


при r = r2 = 25 см 


Р, 010 

а =а =_2 =-'-МПа=10МПа 80нПа І ,,"'...Jt;::,J; І k1;""" "І 

r Т2 h 0,01 . 
Ці умови дають два таких рівняння: 23НПа 

10=К +_L--З25 . 0 252-416 ·0 25' 2 ' , ,
0,25 

Рис. 463L 2
О =К+--2 -325·0,05 -416·0,05, 


0,05

або 

625·10-4к +L =83945.10-4; 25.10-4к +L =540.10-4. 

Розв'язавши рівняння, знайдемо, що К = 139 МПа, а L = -2935 ·10-4 МПа,м2 . 
Рівняння для визначення напружень набирають такого вигляду: 

-4 -4 
aг=139_2935~10 325r2 -416r; ae=139+2935~10 187r2 -833r. 

r r 

Обчислимо напруження ау при середньому значенні радіуса 

r = Тl + Т2 = 5 + 25 см = 15 см. 
ер 2 2 

Матимемо (-4 ~ 
(аУ )г=15 =l139 29~~;;~ -325·0,1§ -416 0,15)мпа=56мпа. 

Напруження (Іе обчислимо при r = Т = 5 см, r = r = 15 см та r = r2 = 25 см:l ep 

(ае) -5 = (139 + 2935 .1~-4 -187.0,052 -833 .0,05) МПа = 214 МПа;
т- l 0,05 

(ае )г=15 = [139 + 29~~1·~~-4 -187· о , 152 -833.0,15) МПа = 23 МПа; 

(2935.10-4 2 )()ае r=25 =lI39+ 0,252 187.~,25 -833·0,25 МПа =-80 МПа. 

Епюри напружень наведено на рис. 463. 
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17 ЕЛЕМЕНТИ ТЕОР!', ТОНКОСТІННИХ Розділ ОБОЛОНОК 

§ 107. Вступ 

у різних галузях техніки широко застосовують такі конструктивні еле
менти, які з погляду розрахунку Їх на міцність і жорсткість можна зараху
вати до тонкостінних оболонок, товщина яких значно менша, ніж радіу
си кривини. Це цистерни, воДонапірні резервуари, повітряні й газові ба
лони, куполи будинків, герметичні перегородки в літаках і підводних чов
нах, апарати хімічного машинобудування, частини корпусів турбін і 
реактивних двигунів тощо. 

Розглянемо елемент оболонки (рис. 464). Взагалі у перерізах, якими 
виділено елемент, діють лінійні (віднесені до одиниці довжини перерізу) 
зусилля (рис. 464, а) і моменти (рис. 464, 6): нормальні зусилля N! та N2 ; 

дотичні (зсувальні) зусилля S! та S2; поперечні сили Q! та Q2; згинальні 
моменти М! та М2; крутні моменти МІ кр та М2кр' Вихідні диференці
альні рівняння для розрахунку оболонок, здобуті з урахуванням усіх цих 
зусиль і моментів, виявляються такими складними, що інтегрування Їх 
навіть для найпростіших задач пов'язане з великими математичними труд
нощами. 

Проте в багатьох окремих випадках вихідні диференціальні рівняння і 
розв'язання задачі значно спрощуються. Цього можна досягнути, по-пер
ше, враховуючи характер самої задачі. Якщо оболонка становить тіло 
обертання і навантаження симетричне відносно осі оболонки, то задачу 
називають вісесuметрuчноlО і в цьому разі в усіх перерізах, утворених пло
щинами, що проходять крізь вісь симетрії, і в перпендикулярних до них 
перерізах 

М1кр = М2кр = SI =S2 =0; Q! =0 (або Q2 =0). (17.1) 

По-друге, якщо форма оболонки, характер навантаження та закріп
лень дають змогу зробити висновок, що які-небудь зусилля або моменти 
всюди малі порівняно з рештою силових факторів, то виходять з припу
щення, що ці зусилля і моменти дорівнюють нулю. Наприклад, часто вва
жають, що 

МІ = М2 = М!кр = М2кр = О; Q! = Q2 = О, (17.2) 

і в результаті доходять до так званої безмоменттюї теорії оболонок. 

а бРис. 464 

Ще більше спрощуються рівняння і розв'язання їх, якщо поєднуються 
обидві зазначені обставини - розглядається вісесuметрuчна задача в без
моментній теорії оболонок. Тоді виконуються всі рівності (17.1) та (17.2). 

§ 108. Напруження у вісесиметричній оболонці 

Розглянемо резервуар (рис. 465), що є вісесиметричною оболонкою. В 
ній меридіональні перерізи серединної поверхні утворюють плавні криві 
без зломів. Товщина стінки h оболонки невелика порівняно з радіусами 
кривини. Вільний край резервуара закріплений так, що на нього можуть 
діяти тільки зусилля, дотичні до меридіональних кривих. Тоді можна вва
жати, що оболонка перебуває в безмоментному напруженому стані, для 
якого справедливі рівності (17.2). 

Нехай резервуар заповнений (частково або повністю) газом, рідиною 
чи сипкою речовиною. Тиск р. МПа, в цьому разі може змінюватися по 
висоті (тобто вздовж осі резервуара), але буде однаковий в усіх точках 
площини, перпендикулярної до осі резервуара. Тоді оболонка перебу
ватиме не тільки в безмоментному, а й у вісесиметричному напружено
му стаю. 

Виділимо прямокутний криволінійний елемент ABCD оболонки 
(рис. 465) двома близькими осьовими перерізами та двома ортогональ
ними до них і до поверхні оболонки перерізами (ос
танні перерізи є двома конічними поверхнями з вер
шинами на осі резервуара). Довжини граней елемен

та позначимо ds! і ds2. 
Згідно з рівностями (17.1) та (17.2), у гранях еле

мента діють тільки нормальні лінійні зусилля N! і N 2 

та відповідні напруження 0"1 і 0"2 (розтягальні у разі 
внутрішнього тиску і стискальні - у разі зовнішньо
го). Отже, грані елемента - головні площадки. 
у гранях АВ і CD зусилля N 2 можуть відрізнятися 

на величину dN2; зусилля N! У гранях ВС і АD унаслі
док осьової симетрії однакові. Рівнодійне зусилля в 
кожній грані елемента дорівнює добутку відповідно
го лінійного зусилля на довжину грані. Рис. 465 
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О, 

Рис. 467 

Елемент ABCD серединної поверхні 
оболонки з прикладеними до нього зусил
лями і тиском зображено на рис. 466. Точ
ка О - центр елемента, точки 01 і 02 

Рис. 466 центри головних кривин серединної по
верхні, 001 - нормаль до поверхні елемента. Головні радіуси кривини 
серединної поверхні позначено через РІ і Р2' причому РІ - радіус ши
ротної кривини, а Р2 - радіус меридіональної кривини. Очевидно, 

dSI = Pldq:>l; dS2 = P2d q:>2· (17.3) 

Запишемо умову рівноваги елемента, прирівнюючи до нуля суму проек
цій усіх сил на нормаль до елемента . Розглядаючи рис. 466 і 467, дістаємо 

2Nlds2 sin(dq:>1 12)+ N2dsI sin(dq:>2 12)+(N2 +dN2 )dsl sin(dq:>2 12)

- pds\ dS2 = о. 

Доданок dN2ds\ sіп(dq:>212)має більш високий порядок малості, і ним 
можна знехтувати. Враховуючи також малість кутів dq:>\ та dq:>2 і спів
відношення (17.3), знаходимо, що 

. dq:>\ dq:>\ 1 dS I . dq:>2 1 dS2
sш--=--=-_· sш--=--

2 2 2 РІ ' 2 2 Р2 . 
Підставляючи ці вирази в рівняння рівноваги і поділивши його на 

ds l ds2, матимемо 

НІ І РІ +Н2 І Р2 = р. (17.4) 

Вираз (17.4) встановлює залежність між двома зусиллями - Н\ та N 2. 
Оскільки невідомих зусиль два, то для визначення Їх одного рівняння не
достатньо . Додаткових рівнянь рівноваги елемента скласти більше не мож
на. Тому запишемо рівняння рівноваги довільної скінченної частини 
А І СІВ І оболонки (рис. 465 і 468). Для цього проведемо переріз конічною 
поверхнею А І D І В І ' нормальною до серединної поверхні оболонки, по 
контуру АІВ .І 

По контуру перерізу А І В І (по колу радіусом r) діють лінійні зусилля 
Н2 · На одиниці довжини контуру вони дають вертикальну проекцію 

Н2 cos.a , де а -::- кут ~ахил~ N z 
меридJOНальнOl КРИВОІ до ОСІ • ~ 11-0--=--:==----1 

резервуара. Тому сумарне 


вертикальне зусилля від дії 


Н2 напрямлене вгору і дорів


нює 2rcrN2 cosa. Вертикаль

2 С,но вниз діють тиск prcr , вага 

Рис. 468 Рис. 469Qрід рідини (чи сипкої речо

вини), що міститься в об'ємі А І СІВ , та вага Qp частини резервуара
І 
А ІСІВІ. Тоді з умови рівноваги 

2rcrN2 cosa- prcr 2 -Qрід -Qp = о; (17.5) 
pr Qрід +Qp

N - +--'--'-'---'
2 - 2cosa 2rcrcosa 

Рівняння (17.4) і (17.5) дають змогу знайти всі зусилля в вісесиметричній 
безмоментній оболонці. Часто це рівняння записують у напруженнях. 

Вважаючи, що згинальних і крутних моментів в оболонці немає, при
пускаємо тим самим, що по товщині й напруження розподіляються рівно
мірно (як при простому розтяганні-стисканні). Тому (рис.469) 

N=a·h·l=ah. (17.6) 

Крім того, меридіональні напруження і радіуси кривини часто позна
чають ат і рт,ане а2 і Р2' широтні (колові) величини - а, і РІ замість 
аl і РІ. Відповідно до цього 

НІ = alh; Н2 = amh. (17.7) 

Підставляючи ці вирази в рівняння (17.4) та (17.5) і враховуючи заува
ження щодо індексів, дістанемо 

а, ат р 
-+-= (17.8)
РІ Рт h 

та 

pr Qрід +Qp 
а = + . (17.9)
т 2hcosa 2rcrhcos а 

Формула (17.8) має назву формули Лапласа; формулу (17.9) іноді нази
вають рівНЯ1mям рівноваги зони або просто рівнянням зони. Напруження 
ат зветься меридіональним нормальним напруженням, а, - коловим (ши
ротним, кільцевим) нормальним напруженням. 

Оскільки оболонка тонкостінна, то замість радіусів РІ Рт і r серединної 
поверхні оболонки у формули (17.8) та (17.9) можна підставляти відповідні 
радіуси зовнішньої чи внутрішньої поверхні. 

Слід звернути увагу ще й на те, що напружений стан в такій оболонці 
ми визначали тільки з рівнянь рівноваги, не розглядаючи геометричний 
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p=const ~a_ ~.2R~ 5,. _ 
~--5,. -? 

6t . 
L----1Г:а--

Рис. 470 Рис. 471 

та фізичний аспекти задачі. Це пояснюється тим, що ми відразу постулю
вали закон розподілу напружень по товщині оболонки - вважали їх по
стійними. 

Як уже зазначалося, напруження ат і а - головні. Третє головнеІ 
напруження напрямлене нормально до поверхні оболонки в даній точці. 
На одній з поверхонь резервуара (внутрішній чи зовнішній - залежно 
від того, з якого боку діє тиск) воно дорівнює тискур, а на протилежній 
нулю. В тонкостінних оболонках завжди ат і а значно більші ніж рі,І 
отже, третім головним напруженням порівняно з ат і аІ можна знехту
вати, тобто вважати його нульовим. 

Отже, вважаємо, що матеріал оболонки перебуває в плоскому напру
женому стані. Тоді для розрахунку на міцність у небезпечних точках за
лежно від стану матеріалу слід застосовувати відповідну теорію міцності. 
Наприклад, для пластичних матеріалів за ІУ теорією міцності умова 
міцності має вигляд 

_ І 2 +аІ
2 <[ ]аеквІУ -"ат -атаІ - а. (17.10) 

Розглянемо приклади розрахунку безмоментних оболонок. 
Сферичний бшlOН заповнено газом, тиск якого дорівнюєр (рис. 470). У 

цьому разі внаслідок центральної симетрії 

Рт =РІ =R; ат =аІ =а. 

Тому на підставі формули (17.8) 

а р pR
2 R =;;, або а=2];' 

Отже, головні напруження 

pR 
аІ = а2 = 2];' (17.11) 

Умови міцності за І, ІІІ і ІУ теоріями міцності мають однаковий виг
ляд: 

_ pR ~ [а]. (17.12)аеквІУ - 2h 

Циліндричний балон заповнено газом, тиск якого дорівнює р (рис. 471). 

Тут о 
Р =R; =ОО .І Рт 

Тоді з рівняння (17.8) 

аІ ат Р
-+-=
R оо h'тобто 


а _ pR 
 (17.13)I-~ 

Рис. 472h 
Для визначення ат проведемо переріз а-а, перпендикулярний до осі 

циліндра, і розглянемо рівновагу будь-якої з частин циліндра . В результаті, 
виходячи з формули (17.9) і поклавши Qрід = Qp = о та а =О, матимемо 

pR
ат =2];' (17.14) 

Отже, кільцеві напруження а удвічі більші за меридіональні ат' Тому,І 
наприклад, у клепаного резервуара поздовжній шов має бути в два рази 
міцніший, ніж поперечний. 

Зазначимо, що здобуті результати справедливі тільки для центральної 
частини циліндра, оскільки ті частини, що примикають до днищ, не мож
на розрахувати за безмоментною теорією (докладніше про це розпові
дається нижче). 

Резервуар у вигляді кульового сегмента (рис. 472) заповнено рідиною 
(або сипкою речовиною) з густиною у. Вводимо полярний кут <р, який 
визначає положення довільної точки А. Тоді 

а=900 -<р; РІ =Рт =R; r=Rsin<p; H=R(cos<p-соs/3); 

р =уН =yR(cos<p - cos/3). 

З рівняння Лапласа (17.8) випливає, що 
2

pR yR ( )ат + аr = h = -h- cos <р - cos /3 . 

Тепер скористаємося рівнянням (17.9). Величина Qрід дорівнює вазі 
рідини в об'ємі кульового сегмента А СВ: 

Qрід =yVACB =y%nH;(3R-Не ). 
Висота кульового сегмента 

Не = R(I- cos<p). 
Тому 

Qрід = і R3(l-cos<p)2(2+cos<p) . 

Підставляючи в рівн~IННЯ (17.9) вирази для р, r, Qpiд, а і нехтуючи 

вагою резервуара Qp' Дlстаємо 
2 2 

_ yR [1+COS<P+cos <p cos/3] (17.15)ат --h- з(I+cos<p) -2
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2та 

а = yR [2COs
2 <р + 2cos <р -1 cos13] (17 .16) 

(h 3(1 + cos <р) 2· 

Максимальні напруження діють в точці с, де <р = о : 
yR 2 (l-cosl3) (17.17)атmах = a lmax = 2h 

На краю оболонки ( <р =13 ) 
2 213а (13)=-а (13)= yR 2-cos13-cos , (17.18)

т ( 6h 1+ cos 13 

причому кільцеві напруження стають стискальними. 

Купол у вигляді кульового сегмента радіусом R з товщиною стінки h 
(рис. 473) виготовлений з матеріалу густиною у. Вага одиниці площі по
верхні купола q =yh. Її складову, нормальну до поверхні, 

qn =q cos <р = yh cos <р 

можна розглядати як тиск, що діє на поверхню. Всередині купола тиск 
дорівнює нулю, тому в рівнянні Лапласа слід покласти р =-qn' а в рівнянні 
зони р =о. 

Ураховуючи, щО РІ =Рт =R, з рівняння Лапласа знаходимо 

pR
ат +а =t=-уRсоs<р. (17.19)І 

Щоб дістати додаткове рівняння, обчислимо вагу частини А св резер
вуара: 

Qp =qSACB =yhSACB ' 

де площа бокової поверхні кульового сегмента А св 

SACB =2nRНc =2nR 2 (I-соs<р). 
Отже, 

Qp =2nyhR2 (l-cos<p). 

Підставивши тепер У формулу (17.9) вираз для Qp і r=Rsin<p; 
а = 900 - <р; р = О, а також ураховуючи 
(знаком «мінус»), що в перерізі АВ вагаг 

частини А св купола спричинює стис
кання, знайдемо 

yR 
а = (17.20)
т 1+ cos<p· 

Тоді з рівняння (17.19) 

а = yR 1- cos<p - cos
2 <р (17.21)

( 1+ cos<p
Рис. 473 

Меридіональні напруження всюди стискальні і зростають в міру відда
лення від вершини купола до краю. Кільцеві напруження у верхній час
тині купола від 'ємні (стискальні); при <р = 51 050' вони перетворюються на 
нуль, а при <р > 51050' стають розтягальними. Здобуті результати справед
ливі , якщо опорна будова купола така, що в ньому можуть виникати тільки 
реакції, напрямлені по дотичній до меридіональної кривої. 

§ 109. Розпірні кільця в оболонках 

Досі ми розглядали оболонки, меридіональні перерізи яких становили 
плавні криві, кривина яких не змінюється. Розрахунок таких тонкостінних 
оболонок за безмоментною теорією дає цілком прийнятні для практики 
результати. 

Тепер дослідимо вплив переломів меридіональної кривої на напруже
ний стан оболонки. Нехай у деякому перерізі А-А (рис. 474) оболонка 
має такий перелом, що дотичні до меридіональної кривої ліворуч і право
руч від точки А утворюють між собою кут не 1800, а 1800 - (а + а2).l 
Розглянемо меридіональні напруження ат і ат (рис. 475) у перерізах 
В-В та с-с, нескінченно близьких дО A~A (ці rfереріЗи утворені коніч
ними поверхнями 01ВВ і 02Сс' нормальними до серединної поверхні обо
лонки). Лінійні зусилля в цих перерізах дорівнюють ат hl і ат h2
(рис. 476), де hl і h2 -товщини частин J і 2 оболонки. І · 2 

З умови рівноваги кільця ввес випливає, що 

атІ hl cosal2nr = ат2 h2cosa2 2nr, 

тобто 

ат h1cosaj =ат h2cosa2· (17.22)
І 2 

Отже, проекції зусиль ат hl і ат h2 на вісь оболонки взаємно зрівнова
жуються. Інакше буде з проеkціями Дих зусиль на площинуА-А (рис. 476). 
Додаючись, вони дадуть лінійне радіальне зусилля 

q = anllhl sina l +anl2 h2sina2· (17.23) 

Зусилля q можна розглядати як місцеве навантаження, що стискає 
оболонку. Це навантаження може спричинити в оболонці значні згинальні 

ВА С 
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напруження. Щоб зменшити згин, у резервуарах часто встановлюють 

кільця жорсткості, або розпірні кільця (рис. 477), які сприймають раді
альні зусилля q. 

Розпірне кільце навантажене за схемою рис. 478. У ньому виникають 
тільки стискальні напруження, і умова міцності для кільця має вигляд 

qRK-::; []а , 	 (17.24)
FK 

де R - радіус осі кільця; F - площа поперечного перерізу кільця, а q
K 	 K 

визначається за формулою (17.23). 
Іноді замість розпірного кільця утворюють місцеве стовщення оболон

ки (рис . 479), загинаючи краї днища резервуара всередину обичайки. 
Якщо оболонка зазнає зовнішнього тиску, то меридіональні напру

ження будуть стискальними і, згідно з формулою (17.24), радіальне зусилля 
q напрямлене назовні. Тоді кільце жорсткості чинитиме опір не стискан
ню, а розтяганню. При цьому, очевидно, умова міцності (17.24) залишаєть
ся такою самою. 

Зазначимо, що розпірне кільце не ліквідує повністю згинальні напру
ження, а лише зменшує Їх. 

Розглянемо як приклад циліндричний резервуар зі сферичними днища
ми (рис. 480), заповнений газом, тиск якого дорівнює р, МПа. У місці кріплен
ня днищ до циліндра поставлено розпірні кільця. Треба визначити товщини 
стінок і площу перерізу кільця, якщо допустимі напруження відомі. 

Товщину h, стінки днища знаходимо з формули (17.12): 

h > pR 
, - 2[а] ' 

Виходячи з ІУ теорії міцності й користуючись формулами (17.1 О), 
(17.13) та (17.14), запишемо умову міцності для циліндричної оболонки 

'p2 2 p2 2 p2r2r r
аекв rv 4hi +;;г- 2hi ::; [а], 

ЗВЩКИ 

~ ~ prJ3 
2[а] . 

Тоді меридіональне напруження в днищі 

pR 
ат, -'2h', 

а в циліндричній оболонці 

pr 
ат2 - 2h 

2 

Підставляючи ці значення у формулу (17.23) Рис. 480 
і враховуючи, що в даному прикладі а, = 
=.900 - а, а2 = О, знаходимо радіальне зусилля, прикладене до розпірного 
КІльця: 

q = pR cosa2 . 

Нарешті, вважаючи, що радіус кільця R ::::; r, з формули (17.24) визна
K 

чаємо потрібну площу поперечного перерізу кільця: 

F = qRK pRrcosa 
к [а] 2[а] 

§ 110. 	Крайова задача для тонкостінної 

циліндричної оболонки 


Розглянемо одну з найпростіших задачмоментної теорії оболонок: по 
краю тонкої напівнескінченної циліндричної оболонки (рис. 481) рівномір
но розподілені лінійні поперечні сили Qo і згинальні моменти мо; крім 
того, на оболонку діє постійний внутрішній тиск р; треба визначити пе
реміщення точок оболонки і напруження в ній. 

Ця задача має деяке самостійне значення, і, крім того, здобуті в ній 
результати в наступному параграфі використовуватимуться для визна
чення місцевих згинальних напружень. 

Виділимо з ' оболонки напівнескінченну смужку одиничної ширини 
(рис. 481 і 482, а) двома осьовими перерізами. Центральний кут між ними 
малий і становить 

<р = 11 R. 	 (17.25) 

у кінцевому перерізі на смужку діють зу
силля Qo і момент МО' по поверхні - тиск р, 
по поздовжніх краях - кільцеві (широтні) х 
зусилля N" змінні вздовж краю. 

Введемо осі координат w та х: вісь w на
прямляємо від осі оболонки по радіусу, вісь 
х - по твірній (рис. 482, а). Розподілене по 
поверхні й по поздовжніх краях навантажен
ня можна звести до лінійного навантаження 
q{x), що діє в площині шх паралельно осі ш. Рис. 481 
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Виділивши в околі довільної точки А (рис. 482, а) елемент смужки зав
довжки одиниця і вважаючи, що q(x) > О, якщо навантаження діє від осі 
оболонки назовні, матимемо 

q(x)=-ql(х)+Q2' 

Ураховуючи малість кута <р і формулу (17.25), дістанемо 

ql(x)=2N1·l.sin(<p/2)=N1<P=N1IR; q2 =р·l·l=р. 
Отже, 

q(x)= p-N1І R. (17.26) 

Розподілене навантаження q(x), а також Qo іМо спричинюють плос
ке згинання смужки в площині ШХ. ЦЮ смужку можна назвати балкою
смужкою і далі розглядати їі як напівнескінченну балку (рис. 482, а) пря
мокутного перерізу 1х h. 

Розглядаючи згинання балки-смужки, треба врахувати, що, прогина
ючись, вона взаємодіє з сусідніми смужками. Один аспект цієї взаємо
дії враховується доданком - N1І R У виразі (17.26) для лінійного на
вантаження q(x). Крім того, зазначена взаємодія приводить до збільшен
ня жорсткості балки-смужки на згинання в площині шх порівняно зі 
звичайною балкою. З 'ясуємо, чому це відбувається і як має враховува
тися. 

При згинанні звичайної балки формай поперечних перерізів змінюєть
ся : ширина перерізів у зоні , де поздовжні волокна стиснуті, збільшується, 
а в розтягнутій зоні - зменшується (штрихові лінії на рис. 483, 6). Не 
змінюється лише ширина нейтрального шару. В балці-смужці внаслідок 
взаємодії ії з сусідніми смужками таких змін поперечного перерізу не може 
бути . Проте виникають напруження аz ' які перешкоджають зміні розмірів 
у напрямі, паралельному осі z, внаслідок чого Е z = О. Отже, в балці-смужці, 
на відміну від звичайної балки, крім напружень ах у поперечному пе
рерізі (рис. 483, а) , діють ще й напруження a z у поздовжніх перерізах, 
перпендикулярних до нейтрального шару (рис . 483, 6). Цим пояснюється 
збільшення жорсткості на згинання балки-смужки. 

Кожний нескінченно тонкий шар матеріалу балки, паралельний нейт
ральному, перебуває в плоскому напруженому стані (рис. 483, в). Це тре
ба враховувати при виведенні диференціального рівняння пружної лінії 
балки-смужки. 

Диференціальне рівняння згинання для балки-смужки можна дістати 
так само, як і для звичайної балки (див. § 66). При цьому статичний і 
геометричний аспекти задачі виражаються тими самими залежностями 
(10.3) і (10.6), що і для звичайної балки, а саме : 

а) статичне рівняння 

JaxydF =М (х); СІ 7.27) 
F 

б) геометрична залежність 

у d 2w(x)

Ех = - , або Ех = ? у . (17.28) 

Р dx 
фізиЧflий аспект задачі (залежність між напруженням ах у попереч

ному перерізі та відносною деформацією Ех) для балки-смужки на підста
ві узагальненого закону Гука з урахуванням того, що E = О, виражаz 
ється так: 

а а а а 
є =~-II~' Є =_z -II~=O або а =llа 
х Е ,... Е' Z Е ,... Е ' Z "" х' 

з цих формул знаходимо 

Еах -- _ ·_-є (17.29) 
l-J..t2 х' 

м 

( -t::: 

Х 

dx 

~ бх 

х 
х 

6z 

LJ/)l'd&6r 
~ 

dx 

а - І. о r в 
Рис. 483 
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Підставивши вирази (17.28) і (17.29) У рівняння (17.27), матимемо 

Е 2 d 
2
w;x) fdFi =М(х). 

1-/1 dx F 

Для балки-смужки з розмірами перерізу 1х h елемент площі dF = ldy. 
Тоді 

2 +h/2

Е 2 d ш;х) f idy=M(x), 
1-/1 dx -h/2 

і після обчислення інтеграла 

~!i d 
2
w(x) =М(х). 

1-/12 12 dx2 

Вводячи позначення для так званої циліндричної жорсткості D = 
Eh

3 Ф . , б= ( ),ди ереНЦ1альне РІВняння згинання алки-смужки запишемо у 

12 1-/12 

ВИГЛЯДІ 2 

D d ш~х) =М(х). 
dx 

(17.30) 

Двічі диференціюючи по х обидві частини цього рівняння і враховуючи, 

що d 2M(x)/dx2 =q(x), матимемо 
4 

d w(x) = q(x). (17.31)D dx,j 

Отже, для балки-смужки диференціальне рівняння пружної лінії має 
ВИГЛЯД 

Dd4W(x) = р_ N}. (17.32) 
dx4 R 

Тепер виразимо кільцеве (широтне) зусилля N} оболонки через про
гин балки ш(х) (див. рис. 482, а). Одночасно ш(х) є також радіальним 
переміщенням точок оболонки (рис. 484) внаслідок дії Qo, МО і р. Це пе
реміщення спричинює в кільцевому напрямі відносне подовження 

21t[R+w(x)]-21tR ш(х) 
(17.33)Є[ = 21tR =--р:-' 

Вважаючи, що розтягальних меридіональних напружень в оболонці 
немає, знайдемо кільцеве напруження 

С5І=ЕєІ=~Ш(Х) (17.34) 

і, нарешті, кільцеве зусилля 

Eh
N} =С5І ·h·l =R"w(x). (17.35) 

Підставляючи цей вираз у рівняння (17 .32), матимемо 

d 4w(x) Eh 
D 4 +-2Ш(Х)=Р' (17.36)

dx R 

Рівняння (17.36) ідентичне рівнянню (11.12) (див. §73), 

що описує згинання балки на пружній основі, якщо взяти 


Eh 
а=-2' 

R 

Тому перетворимо рівняння (17.36) так само, як це зроблено в § 73. 
Поділивши рівняння (17.36) на D, враховуючи вираз (17.30) і позна

чивши 

a=~13(1-/12) (17.38) 
R2h2 ' 

ДІстанемо 

d 4w( )_---'-x~+4а4ш(х) = Е. (17.39)
dx4 D 

Введемо нову безрозмірну незалежну змінну 

І; = ах. (17.40) 
Оскільки 

d 4w(x) 4 d 4w(l;) 3(1-/12)d4w(l;) 

dx4 -
-а 

dl;4 
-
- R2h2 d1;4' 

то рівняння (17.39) остаточно набере вигляду 
4 2

d w(l;) 4 (j:) = 4pR (17.41)dl;4 + w ':> Eh' 

Легко перевірити, що частинний розв'язок цього рівняння при постій
ній інтенсивності тиску р буде 

R2 
-Р (17.42)wч - Eh 

Однорідне рівняння, що відповідає рівнянню (17.41), точно збігається 
з рівнянням (11.16), і його загальний інтеграл має вигляд (11.17). Тому 
загальний розв'язок рівняння (17.41) матиме вигляд 

2 

ш(l;) = p~ +e-~ (Acosl; + Bsinl;) + e~ (Ccosl; + D1sin 1;). (17.43) 

Четверту сталу позначено D}, а не D, щоб не переплутати її з цилінд
ричною жорсткістю. 

Рис. 484 

(17.37) 
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Очевидно, що в міру віддалення від краю, де діють лінійні поперечні сили 
Qo і зг.инальні моменти Мо' вплив Їх на переміщення ш має зменшуватись і 
в нескінченно віддалених точках зовсім зникнути. Отже, Ш'( оо) має бути 
скінченною величиною. Оскільки ес, безмежно збільшується зі зростанням 
~, то, щоб прогини смужки безмежно не зростали, треба покласти 

C=D] =0. 

Тосі R2 
ш(~) = E-+е-С,(Асоs~+ Bsin~). (17.44)

Eh 
Скориставшись відомими диференціальними залежностями для балок 

(замінивши жорсткість Е] циліндричною жорсткістю D): 
2 2 

0= dш =а dш. М =D d ш = Da2 d ш. 
dx d~ , dx2 d~2 ' 

Q=D d Зш =DаЗ d 
З
ш 

dxЗ d~З ' 

з формули (17.44) дістанемо такі вирази для кутів нахилу пружної лінії, 
згинальних моментів і поперечних сил: 

0= ае-с, [А(cos~ + sin~) + В(cos~ - sinO]; 

М =Da2e-С,(2Аsіп~-2Всоs~); (17.45) 

Q=DаЗе-с' [2А(cos~ -sin~) + 2В(cos~ ніп ~)]. 
Виразимо сталі А і В через Qo і Мо. Оскільки (див. рис. 482, б) 

мо =М!с,=о; Qo =~c,=0' 

то з останніх двох формул (17.45), поклавши ~ = О, визначимо 

-2ВDа2 =МО ; Da3 (2A+2B)=Qo, 

ЗВІДки 

_ 1 ( ). 1А--- Qo+aMo ' В=---Мо ·з2а D 2a2D 
Підставивши значення коефіцієнтів у вирази (17.44) і (17.45), остаточ

но знаходимо: 

2 
ш= pR +_1з-е-с'[Qосоs~+аМо(соs~-sіп~)];

Eh 2а D 

0= -;-е-С,[Qо (cos~ +sin~)+ 2аМо cos~]; 
2а D (17.46) 
М =l.e-С,[Qоsіп~ + аМо (cos~ +sin~)]; 

а 

Q =е-с, [Qo (cos~ -sin~) - 2аМо sin~], 

причому а дається формулою (17 .38), ~ - формулою (17.40). 

Здобуті формули є розв'язками 
поставленої задачі, оскільки дають 
змогу обчислити в довільному по
перечному перерізі оболонки раді
альне переміщення w, кут 0 нахи
лу деформованої твірної до осі обо
лонки, лінійний згинальний момент 
М і лінійну поперечну силу Q. До
датні напрями цих величин збіга
ються з додатними напрямами шо 

00 ' Мо і Qo (на рис. 482,6 шо > О,' Рис. 485 
Мо > О, Qo > О, а 00 < О). 

Дослідивши згинальні напруження в балці-смужці, виділеної з тонко
стінної циліндричної оболонки, ми дістали розв'язок і для всієї оболонки. 
Напруження ах у балці-смужці є згинальними напруженнями атУ мери
діональному напрямі оболонки (в її поперечних перерізах), а напруження 
аz - згинальними напруженнями а У кільцевому напрямі (в поздовжніхІ 
перерізах). Епюри ат і аІ наведено на рис. 485. Напруженням ат відпо
відає згинальний момент М, а напруженням аІ - момент МІ' 

Вище було показано, що az =~ax, тобто а = ~aт' Тоді, очевидно,І 
MI=~' (17.47) 

у поздовжніх перерізах оболонка також зазнає розтягання або стис
кання (залежно від того, зсередини чи ззовні діє тиск). 

Максимальні напруження визначаються за формулами 

М МІ N]
а -' а -+ +
ттах - w' Ітах --W ""р' 

де 

1. h2 
W=-6-; F=l·h. 

Отже, 

_ 6М _ 6М] N] 


(17.48)аттах -7' аІтах -7+Т' 
Величини МІ і N] знаходимо за формулами (17.47) і (17.35) після об

числення за формулами (17.46) ш іМ. Знаючи максимальні напруження і 
вибравши ту чи іншу теорію міцності, можна виконати розрахунок на 
міцність. При цьому треба правильно вибрати знак у формулі для аІтах . 

З'ясуємо тепер, як далеко від краю оболонки поширюється вплив кра
йових моментів Мо. Зробимо це на числовому прикладі. 

Приклад 74. Сталева труба (Е = 2 . JrY МПа. fl = 0.3) радіусо.ЛІ R = 40 мм із 
товщиною стінки h = 2 мм зазнає дії рівномірного внутрішнього тиску р = 2.5 МПа і 
крайових моментів Мо =33.3 Н . JИ/м (рис. 486) . Побудуємо епюри ЗА1іни максимальних 
меридіональних і кільцевих напружень уздовж осі труби. 

За відсутності крайових моментів у всіх перерізах було б 

pR 2,5·4
IJт =0; IJІ =т=отМПа=50МПа. (17.49) 

, 
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Поклавши Qo = о, з формул (17.46) знайдемо 

R2 МШ =L-+-o-e-~(cos~-sin~); (17.50)Q:: 
Eh 2a2D 

М =Moe-~(cos~+sin~) 
і, згідно з формулами (17.48), (17.35), (17.38), (17.30) 
і (17.47), у точках біля внутрішньої поверхні 

6М 6Мо -~ .
а =-=--е (соs~+sш~); (17.51) 
ттах h2 h2 

61!М Е pR
а/тах =-;;Г+їі.Ш=Тz+ 

6Мо ~1_~2 -~( І' . 1')
+~amтax +7 -з-е соs.,-sш.,.

о 
Підставивши числові значення р, R, Мо' h,~, 

матимемо 

а/тах = 50 +42 , 5e-~cos~ -12 ,5e-~sin ~ = 25(2 + 1, 7e-~cos~ -0,5е-~ sin ~). (17.52) 

Нарешті, згідно з формулами (17.40) і (17 .38), 

R 2h 2 _ -.)4.0,2x=5.=~ 
а 3(1-~2) - ~З.О,91 ~=0,695~. 

Користуючись таблицями функцій e-';(cos~+sin~) , e-~cos~ і e-~sin~ (табл. 18 і 
дод. 12), обчислюємо значення аmтах і а/тах для ряду значень ~ (табл. 18) і за цими 
даними будуємо епюри зміни по довжині оболонки максимальних меридіональних і 
кільцевих напружень у точках біля внутрішньої поверхні в поперечних і поздовжніх 

перерізах оболонки (рис. 486). 

Таблиця 18 

40 

20 

2 4 б 8 10 Х,cl1 

РИС. 486 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Х, СМ І; e-~ cos І; е-{ sin І; [3] + [4] ат тах -
= 50·[5] 

1,7·[3] 0,5·[4] [2]+[7] 
- [8] 

О, тах = 
= 25· [9] 

О О 1,000 О 1,000 50,0 1,700 О 3,700 92,5 
0,21 0,3 0,708 0,219 0,927 46,4 1,204 0, 110 3,094 77,4 
0,49 0,7 0,371 0,329 0,700 35 ,0 0,631 0,165 2,476 61,9 
0,76 1, 1 0, 151 0,297 0,448 22 ,4 0,257 0,148 2, 109 52,7 
1,04 1,5 0,016 0,222 0,238 11,9 0,027 0,111 1,916 47,9 
1,32 1,9 - 0,048 0,141 0,093 4,7 -0,082 0,071 1,847 46,2 
1,60 2,3 - 0,067 0,075 0,008 0,4 - 0, 114 0,038 1,848 46,2 
1,88 2,7 - 0,061 0,029 - 0,032 - 1,6 - 0,104 0,014 1,882 47,0 
2,15 3,1 - 0,045 0,002 - 0,043 - 2,2 - 0,076 0,001 1,923 48,1 
2,43 3,5 - 0,028 - 0,011 - 0,039 - 2,0 - 0,048 0,006 1,958 49,0 
2,7 1 3,9 - 0,015 - 0,014 - 0,029 - 1,5 - 0,026 - 0,007 1,981 49,5 
2,99 4,3 - 0,005 - 0,013 -0,018 - 0,9 - 0,008 - 0,007 1,999 50,0 
3,27 4,7 0,000 - 0,009 -0,009 - 0,4 0,00 - 0,004 2,004 50, 1 
3,54 5,1 0,002 -0,005 - 0,003 - 0,2 0,003 - 0,003 2,000 50,0 
3,82 5,5 0,003 0,003 0,000 О 0,005 - 0,002 2,008 50,2 

~10 5,9 0,003 0,001 0,002 0, 1 0,005 - 0,001 2,006 50,2 

Ці епюри показують, що прикладені до краю оболонки згинальні мо
менти МО впливають на напружений стан оболонки тільки в безпосередній 
близькості від місця прикладання Їх. Уже на деякій відстані від краю на
пруження практично не відрізняються від добутих у результаті розрахунку 
оболонки за безмоментною теорією . Такий характер розподілу напружень, 
спричинений в даному разі дією розподіленого моментного навантажен
ня на краю оболонки, називають крайовим ефектом. Швидко згасаючі 
місцеві напруження виникають також при дії поперечних сил Qo , розподі
лених по краю оболонки (див. рис . 481). 

§ 111. 	Приклади врахування згинальних напружень 

в оболонках 


Введене поняття крайового ефекту в оболонках здебільшого спрощує 
розрахунок конструкцій, які за своєю розрахунковою схемою належать 
до циліндричних оболонок. Слід зазначити, що виведені в попередньому 
параграфі формули для напівнескінченної циліндричної оболонки мож
на застосувати і для скінченних оболонок, якщо тільки Їхня довжина знач
но перевищує розміри зони крайового ефекту. 

Припустимо, що до довгого тонкостінного ЦWlіндра (рис. 487) в перерізі 
А - А прикладене рівномірно розподілене по периметру перерізу наванта
ження інтенсивністю q, НІм. У цьому разі крайовий ефект симетричний 
відносно перерізу А - А. Тому: 

а) навантаження q розподіляється порівну на ліву та праву частини 
циліндра, тобто (див. рис. 481) 

Qo =-!, 
причому початок координат вибираємо в точці О (рис. 487); 

б) дотична до пружної лінії балки-смужки в перерізі А - А паралель
на осі циліндра, тобто (див. рис. 482) 

О0 = О11;=0 = о. 

Тоді з другого рівняння (17.46) знаходимо, що 

Mo=!L 
4а' 

де 

a=~3(1-~2)
R 2h2 . 

Підставляючи значення Qo іМо У формули (17.46) , враховуючи, що 
р =О, дістаємо 
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ш =-+e-I;(cos~+sin~); 
8а D 

w 0= --q-e-I; sin~; 
4a 2D 

~ 
(17.53)

М = !Le-I; (cos~ -sin~); 
Рис. 487 Рис. 488 

4а 

Q =-1 е-І; cos~. 

Звідси, зокрема для перерізу А - А (~= о), 

ш =шо=__q_=_~~3(1_J.l2)(R)3/2; (17.54) 
тах 8a3D 2Е h 

М =М =!L= qJRh (17.55) 
тах о 4а ~ ( 2) .443 1- J.l 

Максимальні напруження обчислюють за формулами (17.48). 
Нехай на тонкостінну трубу (рис. 488) насаджено з натягом тонке кільце, 

площа поперечного перерізу якого дорівнює F ; модуль пружності Ек·
K 

Якщо позначити через q інтенсивність радіального зусилля, що вини
кає між кільцем і трубою, а через 8 - натяг (різниця між зовнішнім раді
усом труби і внутрішнім радіусом кільця до насадження), то з умови суміс
ності деформацій 

IШkl + Іштах І = 8, 

де шк = :RF 
2 - збільшення радіуса кільця після запресування; штах 

максимал~нКий прогин труби, тобто прогин у перерізі посадки кільця. 
Труба перебуває в умовах, близьких до умов попереднього прикладу, 

тому штах визначається за формулою (17.54). Підставивши вирази для 
шк і штах в умову сумісності деформацій, знайдемо 

q[L+_1 ~3(1_J.l2)(!i)3 / 2]=8,
EKFK 2Е h 

звідки визначимо q. Потім за формулами (17.55) і (17.47) знайдемо зги
нальні моменти, а за формулами (17.48) - напруження . Переміщення 
обчислимо за формулою (17.54). 

18 РОЗРАХУНОК КОНСТРУКЦІЙ Розділ ЗА ГРАНИЧНИМИ СТАНАМИ 

§ 112. Основні відомості про граничний стан 

Розрахунки на міцність окремих стрижнів, балок та конструкцій, роз
глянуті раніше, rpунтуються на оцінці міцності матеріалу в небезпечній 
точці. При таких розрахунках найбільші нормальні, дотичні або еквіва
лентні напруження (залежно від виду напруженого стану та вибраної тео
рії міцності) у небезпечному перерізі та в небезпечній точці порівнюються 
з допустимим напруженням. Якщо найбільші розрахункові напруження 
не перевищують допустимих, то вважають, що належний запас міцності 
конструкції забезпечено. Такий спосіб розрахунку на міцність називають 
розрахунком за допустимими напруженнями. 

Метод розрахунку на міцність за допустимими напруженнями, безпе
речно, забезпечує міцність конструкції, проте здебільшого не дає змоги 
раціонально використовувати всі й можливості й часто призводить до 
завищеної ваги. 

При розрахунку за допустимими напруженнями небезпечним, або гра
ничним, станом конструкції вважається такий й стан, при якому найбіль
ше напруження хоч би в одній точці матеріалу конструкції досягає небез
печного значення - границі текучості (для пластичного матеріалу) або 
тимчасового опору (для крихкого матеріалу). Стан решти маси матеріа
лу не враховується. 

Проте при нерівномірному розподілі напружень (наприклад, при згинан
ні, крученні) у статично невизначуваних конструкціях, виготовлених з плас
тичних матеріалів, поява місцевих напружень, які дорівнюють границі теку
чості, здебільшого не є небезпечною для всієї конструкції. Практика свідчить, 
що при появі місцевих пластичних деформацій конструкція ще може задо
вольняти вимоги, що ставляться до неї, і для переходу її в граничний стан 
потрібне дальше зростання навантаження. Отже, насправді конструкція має 
запас міцності більший, ніж при розрахунку за допустимими напруженнями. 
у зв'язку з цим недоліком методу розрахунку на міцність за допусти

мими напруженнями виникла потреба в новому підході до оцінки міцності 
конструкцій. Було запропоновано метод розрахунку конструкцій за гра
ничним станом . 

Під граничним стшlOМ конструкціїрозуміють такий ії стан, при якому 
вона втрачає здатність чинити опір зовнішньому навантаженню або пе
рестає задовольняти експлуатаційні вимоги. 
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Рис. 489 Рис. 490 Рис. 491 

Наведемо деякі приклади, що характеризують граничні стани. 
Випробування слабкоармованих залізобетонних балок показують: 

щойно напруження в арматурі досягають границі текучості, балка силь
но і необоротно провисає, а також покривається багатьма тріщинами. 
Зрозуміло, що дальша експлуатація такої балки неможлива, хоч для руй
нування П й потрібне ще деяке збільшення навантаження. Отже, залізобе
тонна балка переходить у граничний стан, як тільки напруження в арма
турі досягають границі текучості. 

Сталеві стрижневі конструкції можуть перетворитися на кінематично 
змінювані після утворення достатньої кількості так званих пластичних 
шарнірів, тобто появи в стрижнях таких перерізів, у всіх точках яких напру
ження дорівнюють границі текучості. Проте в деяких типах конструкцій 
цей процес може відбуватися так, що після утворення перших пластич
них шарнірів (задовго до перетворення цих конструкцій на кінематично 
змінювані) дальша експлуатація їх стане неможливою внаслідок значних 
залишкових деформацій, що виникають. У цих випадках виникають гра
ничні стани конструкцій. 

Розрізняють три види граничних станів: 
а) перший граничний стан - за несівною здатністю (міцністю, стій

кістю та опором утоми при змінних напруженнях); 
б) другий граничний стан - за розвитком надмірних деформацій (про

гинів, перекосів та ін.); 

в) третій граничний стан - за утворенням або розкриттям тріщин. 
Розрахунки за граничними станами широко застосовуються при про

ектуванні будівельних конструкцій та споруд. Поширюються методи цих 
розрахунків і в машинобудуванні, причому і тут виявляється їхня прогре
сивна роль: вони дають змогу використати резерви міцності, які не вико
ристовуються при розрахунках за допустимими напруженнями. Розраху

нок за граничними станами дає змогу зменшити вагу конструкцій. 
Тут розглядатимуться деякі приклади розрахунків за несівною здат

ністю конструкцій з пластичних матеріалів, які мають площадку текучості 
на діаграмах розтягання, стискання і чистого зсуву. 

Площадку текучості мають діаграми напружень маловуглецевих ста
лей та деяких інших матеріалів (рис. 489). Наприклад, крива на діаграмі 
напружень алюмінію (рис. 490) за межею дії закону Гука має дуже слаб
кий нахил, і при розрахунках й можна вважати горизонтальною прямою. 

Щоб спростити розрахунки, діаграми розтягання, стискання та чис
того зсуву для пластичних матеріалів схематизують так, що пряма зако
ну Гука безпосередньо сполучається з горизонтальною прямою без плав
ного переходу (рис. 491). Саме цим приймається рівність між границями 
пропорційності та текучості. Довжина горизонтальної ділянки діаграми 
не обмежується, тобто матеріал вважається таким, що не зміцнюється (іде
ально пластичним). Така діаграма має назву діаграми Прандmля. 

Зазначена схематизація досить точна для матеріалів типу алюмінію і 
цілком допустима для матеріалів, що мають діаграми з обмеженою довжи
ною площадки текучості (див. рис. 489). Це випливає з таких міркувань. 
За наявності такої площадки текучості, як, наприклад, у м'яких вуглеце
вих сталей, відносне подовження на початку зміцнення Ed У кілька разів 
перевищує відносне подовження єс на початку появи пластичної дефор
мації. Тому навіть при нерівномірному початковому розподілі напружень 
(згинання, кручення, наявність концентраторів), але дальшому послідов
ному поширенні пластичної зони з вирівнюванням напружень, границі 
текучості вони досягнуть одночасно по всьому перерізу раніше, ніж поч
неться зміцнення матеріалу в точках з найбільшою пластичною деформа
цією. Отже, граничний стан, що визначається значною пластичною де
формацією, настане до початку зміцнення матеріалу, і граничне наванта
ження можна обчислити за границею текучості. 

Для складного напруженого стану, як зазначалося в розд. 6, запропоно
вано різні теорії переходу матеріалу в пластичний стан. Найпростіше роз
рахунки виконуються при використанні теорії пластичності Сен-Венана. 
Згідно з цією теорією, пластичний стан матеріалу при складному напру
женому стані настає тоді, коли найбільші дотичні напруження досягають 
граничного значення - границі текучості при зсуві: 

(18.1)'tтax ='tT • 

Наведеними вище положеннями й будемо користуватися надалі. 

§ 11 з. Розрахунки при розтяганні й стисканні 

При розтяганні та стисканні напруження по площині поперечного пе
рерізу стрижня розподіляються рів
номірно. Внаслідок цього розраху
нок на міцність статично визначува
них систем за допустимими напру НІ Н;]
женнями і за граничним станом дає 
один і той самий результат. У разі 
статично невизначуваних систем 

результати різні. А х 
Доведемо це на прикладах. р 

Визначимо запас міцності три
а б 

стрижневої підвіски (рис. 492, а. 6), 
164·508 

р 

Рис. 492 480 
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навантаженої силою Р. Площі поперечних перерізів стрижнів однакові . 
Матеріал пластичний з границею текучості ат, 

Розрахунок за допустимим напруженням. Задача один раз статично 
невизначувана. Її розв'язання розглянуто в § 37. При F[ =F2 коефіцієнт 
k =1, і тоді з формул (5.50) та (5.51) знайдемо 

N[ = 1 з Р; (18.2) 
1 + 2cos а 

2
-N 

з-
- cos а Р (18.3)N2- . 

1 + 2 соsз а 
Очевидно, завжди N[ > N 2 = Nз , тобто більше зусилля виникає в се

редньому стрижні. Отже, в середньому стрижні буде й найбільше напру

ження: N Р 

а=у= з F' (18.4)
1 + 2cos а 

Запас міцності при розрахунку за граничним напруженням 

а (1+2соsЗа)Fат 
nт = ---.l (18.5) 

а Р 

Розрахунок за граНИЧllИМ станом. Граничний стан конструкції буде 
характеризуватися вичерпуванням несівної здатності, яке настане тоді, 
коли в усіх стрижнях напруження досягнуть границі текучості. Знайдемо 
граничне навантаження для конструкції. ' 

Оскільки напруження в стрижнях при пружній роботі Їх неоднакові (у 
середньому стрижні більші, ніж у крайніх), то границі текучості напружен
ня досягнуть не одночасно в усіх стрижнях. Спочатку при навантаженні 
fi т настане пластична деформація в середньому стрижні, Зусилля в ньому 

N[T =aTF. (18.6) 

При цьому, згідно з виразом (18,2), 

fiT = (1+2соsЗ а )aTF. (18 .7) 

Після появи пластичної плинності в середньому стрижні конструкція 
ще зберігає здатність сприймати навантаження, що зростає. При цьому 
зусилля в середньому стрижні залишається постійним і дорівнює N[ т' Кон
струкція перетворюється на статично визначувану, і зусилля в крайніх 
стрижнях визначається з умови рівноваги вузла (рис. 493): 

. N=N=P-атF (18 .8) 
2 З 2cosa' 

Несівна здатність конструкції вичерпується тоді, коли й у крайніх 
стрижнях напруження досягнуть границі текучості. Навантаження, що 
відповідає цьому моменту, буде 

Ргр = aTF + 2FaTFcosa = (1 + 2cosa)aTF. (18.9) 

Запас міцності при розрахунку за граничним станом 

PflJ (l+2cosa)aTF
n =- (l8.l О)

f1J Р Р 

Очевидно, що nгр>nт ' Наприклад, при а=300 nгр / nт =I,19. Отже, 
розрахунок за граничним станом дає змогу виявити прихований запас 

працездатності конструкції. 
Визначимо запас міцності трисхідчастого бруса (рис. 494), виготовле

ного з пластичного матеРІалу. 

Розрахунок за допустимим напруженням. Задача один раз статично 
невизначувана, Умова рівноваги має такий вигляд: 

RA +RB -2Р=0. (18.11) 

Деформації ділянок бруса мають задовольняти умову 

!!..І[ +!!..І2 + !!..Із = О, 

або 


RBa RBa RAa 
- -----+-- = О . 

EF 2EF EF 
Звідси випливає, що 

3 (18.12)RA =2 RB ' 

Підставляючи значення RA у вираз (18.11), знайдемо 

4
RB =sp· (18.13) 

Реакція верхнього закріплення 

6 
RA =sP' (18.14) 

Ділянки І та ІІІ бруса стиснуті зусиллями N] = NJl = (4/ 5)Р, а ділянка 
ІІІ розтягнута зусиллям N lll = (6/ 5)Р. 

Найбільші напруження виникають у поперечних перерізах верхньої 

ділянки. Ці напруження .R 
A 

ат = N;] = ~;. (18.15) 

N2Запас міцності за границею текучості 

ат 5 aTF 
nт =-=-6-Р' (18.16) 

ат 

Розрахупок за граnИЧIlИМ етапом. 

Насамперед з'ясуємо, який стан для роз
глядуваної системи буде граничним. З р 
розрахунку випливає, що в межах пруж

Ijності а III > а] > а lJ ' Тому при зрос

танні навантаження границі текучості Рис. 493 Рис. 494 


t:I 
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спочатку досягнуть напруження на верхній ділянці. Цей стан не призведе до 
вичерпання несівної здатності системи, оскільки нижні ділянки, що перебу
вають у пружному стані, будуть чинити опір навантаженню, яке зростає . 
ЗУСИJШя, що сприймається верхньою ділянкою, при цьому постійне: 

Nlllгp=RA=aTF. (18 .17) 

Ділянки І та ІІ стиснуті зусиллям 

Nz =Nll =RB =2P-RA =2P-атF. (18.18) 

При дальшому зростанні навантажень Р пластичний стан настане в 
нижній ділянці І, де напруження більші, ніж на ділянці Il. Цей момент і 
відповідає вичерпанню несівної здатності системи, оскільки середня ділян
ка Mi~ пластично деформованими зонами не зустріне зростаючого опору 
переМІщенню. 

Отже, граничний стан системи характеризується появою текучості 
одночасно у верхній та нижній ділянках. 

Граничне навантаження знайдемо з умови 

Nzrp 2Ргр-атF 
аІгр =р-= F ат · (18.19) 

Звідси 

Ргр = aTF. (18.20) 

Запас міцності системи, навантаженої силами Р, 
р. а F 

fIГP =;; =-t-. (18.21) 

Порівнюючи формули (18.16) та (18 .21), бачимо, що запас міцності 
виявився більшим, ніж при розрахунку за допустимим напруженням. 

§ 114. Розрахунки при крученні 

При крученні стрижнів з круглим поперечним перерізом дотичні на
пруження в пружній зоні пропорційні відстаням точок перерізу від осі 
стрижня (рис. 495) і визначаються за формулами 

Мкр
't=--P (18.22)

J ' 
р 

а 
Мкр (18.23)'tmax =W' 

р 

Якщо крутний момент збільшується, то пластичні деформації виника
ють не відразу по всьому поперечному перерізу, а поступово, і зі зростан
ням моменту поширюються від найвіддаленіших точок до осі стрижня. 
Внаслідок цього розрахунки на міцність за напруженнями в найбільш не
безпечних точках і за граничним станом дають різні результати навіть у 
статично визначуваних системах. Розрахунок за граниЧJШМ станом і в 

цьому разі дає змогу виявити до
даткові резерви міцності. 'rmaxРозглядаючи кручення в плас

тичній зоні, будемо припускати, ~C.'[що залежність між дотичними на
пруженнями й відносним зсувом 


для матеріалу відповідає ідеалізо


ваній діаграмі з необмеженою го Рис. 496 

ризонтальною ділянкою (рис. 496). 


При деякому значенні крутного моменту Мт = 1:TW p напруження 1:тах 
у найбільш віддалених точках перерізу досягнуть границі текучості. Внаслі
док збільшення напружень в усіх точках, що лежать ближче до осі, стри
жень збереже здатність сприймати зростаючий крутний момент. У міру 
дальшого збільшення останнього зростання напружень припиняється в 
тих точках, де вони досягли границі текучості, а в решті точок, які утво
рюють так зване пружне ядро, напруження зростають . Епюру напружень, 
що відповідає цьому стану стрижня, наведено на рис. 497, а. Пружне ядро 

має радіус 'і ' 
Якщо пластична зона пошириться на весь переріз, несівна здатність 

стрижня буде вичерпана, оскільки далі він буде закручуватися без збіль
шення крутного моменту. Епюру напружень у цьому стані стрижня зобра
жено на рис. 497, б. 

Об~ИСЛ~мо грани~ший крутний момент МГР' що відповідає вичерпан
ню HeClВHOl здаТНОСТІ стрижня. ' 

Виділимо в поперечному перерізі елементарну площадку у вигляді 
кільця завширшки dp (рис. 497, в) . Розмір площадки, на якій діють до
тичні напруження 'tT , становить dF = 21tpdp, а момент від цих напружень 

відносно осі стрижня буде 'tT = 21tp2dp. 
Крутний момент у перерізі дорівнює сумі всіх елементарних моментів 

внутрішніх сил . Тому 
d/2 

Мгр = 'tT 21t J p2dp, 
оабо мЗ 

Мгр ='tTU ' (18 .24) 

'(, 

а 

Рис. 495 

б 

Рис. 497 

8 
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Величина 1td З (18.25)~=Wрпл12 
називається nластичним моментом опору при крученні. Тоді 

Мгр =ТтWрпл. (18 .26) 

Знайде~<? відношення граничного моменту Мгр та ~OMeHТY Мт' при якому 
в перерlЗl вперше виникнуть напруження теКУЧОСТІ: 

Мгр Wрпл (18.27)= W .Мт p 

Підставившизначення Wрпл =1tdЗ/12 та Wp =1td
З/16, дістанемо 

Мгр 4 
(18.28)м=з' 

т
або 4 (18.29)Мгр =зМт = 1,33Мт · 

Такий прихований запас працездатності круглого стрижня, ЩО вияв
ляється при переході від розрахунку за допустимими напруженнями до 

розрахунку за граничним станом. 

у скручуваних стрижнів кільцевого поперечного перерізу розподіл на
пружень у пружній стадії ближче до рівномірного, тому різниця в запасах 
міцності, що виявляється при розрахунку за граничним станом та за до

пустимими напруженнями, буде меншою. 
Як приклад розглянемо стрижень круглого поперечного перерізу, кінці 

якого жорстко затиснуті (рис. 498, а). У проміжному перерізі стрижня 
прикладений закручувальний момент Мк. Визначимо запас міцності при 
розрахунку за допустимим напруженням та за граничним станом. 

Розрахунок за допустимим uаnруженням. Розкриємо статичну невизна
чуваність при пружному стані матеріалу. 

J І Л ~м Позначи~ши реакти.вні момеІ:ІТИ через МАНК 
та Мв, ДІстанемо РІВняння РІВноваги в та

кому вигляді: 

МА+Мв=Мк · (18.30) 

Деформації мають задовольняти таку 

умову: 

<р = <р І + <р /І =О, 

або МАа _ Мв 2а (18.31)
GJр - GJр . 

Звідси 

МА =2Мв (18.32)· 
в 

Рис. 498 

Розв'язуючи разом рівняння (18.30) та (18.32), знайдемо 

МА =М1кр =tMK ; МВ = Мllкр =~MK . 
Епюру закручувальних моментів зображено на рис. 498, б. 


Найбільші дотичні напруження будуть на ділянці І: 


М1кр МА 2Мк 32Мк
т =--=--=--=--. 
тах W W 1td З 31tdЗ 

р р 3-
16 

Розраховуючи за допустимими напруженнями, маємо 

32М т
т = __К ~ [Т] =-І... (18.33)
тах 31tdЗ nТ 


Звідси запас міцності за границею текучості 


з
't 3м 't

T Tn =--=--- (18.34)
т 't 32Мкmax 

Розрахунок за граничним станом. При збільшенні закручувального мо
менту найбільші напруження наділянці Ідосягають границі текучості, і далі 
зона текучості поширюватиметься до осі стрижня. Якщо текучість охопить 
весь переріз, реактивний момент МА досягне свого граничного значення 

МА = 't W (18.35)
гр т рпл' 

або 1tdЗ 
МАГР =ТТ12· (18.36) 

Цей стан не буде граничним для всього стрижня, оскільки ділянка П, 
щО перебуває в пружному або в пружно-пластичному стані (з пружним 
ядром), збереже здатність чинити опір зростаючому моменту Мк. Несівна 
здатність стрижня вичерпається, якщо й на ділянці П зона пластичності 
пошириться на весь переріз . Реактивний момент МВ при цьому досягне 
свого граничного значення 

(18.37) Мв гр = ТтWр пл' 
або 1tdЗ 

МВГР =ТТ12· (18.38) 

Епюру крутних моментів у граничному стані стрижня зображено на 
рис. 498, в . 

Граничне значення закручувального моменту для всього стрижня знай
демо з умови рівноваги (18.30): 

Мк.гр =МАгр +МВгр • 
або з урахуванням виразів (18.36) та (18 .38) 

1td З (18.39)Мк.гр =ТтТ· 
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Запас міцності 

МК.Гр "Tтrd3 (18.40)nгр =---м- = 6М . 
К К 

Orже, розрахунок за граничним станом показав, що запас міцності стриж
ня значно вищий, ніж той, який дає розрахунок за допустимим напружен
ням [формула (18.34)]. Відношення цих запасів міцності nгр/nт =1,78. 

Слід зазначити, що розрахунки за несівною здатністю цілком прий
нятні при дії постійних крутних моментів. 

§ 115. Розрахунки при згинанні 

у поперечних перерізах балки при згинанні нормальні напруження в 
пружному стані матеріалу розподіляються нерівномірно, лінійно зміню
ючись по висоті балки (рис. 499, а). Найбільші нормальні напруження в 
найвіддаленіших від нейтральної лінії точках поперечного перерізу визна
чаються за формулою 

О"тах = М IW. 

При розрахунку міцності за допустимими напруженнями запас міцності 
визначається як відношення границі текучості матеріалу до найбільшого 
напруження. Таким чином, як небезпечний вибирається стан балки, що 
відповідає досягненню найбільшими нормальними напруженнями в не
безпечних точках границі текучості. Такий стан лише умовно можна вва
жати небезпечним. Балка ще зберігає здатність сприймати згинальний мо
мент, що збільшується. 

Визначимо граничний згинальний момент у разі чистого згинання. 
Розглянемо спочатку балку, поперечні перерізи якої мають дві осі симетрії. 
Границі теКУЧQсті при розтяганні та стисканні вважатимемо однаковими. 

Після появи текучості в найвіддаленіших від нейтральної осі точках пе
рерізу при дальшому збільшенні згинального моменту пластичний стан 
матеріалу поширюється в напрямі до нейтральної осі. До повного вичерпан
ня несівної здатності балки в їі поперечних перерізах будуть дві зони - пла
стична та пружна (рис. 499, б). Граничний стан настане тоді, коли текучість 
пошириться на весь поперечний переріз, оскільки після цього дальша де

мгП,М ~m,8> М.сШ\, df 

(1IJ) сшw!~ СІ§[]2: ІЩІ 
' 
бт ПРУЖНО 5т • 

JОІЩ 

а б в 

Рис. 499 

формація балки відбувається без збільшення згинального т 


моменту. Епюру нормальних напружень у поперечному 


перерізі для граничного стану зображено на рис. 499, в. 
 бН~ШІ\у розглядуваному поперечному перерізі утворюється так 

званий пластичний шарнір, який передає постійний мо 61 
мент, що дорівнює граничному згинальному моменту . Рис. 500 

Граничний момент можна обчислити як суму 
моментів відносно нейтральної осі сил (JTdF у поперечному перерізі 
(рис. 499, в): 

Мгр = f(JTydF =ат 2 fydF = (JT 2Srnax' (18.41) 
F F/2 

де Smax - статичний момент площі половини поперечного перерізу 
відносно нейтральної осі. 

Величину 2Srnax називають nластuчнuм моментом опору та познача
ють Wлл . Тоді 

Мгр = О"тWпл. ..' (18.42) 

Для прямокутного поперечного перерізу завширшки Ь та заввишки h 

bh 2 
Wпл = 4' (18.43) 

Небезпечний згинальний момент при розрахунку за допустимими на
пруженнями 

МТ =O"TW, 

Відношення 


МплlМт =WплlW (18.44) 

характеризує ступінь збільшення запасу міцності балки при переході до 
розрахунку за граничним станом. Для балки прямокутного перерізу 

Wпл =bh 
2 

14 =1 5 

W bh 2 /6 ,. 


Для двотаврових прокатних балок у середньому Wпл І W =1,18.
T 

Якщо переріз балки має тільки одну вісь симетрії в площині наванта
ження (рис. 500), то в граничному стані нейтральна вісь не пройде крізь 
центр ваги поперечного перерізу. Положення нейтральної осі визначається 
з рівності нулю суми проекцій на вісь балки всіх сил O"TdF, розподілених 
по ії перерізу: 

fO"TdF = f O"TdF + Н-О"т) dF = О, (18.45) 
F F, F2 

де Fj - площа розтягнутої зони перерізу; F2 - площа стиснутої зони. 
Звідси 

Fj - F2 = О, або Fj = F2, 

тобто в граничному стані нейтральна вісь перерізу має ділити його пло
щу навпіл. 
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Граничний згинальний момеш 

Мгр =f (JTydF= f (JTdyF+ f (-(Jт)(-у)dF =ат (Sp +Scт), (18.46) 
F рі F2 

де Sp - статичний момент розтягнутої зони перерізу відносно нейтраль
ної осі; Sст - статичний момент стиснутої зони перерізу відносно тієї самої 
осі. 
У цьому разі IDIастичний момент опору 

(18.47)WПЛ = Sp + Scт' 

Наведені міркування щодо визначення граничного стану, еквівалентно
го утворенню IDIастичного шарніра в поперечному перерізі балки, точно 
кажучи, справедливі лише для чистого згинання, якщо немає дотичних на

пpyжeHь. Визначення граничного стану з урахуванням поперечноїсили більш 
складне. Це питання тут не висвітлюється. 

Розглянемо приклад розрахунку балки на згинання за допустимими на
пруженнями та за граничним станом без урахування ВIDIИВУ поперечної сили. 

Балка прямокутного поперечного перерізу, затиснута по кінцях, несе 
рівномірно розподілене по довжині навантаження інтенсивністю q 
(рис. 501, а). Визначимо найбільшу інтенсивність цього навантаження, до
пустиму згідно з розрахунком за допустимими напруженнями та за гра

ничним станом при одному і тому самому запасі міцності n. 
Розрахунок за допустимими напруженнями. Балка статично невизна

чувана. Її розрахунок істотно спрощується завдяки симетрії. Використо
вуючи методи розд. 14, легко знаходимо зайві невідомі та будуємо епюру 
згинальних моментів (рис. 501, а). Найбільший згинальний момент діє в 
опорних затиснутих перерізах: 

Мтах = q[2112. (18.48) 

При збільшенні навантаження q макси
мальні напруження в цих самих пере

різах першими досягають границі теку
чості. Вибираючи запас міцності за гра
ницею текучості таким, що дорівнює n, 
знайдемо найбільшу допустиму інтен
сивність навантаження з умови МЩНОСТІ: 

Мтах /W = ат / n. (18.49) 

Ураховуючи,ЩО W =bh2/6, а Мтах = 

= q\[2/12, маємо 
(J bh2 

q\ = 2--.!..-. (18.50) 
n [2 

Розрахунок за граничним станом. 

Після появи пластичних деформацій у 
найбільш віддалених від нейтральної осі 

б 

Рис. 501 

точках опорних перерізів дальше зростання навашаження призведе до утво
рення в цих перерізах IDIастичних шарнірів, а згинальний момент при цьому 
досягне граничного значення Мгр' Тепер уже балка працює як шарнірно 
обперта, до якої на опорах прикладені постійні моменти (рис. 501, 6): 

bh2 
Мгр = (Jтwпл =ат-т· (18.51) 

Придальшому збільшенні навантаження ці моменти зберігають своє зна
чення, і задача стає статично невизначуваною. В довільних перерізах балки 
згинальні моменти зростатимуть доти, доки посередині прогону момент не 
стане дорівнювати тому самому значенню Мгр' тобто доки не утвориться 
пластичний шарнір. При цьому три IDIастичних шарніри розмістяться на 
одній прямій, тому дальше зростання навантаження неможливо. Несівна 
здатність балки вичерпується. 

Умова рівності згинальних моментів в опорних перерізах та посере
дині прогону має вигляд 

[2

~-Mгp=Mгp, (18.52)
8 

звідки знаходимо, що 
q [2 

М =~ (18.53)
гр 16' 

Прирівнюючи праві частини формул (18.51) та (18.53), знайдемо 

bh2 
qrp = 4ат -2-' (18.54) 

[ 
Вибираючи запас міцності таким, що дорівнює n, знайдемо найбільшу 

допустиму інтенсивність навантаження: 

_ qrp _ 4 ат bh2 
q - --- (18.55)2 - n - n [2 . 

Відношення найбільших допустимих навантажень при розрахунках за 
граничним станом та за допустимими напруженнями 

q2/q\ = 2. 

Розрахунок за граничним станом часто дає змогу виявити додаткові 
резерви міцності. Як зазначалося вище, він дістав поширення при розра
хунках будівельних конструкцій і дедалі більше застосовується в маши
нобудуванні. Однак цей метод не слід вважати універсальним, здатним 
повністю замінити розрахунки за допустимими напруженнями. 

Розрахунок за граничним станом з певним запасом міцності не гаран
тує від появи місцевих пластичних деформацій. Останнє ще допустимо 
при постійних навантаженнях, які виникають переважно в будівельних 
конструкціях. При зміННі1Х навантаженнях, на які найчастіше розрахову
ють машинобудівні конструкції, поява пластичних деформацій здебіль
шого недопустима. Тому в таких випадках розрахунок слід виконувати 
за допустимими напруженнями. 
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19 СТІЙКІСТЬ СТИСНУГИХ Розділ СТРИЖНІВ 

§ 116. Стійка та нестійка пружна рівновага 

Виконуючи розрахунки на міцність та жорсткість при різних дефор
маціях, ми вважали, що під час деформації будь-якої системи має місце 
лише одна наперед відома форма рівноваги . Насправді у деформованому 
стані рівновага між зовнішніми та спричиненими ними внутрішніми си
лами пружності може бути не тільки стійкою, а й нестійкою. 

Пружна рівновага буде стійкою, якщо деформоване тіло при будь-яко
му малому відхиленні від стану рівноваги намагається повернутися до 
початкового стану й повертається до нього після припинення зовнішньо
го впливу, який порушив початковий стан рівноваги. 

Пружна рівновага нестійка, якщо деформоване тіло, виведене з неї 
будь-якою зовнішньою дією, продовжує деформуватися в напрямі нада
ного йому відхилення й після припинення зовнішньої дії у вихідний стан 
не повертається . 

Між цимидвома станами рівноваги існує перехідний стан, який зветься 
критичним, при якому деформоване тіло перебуває у байдужій рівновазі: 
воно може зберегти вихідну форму, але може й втратити її внаслідок навіть 
дуже незначного впливу. 

Стійкість форми рівноваги деформованого тіла залежить від прикладе
них до нього навантажень. Наприклад, якщо сили, що стискають стрижень, 
невеликі, то вихідна форма рівноваги залишається стійкою (рис. 502, а). 
При зростанні прикладених сил досягається стан байдужої рівноваги, при 
якому поряд з прямолінійною формою стрижня можливі суміжні з нею 
злегка викривлені форми рівноваги (штрихові лінії на рис. 502, 6). При 
дальшому найнезначнішому збільшенні навантаження характер дефор
мації стрижня різко змінюється - стрижень випинається (рис. 502, в), 
прямолінійна форма рівноваги перестає бути стійкою. Це означає, що 
навантаження перевищило критичне значення. 

Навантаження, перевищення якого спричинює втрату стійкості вихід
ної форми тіла, називають критичним і позначають Ркр' 

Можна стверджувати, що досягнення навантаженнями критичних зна

чень рівнозначне руйнуванню конструкції, оскільки нестійка форма рівнова
ги неминуче буде втрачена, що пов'язано з практично необмеженим зростан
ням деформацій та напружень. Особлива небезпека руйнування внаслідок 
втрати стійкості полягає в тому, що, як правило, воно відбувається раптово 

й при низьких значеннях напружень, коли P<P.IVI p=p!rp 
міцність елемента ще далеко не вичерпана. 

До моменту настання критичного стану 

пружні деформації за модулем зовсім неве- , 

ликі, і зростання Їх майже непомітне для ока. 

Проте з моменту настання критичного стану 

до моменту руйнування залишкові дефор


мації наростають надто швидко, й практично 

немає часу вжити заходів щодо запобігання 


катастрофі, яка загрожує. Отже, при розрахун


ку на стійкість критичне навантаження подіб

а б вне руйнувальному при розрахунку на міц

Рис. 502
ність . Для забезпечення певного запасу стій


кості необхідно, щоб задовольнялася умова 


Р ~ [Р]. (19.1) 
Тут 

[P]=Pкplncт • (19.2) 

де Р - діюче навантаження; Пет --.: коефіцієнт запасу стійкості. 
Отже, щоб розрахувати стиснуті стрижні на стійкість, треба вивчити 

способи визначення критичних навантажень Ркр ' 
З усієї різноманітності розрахунків на стійкість пружних систем доклад

но розглянемо лише приклад втрати стійкості при стисканні довгого тон
кого стрижня, або так зване поздовжнє згинання. 

§ 117. Формула Ейлера для визначення критичної сили 
стиснутого стрижня 

Припустимо, що під дією сили Р, яка дещо перевищує критичну силу 
. Ркр ' стрижень з шарнірно закріпленими кінцями (рис. 503, а) трохи зігнувся 
(рис. 503, 6). Віднесемо викривлену вісь стрижня до прямокутної системи 
координат, вибравши початок координат у точці О. 

Припустимо, що критична сила Ркр не спричинює в стрижні напру
жень, які перевищують границю пропорційності, і що розглядаються лише 
малі відхилення від прямолінійної форми. Тоді для визначення поздовж
ньої сили можна скористатися набли~еним диференціальним рівнянням 
(10.44) пружної лінії: 

d2w(x)
Еітіо , =±М (х). (19 .3)

dx 

Тут J тіо - найменший момент інерції перерізу стрижня. 
Ураховується найменша жорсткість стрижня Еітіо' оскільки, очевид

но, прогин відбудеться перпендикулярно до осі найменшої жорсткості, 
якщо решта умов для згинання в усіх площинах однакові, як у розгляду
ваному прикладі. 
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На відміну від поперечного згинання при поздовжньому в правій час
тині цього рівняння слід ставити знак «мінус», оскільки абсолютне зна
чення згинального моменту 

(19.4)Ім (x~ =IРшl , 

а знак прогину завжди протилежний знаку другої похідної, тобто знаки 
моменту М (х) та другої похідної d2ш/ш2 протилежні при будь-якому 
напрям! ш. 

Підставивши в рівняння (19.3) вираз (19.4) для згинального моменту, 

дістанемо 

d 
2
ш =-Рш, 	 (19.5)

Eiтin ш2 
або d2ш + _Р- ш =0. 	 (19.6) 

ш2 Eiтin 
Ввівши позначення 

-P-=k,2 	 (19.7) 
Eiтin 

перепишемо рівняння (19.6): 
2 

d ~ +k2ш=0. (19.8) 
dx 

Ми дістали однорідне лінійне диференціальне рівняння, загальний 
інтервал якого, як відомо, можна виразити гармонічною функцією 

(19.9) ш ~ Asinkx+ Bcoskx. 

Сталі інтегрування А та 	В мають добиратися так, щоб задовольняли
ся граничні умови 

)f. ш(х)lх=О =0; ш(х)lх=/ =0. 
w 

З першої граничної умови випливає, що
р 

В =О, тобто 

ш(х)= Asinkx. (19.10) 

Із другої умови знайдемо 

Asinkl = О. (19.11) 

Якщо припустити, що А =О, то прогин буде 
тотожно дорівнювати нулю, тобто 

ш(х)=О. 

w Цей розв'язок відповідає одній з можливих 
форм рівноваги стиснутого стрижня, а саме 
прямолінійній формі. Нас же цікавить значен

р 

а б 
Рис. 503 

ня сили Р, при якому стає можливою Х 

друга форма рівноваги - криволінійна. .J J'f(' 
Оскільки А::І= О, то при викривленій 
формі стрижня має виконуватися рів
ність 

sinkl = О. 

Корінь цього рівняння 	kl може мати 
нескінченну кількість 	значень: О; n; 
2n; ... ; пп, тобто 

kl = пп, 

де n - довільне ціле число. 
Однак перший корінь kl = О відки

дається, оскільки він не відповідає вихід
ним даним задачі . Отже, 

2k2[2=n2n . (19.12) lJ1 	 1JJ 

Тоді з рівняння (19.7) дістанемо вираз Рис. 504 
для стискальної сили 

n2n2Еі . 
Р= тш 	 (19.13)

[2 

Рівняння (19.13) є формулою, що вперше була виведена Ейлером. 
Практично нас цікавить найменше значення поздовжньої стискальної 

сили, при якому стає можливим поздовжнє згинання. Найменше значен
ня критичної сили Ркр дістанемо при n = 1 та k[ = n: 

2 
n Еітіп 

= 2 	 (19.14)Ркр 
[ 

Повертаючись до рівнянь (19.10), (19.12), запишемо рівняння зігнутої 
осі стрижня при малих деформаціях: 

ш(х) = Asin nr;x . 
Найбільший прогин стрижня шmaх = j при sin (nnx / [) =1. Тоді ш (х) =штах 
= f = А. Отже, рівняння пружно) лінії стиснутого стрижня має вигляд 

. nn.x 
ш= j sш-[-. 	 (19.15) 

Графік цієї залежності наведено на рис. 504. Максимум ш має місце при 
. dш О бтакому значенН1 х, для якого ""d; = , то то 

dш пП nn.x nn.x-=j-cos-=O або cos-=O
dx [ [ ' І' 

Найменше значення аргумента, при якому косинусдорівнює нулю, буде 
7tl2, отже, nn.x /l = n / 2, звідки 

l
Х=- . 	 (19.16)

2n 

Рис. 505 
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Якщо n =1, то х = і / 2, а максимум w має місце посередині стрижня, 
що відповідає так званому основному випадку (рис. 503). 

Із співвідношення (19.16) або з рівняння (19.15) та рис. 505 випливає, 
що n є числом півхвиль синусоїди, які розміщені на довжині зігнутого 
стрижня. 

§ 118. 	Вплив умов закріплення кінців стрижня 


на значення критичної сили 


у § 117 розглянуто так званий основний випадок навантажування й 
закріплення кінців стиснутого стрижня - стрижня з шарнірно обпертими 
кінцями. Як було показано, після втрати стійкості на довжині стрижня 
укладається тільки одна півхвиля (n =1). 

Розглянемо інші приклади закріплення кінців стрижня. 
1. Стрижень завдовжки і закріплений одним кінцем та стиснутий по

здовжньою силою, прикладеною до вільного кінця (рис. 506, а). Порівню
ючи рис. 506, а та б, бачимо, що зігнута вісь стрижня, закріпленого одним 
кінцем, перебуває в тих самих умовах, що і верхня половина стрижня зав
довжки 2і з шарнірно закріпленими кінцями. Отже, критична сила для 
стрижня з одним закріпленим, а іншим вільним кінцем така сама, як і для 
стрижня з шарнірно обпертими кінцями при довжині L = 2і, тобто 

2 2
Р. = 1t EJmin = 1t EJmin (19.17)
кр (21)2 4і 2 

При цьому зігнута вісь стрижня (рис. 506, а) має вигляд половини 
півхвилі синусоїди. 

2. Стрижень завдовжки і, в якого обидва кінці жорстко закріплені 
(рис. 507). Після втрати стійкості стрижня внаслідок симетрії його серед
ня частина завдовжки і / 2 працює в тих самих умовах, що і стрижень при 
шарнірно обпертих кінцях. При цьому утворюються дві півхвилі: середня 

р І І Р І завдовжки L = і / 2та дві крайні по
р ловинки півхвилі завдовжки і / 4. 

Критичну силу в цьому разі зна
ходимо з рівняння (l9.1 4) при L = [/2: 

4п
2
ЕІmіП =--- (19.18)Ркр

-1<\1 і 
-J" 

3. Стрижень завдовжки і закріп
лений одним кінцем та шарнірно 

-I~ обпертий на іншому (рис. 508). Піс
ля втрати стійкості права частина 

р 	 СВ стрижня має вигляд півхвилі 
а 

синусоїди. Порівнюючи рис. 508 та
Рис. 506 Рис. 507 

РІ 	 рPhl~ , 
',/ , 
/ 

~t "І ~~ 
О,7і ·tRs 

Р 

х mА 
v=f 	 v=o,7 v=o,s v=2 

Рис. 508 	 Рис. 509 

506, б, бачимо, що ділянка СВ завдовжки L = 0,7і перебуває в тих самих 
умовах, що і стрижень з шарнірно закріпленими кінцями. Отже, 

2
Р. = 1t ЕІmіП (19.19)
кр (0,71)2' 

Співвідношення(l9.l4), (l9.l7)-(19.19) можна об'єднати в одну формулу 
2

Р. = 1t ЕІmіП (19.20)
кр (v[)2 

де v[ = Ізв - зведена довжина стрижня; [ - фактична довжина стрижня; 
v - коефіцієнт зведення довжини. 

Отже, різні випадки обпирання та навантажування стрижня зводяться 
до основного випадку введенням у формулу для Ркр так званої зведеної 
довжини [зв = vi. Це поняття вперше було використано Ф. С. Ясинським. 

З формули Ейлера (19.20) випливає, що критичне навантаження зале
жить від найменшої жорсткості EJmіп' довжини стрижня [ та коефіцієн
та v. 

На рис. 	509 наведено значення v для розглянутих стрижнів. Проте 
такі розрахункові схеми на практиці нечасто зустрічаються в чистому 
вигляді. Найчастіше закріплення кінців бувають пружними. Найбільш по
ширені такі випадки пружного закріплення кінців: 

а) один кінець стрижня жорстко закріплений, а інший пружно обпертий; 
б) обидва кінці пружно закріплені. 
Розглянемо перший випадок (рис. 510). Після втрати стійкості пружно 

обпертий кінець стояка переміщується у вертикальному напрямі на вели
чину Ів; при цьому виникає пружна реакція RB. ЦЯ реакція пропорційна 
відхиленню Ів: 

RB = сІв, 

де с - коефіцієнт пружності опори В. 
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Складемо диференціальне рівняння пружної лінії стиснутого стрижня 
після втрати стійкості: 

d 2 wEJmіп -2 = Ркр (Ів - ш) - сІв (1- х). (19.21)
dx 

р 

~оділивши почленно на EJmіп та позначивши, як звичайно, EJ
KP =k

2
, 

ДІстанемо 	 тш 

d
2
w 2 ( ) сІв ( )-2-=k Ів-ш --- І-х,

dx 	 EJmin 

або d2~ + k2w = k 2Ів (І-.Е...] + k2 сІв х. (19.22)
dx 	 Ркр Ркр 

Загальний інтеграл цього диференціального рівняння 

(19.23)w = Csinla+Dcosla+ IB(I-~/J+~Івх. 
Ркр РКР 

ДЛЯ визначення сталих інтегрування і критичного навантаження має
мо такі граничні умови: 
при х =Оw 

Ш(О)=ША =0; (19.24) 

A~ ~ s ох ~~ =0(0)=0А =0; (19.25) 

при х=1 

ш(!)=шв =Ів · (19.26) 
Рис. 510 

Використовуючи граничну умову 

(19.24), з рівняння (19.23) знаходимо 

D =  IB(l-~/).
Ркр 

Щоб застосувати граничну умову (19.25), обчислимо похідну від пере
міщення Ш : 

dw = kCcosla-kDsіпla+:' Ів, 
dx кр 

звідки при х =О 

kC+:' Ів =0, або С=--С-Ів· 
кр kPкp 

Підставивши добуті вирази ДЛЯ довільних сталих у формулу (19.23), 
дістанемо остаточне рівняння зігнутої осі стиснутого стрижня: 

w(x)=--с-Івsіпla- �B(I-~/Jсоsla+ IB(I-~/J+ сІв х. (19.27)
kPKp Ркр Ркр Ркр 

Граничну умову (19.26) використаємо, щоб вивести рівняння, яке дає 
змогу визначити критичне навантаження . Поклавши в рівнянні (19.27) 
х =І, знаходимо, що 

ш(!) =--;-Ів sinkl- �B(l-~IJСОSkl + �B(l-~/J+~ІвІ =Ів,
Ркр 	 Ркр . Ркр Ркр 

або 	

--С-sіПkl-(l-~I)СОSkl = оkP	 ,
Kp 

Ркр 
ЗВІДки 

tg kl = kz(1 - ~; )-	 (19.28) 

Якщо розв'язати це рівняння, тобто визначити найменший корінь k, то 
тим самим можна знайти значення критичного навантаження, оскільки 

Ркр = k 2EJmin . 

Розглянемо два граничних випадки . Поклавши с =О, матимемо 

tg kl = сх:>, тобто kl = л / 2, 

і таку розрахункову схему стрижня, коли один кінець (лівий) жорстко за
кріплений , а інший (правий) вільний. Критична сила 

2 2
Р _ л EJтіп _ _л_ЕJ-=,",т=іП 
кр - (2/)2 - 4/2 

Поклавши С = сх:> (дуже жорстка опора), дістанемо визначальне рівняння 

tg kl = kl, тобто kl = 4,493 = л/0,7. 

Критична сила 2
Р = л EJmin 

кр (0,7/)2' 

що дає формулу для стрижня, один кінець якого закріплений, а інший 
шарнірно обпертий. 

Отже, якщо коефіцієнт пружності опори С змінюється від нуля до не
скінченності , то це можна врахувати коефіцієнтом зведення У, який при 
цьому відповідно змінюється від 2 до 0,7. 

§ 119. 	Поняпя про втрату стійкості при напруженнях, 


що перевищують границю пропорційності 


Виведення формули Ейлера rpунтується на застосуванні диференціаль
Ного рівняння пружної лінії. Тому скористатися цією формулою можна 
Лише тоді, коли справедливий закон Гука, тобто доки критичне напру
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ження (напруження стискання, що відповідає критичній силі) не переви
щує границі пропорційності: 

Ркр (19.29)акр = F ~ (Jпц · 

Дійсно, якщо прямолінійна форма стрижня залишається стійкою й при 
напруженнях, що перевищують границю пропорційності , то диференці
альне рівняння (19 .3), що передбачає справедливість закону Гука, вже 
непридатне . 

Виведемо формулу для критичного напруження акр. Відповідно до 
виразів (19.29) та (19.20) 

р 2Е! 2 
(J =~= 7t тіп = 7t Е (19.30) 
кр F F(v//!)2 (vl/Z)2 · 

Тут і2 =i~in =J тіп / F - квадрат найменшого з головних радіусів інерції 
стрижня; F площа брутто поперечного перерізу стрижня. Ввівши= Fбр 

безрозмірну величину 

A=vl/i, (19.31) 

що називається гнучкістю стрижня, остаточно знайдемо 

п2Е 
акр = -2-' (19.32) 

А 

тобто критичне напруження стрижня залежить тільки від пружних влас
тивостей матеріалу (модуля пружності Е) та гнучкості стрижня А . 

Функціональна залежність (19.32) становить видозміну формули Ей
лера . у системі координат акр:::: А цю залежність можна подати у вигля
ді гіперболічної кривої, що зветься гіперболою Ейлера. Як приклад наведе
мо такий графік (рис. 511) для стрижня зі сталі марки Ст3 , для якої модуль 
пружності Е =2,1 . 105 МПа, границя текучості ат =240 МПа, а границя 
пропорційності (Jпц= 200 МПа. Графік показує, що в міру зростання гнуч
кості стрижня критичне напруження прямує до нуля, і навпаки, в міру 
наближення гнучкості стрижня до нуля критичне напруження прямує до . . 

неСКІнчеННОСТІ. 

а'Р' Однак з умови (19.29) застосова
МПа 

\ / 1t1Е/л.2 ності формули Ейлера відповідно до 
300 

ат=250 

а",=2ОО 

150 

100 

N S '\ 
~м 

І\. 
~J 

формули (19.32) маємо 

і , отже, 

п2Е 
акр =-2 ~ (Jпц , 

А 

Агр ~ ~п2Е . (19.33) 

50 
(Jпц 

50 100 л. Це означає, що формула Ейлера 
Рис. 511 стає непридатною при гнучкості стриж

ня, меншій за граничне значення Агр ' яке залежить тільки від власти
востей матеріалу, тобто в розглядуваному прикладі при 

3,142.2,1·105 :::: 100.
А < Агр = 

200 

Те саме можна дістати і графічно . Якщо на осі оrдинат (акр) відкласти 
значення границі пропорційності ((Jпц = 200 МПа і провести зі здобутої 
точки К пряму, паралельну осі абсцис, то вона в перетині з гіперболою 
Ейлера дасть точку М, абсциса якої і є А гр . Ліворуч від точки М гіпербо
лу Ейлера зображено штриховою лінією, оскільки вона тут дає значення 
напружень вищі за границю пропорційності, тобто такі, що не відповіда
ють умовам й застосування. 

Проте явище поздовжнього згинання продовжує існувати й за грани
цею пружності. Дослідами встановлено, що дійсні критичні напруження 
для стрижнів середньої та малої гнучкості А < Агр менші, ніж визначені 
за формулою Ейлера. Отже, в цьому разі формула Ейлера дає завищені 
значення критичної сили, тобто завжди переоцінює дійсну стійкість стриж
ня. Тому використання формули Ейлера для стрижнів, що втрачають 
стійкість за границею пружності, не тільки принципово неправильне, а й 

дуже небезпечне за своїми наслідками. 
Теоретичне розв'язання задачі про стійкість за границею пропорцій

ності складне, тому зазвичай користуються емпіричними формулами, здо
бутими в результаті обробки багатьох дослідних даних . 

Ф. с. Ясинський зібрав та обробив великий дослідний матеріал щодо 
поздовжнього згинання стрижнів, у результаті чого склав таблицю кри
тичних напружень залежно від гнучкості для низки матеріалів та запро
понував просту емпіричну формулу для обчислення критичних напружень 

за границею пропорційності: 

акр = а -ЬА. (19.34) 

Значення коефіцієнтів а та Ь для деяких матеріалів наведено в табл . 19. 
Для чавуну користуються параБОJ!ічною залежністю 

акр=а-ЬА+СА
2 

, (19.35) 
де С =0,53. 

Таблиця 19 

Матеріал Лгр 
а 

МПа 

Ь 

Ст2, Ст3 100 310 1,14 
Ст5 100 464 3,26 
Сталь 40 90 321 1,16 
Кремениста сталь 100 589 3,82 
Деревина (сосна) 110 29 ,3 0,194 
Чавун 80 776 12,0 

~ ~
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За цими даними для кожного матеріалу при О < л < Лгр можна побуду
вати графік залежності критичних напружень від гнучкості стрижня. 

За деяким значенням гнучкості (позначимо його ло) напруження акр, 
обчислене за формулою (19.34) або (19.35), стає таким, що дорівнює гра
ничному напруженню при стисканні, а саме: 
для пластичних матеріалів 

акр = ар 

а для крихких матеріалів 
акр = ав, (19.36) 

Стрижні, в яких л < ло' називають стрижнями малої гнучкості. Їх розра
ховують тільки на міцність. 

у розглядуваному прикладі (рис. 511) частина графіка критичних на
пружень Зl1 границею пропорційності (при 50< л < 100) має вигляд злегка 
нахиленої прямої SM, а частина (при О < л < 50) - горизонтальної лінії 
NS. Отже, графік акр =f(л) для сталі Ст3 складається з трьох частин: 
гіперболи Ейлера при л > 1ОО, похилої прямої при 50 < л < 1 ОО та майже 
горизонтальної прямої при л < 50. Похила пряма SM відповідає напру
женням між границею пропорційності і границею текучості. Горизонталь
на пряма SN відповідає напруженню, що дорівнює границі текучості. 

§ 120. Розрахунки на стійкість за допомогою 
коефіцієнтів зменшення основного допустимого 

напруження 

Можна вважати, що центрально стиснуті стрижні втрачають свою не
сівну здатність від втрати стійкості раніше, ніж від втрати міцності, оскіль
ки критичне напруження завжди менше за границю текучості або границю 
мщносТl: 

акр <ан, 

де ан =ат - для пластичних матеріалів; ан =ав -для крихких матеРІ
алів. 

Слід нагадати, що для стрижнів малої гнучкості (л < ло) важко казати 
про явище втрати стійкості прямолінійної форми стрижня, як це має місце 
для стрижнів середньої та великої гнучкості. Несівна здатність стрижнів 
малої гнучкості визначається міцністю матеріалу. 

Критичне напруження для центрально стиснутих стрижнів середньої 
та великої гнучкості, мабуть, більш небезпечне, ніж границя текучості для 
пластичних матеріалів або границя міцності для крихких матеріалів при 
простому розтяганні. Очевидно, що при практичному вирішенні питання 
щодо стійкості стрижня не можна припустити виникнення в ньому кри

тичного напруження, а слід взяти відповідний запас стійкості. 
Щоб визначити допустиме напруження на стійкість, треба вибрати 

коефіцієнт запасу nсг Тоді 

[ает] =акр / Пет' (19.37) 

Коефіцієнт запасу на стійкість беруть дещо більший, ніж основний кое
фіцієнт запасу на міцність (Пет> n ). Це обумовлено тим, що для центрально 
стиснутих стрижнів низка обставин, неминучих на практиці (ексцентриситет 
прикладання стискальних сил, початкова кривина і неоднорідність стрижня), 
сприяють поздовжньому згинанню, тоді як при інших видах деформації ці 
обставини майже не відбиваються. Коефіцієнт запасу стійкості для сталей 
вибирають у межах 1,8... 3,0; для чавуну - 5'0 .... 5'5; для деревини - 2,8 ... 3,2. 
Зазначимо, що менші значення Пет вибирають для більшої гнучкості. 

Допустиме напруження на стійкість [ает ] = акр / Пет та допустиме на
пруження на міцність при стисканні [0'_] = ан / n взаємно пов'язані. Скла
демо відношення Їх: 

[ает ] _ акр n _ акр ~[a_] .або (19.38)[ает ]- ан Пет[0'_] - Пет ан 

Позначивши 

акр ~ =<р, 
ан Пет 

матимемо 

[ает ] = <р[а_]. (19.39) 

Тут <р - коефіцієнт зменшення основного допустимого напруження 
при розрахунку на стійкість. Цей коефіцієнт для кожного матеріалу мож
на обчислити при всіх значеннях гнучкості л й подати у вигляді таблиці 
або графіка залежності <р від л. Значення коефіцієнта <р для сталей, чаву
ну та деревини наведено в табл. 20. Користуючись аналогічними табли
цями, можна досить просто розрахувати стрижні на стійкість. 

Таблиця 20 

Коефіцієнт q:> Коефіцієнт q:> 
Гнуч Гнуч

кість л. Ст2 Ст2кість л. 
Дере ДереСт5Ст3 Чавун Ст3 Ст5 Чавун 
вина винаСт4 Ст4 

О 1,00 І І І 

10 0,99 0,98 0,97 0,99 110 0,52 0,43 - 0,25 
20 0,96 0,95 0,91 0,97 120 0,45 0,36 - 0,22 
30 0,94 0,92 0,81 0,93 130 0,40 0,33 - 0,18 
40 0,92 0,89 0,69 0,87 140 0,36 0,29 - 0,16 
50 0,89 0,86 0,57 0,80 150 0,32 0,26 - 0,14 
60 0,86 0,82 0,44 0,71 160 0,29 0,24 - 0,12 
70 0,81 0,76 0,34 0,60 170 0,26 0,21 - 0,11 
80 0,75 0,70 0,26 0,48 180 0,23 0,19 - 0,10 
90 0,69 0,62 0,20 0,38 190 0,21 0,17 - 0,09 

100 0,60 0,51 0,16 0,31 200 0,19 0,16 - 0,08 
- - -
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Складемо умову стійкості стиснутих стрижнів: 

а ::;Іастl. (19.40) 

Оскільки 


а = N / Fбр ' а [аст] = <р [а_] , 


то умова стійкості набирає вигляду 

а = N / Fбр ::; <р [а_] . (19.41) 

При розрахунку на стійкість місцеві ослаблення перерізу практично 
не змінюють значення критичної сили, тому в розрахункові формули вво
диться повна площа Fбр поперечного перерізу. 

Розглянемо два види розрахунку на стійкість стиснутих стрижнів 
перевірний та проектувальний. 


Перевірний розрахунок стиснутих стрижнів. Порядок перевірного роз
рахунку на стійкість при використанні таблиці коефіцієнтів <р такий: 

1) виходячи з відомих розмірів та форми поперечного перерізу, визна
ч~є:-ю наЙм~нши.Й о~ьови.~ момент інерції J mіп' площу Fбр ' обчислюємо 
МІН1Мальнии раДІУС lНepЦll 

іmіп = JJmin / Fбр 
та гнучкість 

л. = уІ /іmіп ; 

2) за таблицею знаходимо коефіцієнт <р та обчислюємо допустиме на
пруження на стійкість за формулою 

[аст ] = <р[а_]; 
р 

3) порівнюємо дійсн~~н~пруження а = Р / Fбр з допустимим 
напруженням аст на СТlИКlсть: 

. а::; [аст ]. 

Приклад 75. Перевіримо на стійкість стиснуту дерев'яну колону 
(рис. 512) квадратного nоnеречного перерізу (а =15 см) завдов;жки 1= 5 м, 
якщо основне допустиме напруження [crJ=10 МПа, а стискальна сила Р = 
=100 кн. 

Визначаємо такі величини: 
площу

F = а 2 = 225 см2 ; 
момент інерції 

154 4 4J=-=-CM =4210см .
12 12 ' 

радіус інерції offit 
а4 

і =,)J/ F = а / ,)12 =4,34 см; 
зведену довжину 

Рис. 512 Ізв = уІ = 0,71 = 0,7·5 м = 3,5 м = 350 см; 

гнучкість 
л. = уІ = 350 = 80 6. 


і 4,34 ' 

За табл. 20 інтерполяцією знаходимо, що 


=048- 0,48-0,3806=0474.
<р, 10" 


Тоді 


[аст J= <р[а_] = 0,474 ·10,0 = 4,74 МПа; 


а=!:..= 100·10-3 МПа=4 44 МПа 
F 225.10-4 ' . 


Оскільки cr = 4,44 МПа < 4,74 МПа, то стійкість колони забезпечено. 


Проектувальний розрахунок. У розрахунковій формулі на стійкість 

а- ~::;[a_], або 
р 

(19.42)- <рFбр Fбр ~ <р [а_] , 

є дві невідомі величини - коефіцієнт <р та шукана площа брутто Fбр 
поперечного перерізу. Тому при доборі перерізів слід користуватися мето
дом послідовних наближень, варіюючи значення коефіцієнта <р. Як пра
вило, в першій спробі беруть <РІ = 0,5 ... 0,6. Вибираючи будь-яке з цих зна
чень <РІ' визначають потрібну площу Fбр та добирають переріз. Вибраний 
переріз перевіряють та визначають фактичне значення <р;. Якщо <Р; знач
но відрізняється від <РІ' то й напруження відрізняється від допустимого. 
Тоді слід повторити розрахунок, тобто зробити другу спробу, взявши се
реднє за модулем значення між <РІ та <Р; : 

~+~ (9<Р2 = -2-' 1 .43) 

У результаті другої спроби визначають <Р2' Якщо потрібна третя спроба, 
то 

<Р2 + <Р2 
<Р3 = 2 

і Т. д. Як правило, при доборі перерізів потрібно не більше ніж дві-три 
спроби. 

Приклад 76. Доберемо за сортаментом двотавровий поперечний nереріз стрижня 
завдовжки 5 м, що зазнає дії центрального стllскального навантаження 320 кН. Оби
два кінці стрижня затиснуті. Матеріал - Ст3. Основне допустиме напруження 
[а_] = 160 МПа. 

Визначимо розрахункову зведену довжину стрижня: 

= уІ = 0,5 ·500 см = 250 см.Ізв 
дОбираємо поперечний переріз за методом послідовних наближень. 

Перша спроба: вибираємо <РІ = 0,5; потрібна площа поперечного перерізу 

F=-P-= 320 м2 =4.10-3 м2 =40см 2 . 
<р[а-] 0,5.1,6.105 
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За сортаментом вибираємо двотавр NQ 27 З площею F = 40,2 см2 та мінімальним раді
усом інерції ітіп = іст = 2,54 см. Гнучкість стрижня 

л. = -/д- = 250 = 98,5. 
'тіп 2,54 

За табл. 20 при лінійній інтерполяцїі 

<РІ =0,69 0,69,~0,608,5=0,614»<Pl =0,5 . 

- б 0,5+0,614 0557 П 'бПереидемо до другого на лиження, взявщи <Р2 = 2 "', . отр! на пло

ща поперечного перер!зу стрижня 

F= 320 <м2 =3,6.10-)м 2 =36см 2 

0,557·1,6·10 

За сортаментом вибираємо двотавр NQ 24а з площею F = 37,5 см 2 та мінімальним ра
діусом інерції ітіп = іот = 2,63 см. Гнучкість стрижня 

л.=~= 250 =95. 
2,63ітіп 

За табл . 20 знаходимо коефіцієнт <p:z : 

<p:z = 0,69 0, 69<~0,60 5 = 0,645» <Р2 = 0,557. 

Переходимо до третього наближення, взявщи 

0,557 +0,645 _ 060 
<р) 2 -, . 

Обчислюємо потрібну площу: 

F= 320 м2 =333 . 10-)м 2 =зззсм 2 
0,60 .1,6·10< ' , 

За сортаментом вибираємо двотавр NQ 24 з площею F = 34,8 см 2 та мінімальним раді
усом інерції ітіп = іст = 2,37 см. Гнучкість стрижня 

л.=~= 250 =105. 
2,37ітіп 


Для л. = І 05 коефіцієнт 


<n = 060 0,60-0,525 = 056
"'2' ." ,. 

Обчислимо напруження : 

cr = L 320 ·10-) МПа =164 МПа. 
<pF 0,56 .34,8. 10-4 

Перенапруження становить 

164-160100 0/ '" 2 5 0/160 10, /0. 

Остаточно вибираємо для стрижня двотавр NQ 24. 

§ 121. 	Про добір матеріалу і раціональних форм 
поперечних перерізів для стиснутих стрижнів 

Для стрижнів велико~ гнучкост! _(л ~ ~гp ) , як.що критичні напружен.ня 
не перевищують граниЦІ ПРОПОРЦІиносТ1 матеРІаЛУ, модуль пружносТІ Е 
є єдиною механічною характеристикою, що визначає опірність стрижня 
втраті стійкості. У цьому разі недоцільно застосовувати сталь підвище
ної міцності, оскільки модулі Е для різних сталей практично однакові. 

Для стрижнів малої гнучкості застосування спеціальних високосорт
них сталей доцільне, оскільки в цьому разі підвищення границі текучості 
сталі збільшує критичне напруження, а отже, і запас стійкості. 

З погляду економічності раціональніша така форма поперечного пе
рерізу стрижня, при якій найменший радіус інерції іmіп при певній площі 
є найбільшим. Для зручності порівняння різних перерізів введемо безроз
мірну характеристику 

іmіп /П =~, 
яку можна назвати питомим радіусом інерції. Нижче наведено значення 
~ для деяких перерізів: 

Переріз ~ 
Трубчастий (а* = 0,95...0,8 ) 2,25... 1,64 
» (а = 0,7 .. . 0,8) 1,2 ... 1,00 
Кутник 0,5 .. . 0,3 
Двотавр 0,41 ... 0,27 
Швелер 0,41 ... 0,29 
Квадрат 0,289 
Коло 0,293 
Прямокутник (h = 26) 0,204 

*а=dв / dз · 

Аналіз даних свідчить, що найраціональніші трубчасті тонкостінні пе
рерізи. Так само раціональні й коробчасті тонкостінні перерізи . Однак 
слід зазначити, що при проектуванні тонкостінних трубчастих та короб
частих перерізів потрібно передбачати встановлення діафрагм (ребер 
жорсткості) на певних відстанях уздовж стрижня. Ці діафрагми перешко
джають появі місцевих деформацій (жолобленню стінок) . Найменш ра
ціональні суцільні прямокутні перерізи. 

При розрахунку стиснутих стрижнів на стійкість слід прагнути до того, 
щоб вони були рівностійкими В усіх напрямах . Для цього проектувати 
перерізи треба так, щоб моменти інерції були по можливості однакови
ми. Трубчасті перерізи раціональні й з цієї точки зору. Цьому критерію 
відповідають також квадратні та круглі перерізи . Нераціонально засто
совувати двотаврові перерізи та перерізи у формі прямокутника . 

Однак якщо зведені довжини в головних площинах різні, то й головні 
моменти інерції також слід проектувати різними , з тим щоб гнучкості 
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стрижнів В обох головних площинах були однаковими або хоча б близь
кими 	між собою. Якщо не вдається зробити гнучкості однаковими, то 
розраховувати слід за максимальною гнучкістю. 

§ 122. Поздовжньо-поперечне згинання 

Згинання прямого бруса зветься nоздовжньо-nоnеречнuм, якщо в його 
поперечних перерізах виникають згинальні моменти як від поздовжніх, 
так і від поперечних навантажень (рис. 513). При розрахунку на поздовж
ньо-поперечне згинання згинальні моменти в поперечних перерізах об
числюють з урахуванням прогинів осі бруса: 

IМпl=IМI+ISWпl, 	 (19.44) 

де МП - повний згинальний момент; М - момент від поперечного наван
таження; swп - додатковий згинальний момент від дії осьової сили s. 

Обчислення повного згинального моменту МП ускладнюється тим, що 
в цьому разі принцип незалежності дії сил застосувати не можна. Дійсно, 
повний прогин wп можна розглядати як такий, ЩО складається з прогину 

ш, спричиненого дією тільки одного поперечного навантаження, та до
даткового прогину wп - ш, спричиненого силою s. Очевидно, ЩО коли 
осьові сили стискальні, повний прогин більший за прогин від одного тільки 
поперечного навантаження . 

Точний спосіб розрахунку. Визначення повного згинального моменту 
МП за цим способом проілюструємо на консольній балці (рис. 514). Не
хай на балку діє стискальна сила S та поперечні навантаження: момент 
МО та сила ро, прикладені на вільному кінці, який збігається з початком 
координат. 

у цьому разі диференціальне рівняння (10.44) пружної лінії запишеть
ся так: 

d2wп (х) Мп (х) 
(19.45)ш2 =----.EJ 

де МП (х) - повний згинальний момент у довільному перерізі балки. 
При складанні виразу МП (х), який підставляється в праву частину 

рівняння (19.45), для згинальних моментів, спричинених поперечним на

,wW! 

Рі н q 

s І Гн' ~ J t t ~ ,t , + s 
-5 

~ 

х - ~Ро х . І ~ 
х~	 .Jt 

І " Х=- ~'" 
2 	 .1 

Рис. 513 Рис. 514 

вантаженням, зберігається звичайне правило знаків, а момент від стискаль
ної сили S записується зі знаком «мінус», оскільки d2w/dx2 та w завжди 
мають протилежні знаки. Для нашого прикладу вираз (19.44) слід пере
писати так: 

МП (х) =m(x)-swп =Мо +Pox+S(wo -wп ). (19.46) 

Продиференціювавши вираз (19.46) по х двічі, матимемо 


2 2

d M п(х) = _sd wп (х) 

(19.47)
ш2 ш 2 · 

Підставивши сюди вираз для d2wп/dх2 із рівняння (19.45), запишемо 

d 2м п (х) мп(х) 
(19.48)2 =-S EJ .

dx 
Ввівши позначення 

~=k2 	 (19.49)
EJ ' 

дістанемо диференціальне рівняння для згинальних моментів: 

d 2М~ (х) + k 2мп (х) = о. 	 (19.50) 
dx 

Загальний інтеграл рівняння (19.50) буде такий: 

Мп (х) = Acoskx+Bsinkx. (19.51) 

Продиференціювавши рівняння (19.51) по х, дістанемо рівняння для 
поперечних сил: 

Qп (х) = -Aksinkx+ Bkcoskx. 	 (19.52) 

Фізичний зміст сталих інтегрування визначимо, розглядаючи почат
кові умови: 

при х =О Мп(О)=А; (19.53) 

Qп (О) = Bk. 	 (19.54) 

Ці початкові значення А1пта Qп назвемо початковими параметрами і по
значимо через Мпоч та Qпоч відповідно. Тоді рівняння згинальних моментів 
при поздовжньо-поперечному згинанні набере вигляду 

Мп (х) .,=:=М поч coskx+ Q~оч sinkx. І (19.55) 

Щоб здобути загальне рівняння для згинальних моментів при дії стис
кальної сили та різних зосереджених або розподілених зовнішніх наван
тажень, можна застосувати метод початкових параметрів. Дійсно, 
рівняння (19.55) складено з урахуванням одночасної дії поздовжньої сили 
та поперечних навантажень і, отже, тут можна застосувати принцип не
залежності та додавання дії сил. 
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Розглянемо балку, навантажену 

П 	

х 

rz 
такими поперечними навантажен

нями (рис. 515): силами РО та Рі' 
моментами Мо та Мі' розподіленим 
навантаженням qi. Прикладемо та
кож стискальну осьову силу s. 
Щоб знайти вираз для згиналь

них 	моментів Мп (х) на крайній 
правій (тобто v) ділянці балки , 
міркуватимемо так. Спочатку при
пустимо, що ніяких навантажень 

(Рі' Мі та q), за винятком початко
вих, немає. Тоді момент Мп (х) ви

с.. 	 ражатиметься як функція від по
РИС. 515 	 чаткових параметрів М Q та

ПО'!' ПО'! 

абсциси х за формулою (19.55). Нехай тепер початкові параметри дорів
нюють нулю, але діють зосереджені навантаження Рі та Мі· Виходячи з 
геометричного та статичного змісту цих силових факторів, приходимо 
до висновку, що їх можна вибрати за нові початкові параметри, якщо 
перемістити початок координат відповідно розміщенню цих силових фак
торів - у точки З абсцисами а чи Ьі відповідно. Тоді аргументами тригоноі 
метричних функцій у формулі (19.55) будуть відрізки 

(х-аі); (х-Ьі ), 
і рівняння для згинальних моментів набере вигляду 

р. 

Мп (х) = Мі cosk(x-a i )+ isink(x-bi)· (19.56) 

Якщо сил та моментів на ділянці х кілька (т), то слід ввести суми. Тоді 
матимемо 

m тр. 

Мп (х) = 'І Мі COSk(x-а )+ 'І isink(x-bi)· (19.57)і 
і=! 	 і=! 

При дії розподіленого навантаження q (х) друга складова перетво
рюється на інтеграл від елементарних силових факторів qdY] (рис. 515): 

dffsin k(х - ll)dY] = kq2 [cosk(x - d) - cosk(х - с)]. (19.58) 

С 

Ураховуючи одночасну дію всіх зазначени.х силових факторів, у тому 
числі й початкових параметрів Мпоч та Qпоч, здобудемо універсальне 
рівняння для моментів при поздовжньо-поперечному згинанні: 

Мп	(х) = МПА,! cosk:x + Q~O'! sin k:x+ 'ІМ і cosk (х - а і)+ 
р. q (19.59) 

+'Іі sin k (х - Ь і ) + 'І k ~ [cos k (х - d і ) - cos k (х - Сі)]. 

Продиференціювавши це рівняння по х, дістанемо рівняння для попе
речних сил: 

Qп (х) = -Мпо,!ksіпk:x+Qпо,! cosk:x- 'ІМі ksink(x-ai )+ 
(19.60)

+'ІРі COSk(x-Ьі )- 'І ~ [sink(x -di )-sink(x-ci )]. 

Порядок застосування цих рівнянь для розв'язання задач принципово 
такий самий, що і в розглянутих раніше прикладах застосування почат
кових параметрів (див. розд. 10). 

Початкові параметри визначаються з крайових умов балки. Загаль
ний вигляд цих умов такий: 

а) для шарнірно обпертої балки 

Мп (О) =МПА,! (О); 	 (19.61) 

Мп (І) =М по'! (І) 	 (19.62) 

за відсутності зовнішніх моментів на кінцях балки (М (О) =М (!) =О); 
б) для консольної балки з лівим затиснутим кінцем 

Мп (І) =МПА,! (І); (19.63) 

Qп (О) =Qпо,! (О); (19.64) 

в) для консольної балки із затисненням праворуч 

М п (О) = Мпоч (О); (19.65) 

Qп (І) = Qпоч (І); (19.66) 

Нагадуємо, що тут М(О), М(!) та Q(!) - моменти та поперечні сили в 
кінцевих перерізах балки тільки від поперечного навантаження. 

Умови (19.64) та (19.66) випливають з того, що в місці затиснення поз
довжня сила S не дає поперечної складової, оскільки дотична до осі бал
ки ту горизонтальна. 

Після того як знайдено початкові параметри МПА,! та Qпоч, легко визна
чити загальний (повний) згинальний момент МП у будь-якому перерізі 
балки. Знаючи згинальні моменти, можемо обчислити найбільше нормаль
не напруження: 

(j _ S Мтах --+ птах 	 (19.67)
F S 

Для визначення прогинів скористаємося рівнянням (19.44), звідки знай
демо 

wп (х) = Мп (х)-М(х) (19.68)
S 

Приклад 77. Вибравши для балки (див. рис. 514) такі навантаження: S = 100Ро; 

~o = 2Ро/; РО =2,5 кН, визнаЧ1JA10 найбільші нормальні наnру:нсення в nереf,ізі В, якщо І = 
=200 сд Поперечний nереріз квадрmnlШЙ nЛQщею F = 10 х 10 см2; J = а /12 = 835 см4; 
W = а)/6 = 167 см); Е = 2 · 105 МПа. 
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Складаємо рівняння моментів та поперечних сил: 

МП (х) = М поч соskx+tQпоч sinkx; 

Qп (х) = -М почksіп kx+Qпоч coskx. 

Граничні умови розглядуваної балки такі: 

М п (0)=М о =2Ро/; Qп(l)=Q(І)=Ро · 

З першої граничної умови знаходимо 

Мп(О)=М поч =2Ро /. 

Друга гранична умова дає 

Qп (І) = -2Polksin kl + Qпоч coskl = Ро, 

звідки ро +2Polksinkl 
Qпоч coskl 

Тепер запишемо остаточний вираз для Мп (х): 

РО + 2РоІ sin kl 
Мп(х)=2Рdсоskx+ k .. sinkx. 

cos 

Оскільки нам треба визначити згинальний момент Мп у перерізі В, то при 

k= гs = 100.2,5.10-3 м- І =3,873 . 10-3 см-І ; 
vE.ї 2.105 .835.10-8 

sinkl = sin200k = sinO, 775 = 0,700; 

coskl = cos 200k = cos 0,775 = 0,713; 

tg kl = tg 200k = tg 0,775 = 0,983 

знайдемо 

МП (І) = МВ = 2РоІ[coskl +(2~1 +sin k/ )tg нJ = 20,35 кН ·М. 
Найбільше напруження обчислюємо за формулою (19 .67) 

а тах = 25+ 121,9 МПа = 146,9 МПа. 

Наближений розрахунок. у практичних розрахунках поширені набли
жені способи розв'язання , які rpунтуються на припущенні, що зігнута вісь 
балки при поперечному навантаженні набирає форми синусоїди, тобто 

ш(х) == fsin Л; . (19.69) 

За наявності поздовжньої сили також наближено вважають, що 

шп(х)==fпsіпЛ;. (19.70) 

Це припущення дає змогу добути практично досить точні результати 
для шарнірно обпертих балок при дії поперечних навантажень, напрям
лених в один бік , особливо якщо деформація балки виявляється симет
ричною відносно її середини, де шп (//2) == іп , 

Диференціальне рівняння пружної лінії 
2 

d w(x) = М(х) (19 .71) 
dx2 Е!тjп 

при поздовжньо-поперечному згинанні балки з урахуванням виразу (19.46) 
запишеться так : 

d 2ш(х) М(х) SШП (19.72)dx2 =ю-- EJ 

Виключивши із рівнянь (19.71) та (19.72) М (х) та врахувавши припу
щення (19.69) та (19.70), знаходимо 

2 
(і -f)Lsіп 1tX = -д...і sin 1tX (1973) 

n dx2 І Е! n І' . 

Тоді після диференціювання 

1[2 S 
(19.74) [2ип - і)= Е!іп' 

Введемо позначення 

1[ 2 Е! = Ре (19.75)
12 

та назвемо Ре ейлеровою силою. Ця сила чисельно дорівнює РКР' яка визна
чається за формулою (19.14). Із рівняння (19.74) знайдемо вираз для про
гину посередині прогону балки при спільній дії поздовжнього та попе
речного навантажень: 

- іf (19.76)n-1-S/p 
е 

Застосовуючи цю формулу, слід мати на увазі, що ейлерова сила Ре' 
введена виразом (19.75), суто формальна. Тому на відміну від критичної 
сили Ркр сила Ре має обчислюватися за формулою (19.14) при будь-якій 
гнучкості балки (навіть меншій за граничну). Визначаючи ейлерову силу, 
момент інерції слід брати відносно тієї з головних осей інерції перерізу, 
яка перпендикулярна до площини дії поперечного навантаження. 

Вираз (19.76) застосовують й при інших типах опорних закріплень стис
нуто-зігнутих балок . У цьому разі ейлерова сила має обчислюватися за 
формулою (19.20) 2 

р=1[Е! 
е (vi) 2 

Вираз (19.76) дає задовільні результати, якщо стискальна сила S не 
перевищує 0 , 8Ркр' 

Припускаючи , що згинальні моменти пропорційні прогинам , ді<:тане
мо просту формулу для наближеного визначення найбільшого моменту 
при поздовжньо-поперечному згинанні: 

М (19.77) М n тах = 1 _ .(' І р 
е 
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Рис. 516 Рис. 517 

Тоді для обчислення напружень, згідно звиразами (19.67) та (19.77), 
дістанемо формулу 

s М (19.78)о" птах = F + W (1- S / Ре) . 

Приклад 78. Визначимо максимальний момент та найбільtuе нормальне HanpYJ/cef/
ня в балці, ЯКУ зображено на рис. 516. Поперечний nереріз балки - двотавр Ng 10; для 
нього F = 12 см2; W_ = 39,7 смз ; J_ = 198 см4 . 

Обчислюємо Ре-за формулою-(19.75) 

Р. = 7(2 Е] = 3,14·2 ·108 ·198·10-8 кн = 10846 кн 
е /2 62 ,. 

Визначимо момент посередині прогону для випадку поперечного згинання: 

м (1.) = РІ = 0,85·6 КН. м = І 28 кН· м 
2 4 4 ' , 

а потім за формулою (19.77) знаходимо найбільший момент при поздовжньо-попе
речному згинанні: 

M(1.)=~= 1,28 кН,м= 1,28 кН,м=59кН,м
2 l-д... 1_100.0,85 1-0,784 ' . 


Ре 108,46 


Найбільше напруження визначаємо за формулою (19.67) 


-з 9 о-з =~ 5, ·1 МП =2194МПо' тах + а, а. 
12·10-4 39,7'10-6 

Визначення допустимого навантаження при поздовжньо-поперечному 

згинанні. Розрахунок на поздовжньо-поперечне згинання має ту особ
ливість, що напруження при збільшенні навантаження зростає значно 
швидше, ніж останнє (рис. 517). [Графік на рисунку побудовано за фор
мулою (19.78) відповідно до даних прикладу 78.] Така сама нелінійна за
лежність напружень від навантажень має місце в будь-якій задачі поздов
жньо-поперечного згинання. 

Із графіка випливає: якщо для пластичного матеріалу напруження атах 
у стрижні дорівнюють допустимим напруженням [а], то забезпечено за
пас міцності за напруженнями: 

пО' = О"Т /[0"]= N. (19.79) 

"....

Здавалося б, що при цьому міцність стиснуто-зігнутої балки забезпечено. 
Проте з графіка також випливає, що в цьому разі коефіцієнт запасу за 
навантаженнями значно менший ніж n, тобто 

Пр =Рт/Р[а] <n. (19.80) 

Це означає, що достатньо незначного збільшення навантаження (на ве

личину Рт - p[O'j)' щоб напруження досягли границі текучості, а це прак
тично відповідає руйнуванню балки. Звідси робимо висновок, що стисну
то-зігнуті балки слід розраховувати не за допустимим напруженням, а за 
допустимим навантаженням 

[Р] = Рт /n. (19.81) 

Зрозуміло, що при цьому напруження атах будуть значно менші за допу
стимі [а]. 

Отже, для визначення допустимого навантаження треба спочатку знай
ти небезпечне (руйнувальне) навантаження Рт . Це можна зробити, скори
ставшись формулою (19.67) або (19.78), якщо припустити, що границя 
пропорційності та границя текучості збігаються. При застосуванні фор
мули (19.67) з обчисленням Мп точним способом задача розв'язується 
методом послідовних наближень, при цьому доцільно скористатися по
будовою графіка, подібного до зображеного на рис. 517. Застосовуючи 
формулу (19.78), результат можна здобути скоріше. Для цього достатньо 
розв'язати квадратне рівняння відносно Рт. 
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"0 ПРУЖНІ 
Розділ ~ І КОЛИВАННЯ 

§ 123. Вступ. Класифікація механічних коливань 

Вивчення коливальних процесів має дуже важливе значення для різних 
розділів механіки, фізики та техніки. Вібрація елементів машин та буді
вельних споруд, електромагнітні коливання в радіотехніці й оптиці, зву
кові та ультразвукові коливання - всі ці не схожі між собою процеси 
об'єднуються методами математичної фізики в одне загальне вчення про 
коливання. 

Тут ми обмежимося розглядом тільки механічних коливань, з якими 
доводиться мати справу в машинобудуванні та інженерному будівництві. 
Вивчення механічних коливань важливе насамперед для розв'язання за
дач міцності при змінних напруженнях. 

для того щоб те чи інше тіло здатне було здійснювати коливання, воно 
повинно мати певні масу та пружність. Якщо пружне тіло (навантажена 
балка, скручений вал або деформована ресора) буде виведено з положен
ня рівноваги якою-небудь сторонньою причиною (ударом, раптово при
кладеною силою), то сила пружності цього тіла в новому положенні вже 
не зрівноважиться навантаженням, і виникнуть коливання. 

Усі коливальні процеси в техніці можна класифікувати за зовнішніми 
ознаками, формою того закону, за яким певна величина, що бере участь у 
процесі, змінюється в часі. Таку класифікацію можна назвати кінема
тичною. 

Розрізняють два класи коливальних процесів: періодичні та неперіо
дичні. В теорії коливань істотне значення має проміжний клас - майже 
періодичні коливання. 

Періодичним називається такий процес, при якому коливна величина, 
взята в будь-який момент часу, через певний відрізок часу т (період) має 
те саме значення. Математичне означення періодичної функції таке: функ
ція ! (t) називається періодичною з періодом Т, якщо існує така стала 
величина Т, для якої 

І (t +т) = І (t) 

при будь-якому значенні змінної t. 
Неперіодичними функціями називаються решта функцій, які не задо

вольняють зазначену умову. 

Майже періодична функція визначається а 
умовою 

іІІ (1+1:)- II (t)i ~ є 

при будь-якому t, де 1: та Е - певні сталі вели
чини . Величина 1:, що є функцією Е, називаєть t 
ся май:ж:е періодом. Очевидно, якщо Е дуже мале 
порівняно із середнім модулем функції!1 (t) за 
час t, то майже періодична функція буде близь
кою до періодичної. а 

Серед класу періодичних коливань дуже 
важливі гармоніЧllі, або синусоїдuі, коливання, 
при яких фізичні величини з часом змінюються 
за синусоїдою (або косинусоїдою). t 

Неперіодичні коливання набагато різно
манітніші, ніж періодичні. Найчастіше з непері ......... 
одичних коливань мають місце згасаючі (або 
наростаЮЧl) коливання. Коливання х, щО відбу

б ", 
ваються за законом згасаючої синусоїди, або, Рис. 518 
як іноді Їх називають, згасаючі гармоніЧ1lі ко
ливання, зображено на рис. 518, а. Математично вони виражаються так: 

х = А-О/ COS (ffit НР), 

де А, <р, 8 та о) - сталі величини; t - час. 
Наростаючі гармонічні коливання зображено на рис. 518, б. Матема

тично вони описуються останнім виразом з тією різницею, що має бути 
змінений знак величини 8 на протилежний. Про такі коливання слід було 
б сказати: згасаючі (або наростаючі) коливання близькі до гармонічних 
при досить малих значеннях 8. Тому назва «згасаючі синусоїди» або «зга
саючі періодичні коливання» не зовсім логічна, оскільки гармонічні ко
ливання не можуть згасати. Однак такий термін у літературі про коли
вання використовується, і ми теж будемо його застосовувати. 

Наведених зовнішніх ознак коливальних процесів, звичайно, недостат
ньо для систематизації та аналізу можливих типів коливань. Тому їх до
цільно класифікувати також за основними фізичними ознаками розгля
дуваних коливальних систем . 

Взагалі пружна система може мати коливання різних типів. Напри
клад, струна або балка під час коливань може набирати різних форм залеж
но від кількості точок перегину, що поділяють довжину розглядуваного 
стрижневого об'єкта . досліджуючи коливальні рухи пружних систем, важ
ливо знати, яка кількість незалежних параметрів визначає положення си
стеми в кожний певний момент часу. Кількість таких параметрів нази
вають числом стуnе1lів вільності. У найпростіших випадках положення 
системи може визначатися тільки однією величиною. Такі системи нази
вають системами з одним ступенем вільності. 
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Розглянемо найпростіший випадок (рис. 519). Якщо мео 
ханічна система така, що можливі тільки вертикальні пере
міщення вантажу Q, і якщо маса пружини мала порівняно з 
масою вантажу Q, то таку коливальну систему можна роз
глядати як таку, що має один ступінь вільності. Положення 
їі може бути визначене одним параметром - вертикальни

ми переміщеннями вантажу Q, щО висить на пружині. 
Системою з двома або кількома ступенями вільності на

зиватимемо таку систему, положення якої в довільний мо
мент часу можна охарактеризувати двома або кількома неза
лежними параметрами. Два ступеня вільності має, наприклад, 
невагома балка, що несе дві зосереджені маси (рис. 520, а).Q '''"1">11 І 
Незалежними параметрами в цьому разі будуть переміщен

k±'~ ня мас тІ та т2 відносно положення рівноваги балки.""'~~ Розглядаючи поперечні коливання такої балки, можна 
Рис. 519 поступово збільшувати кількість зосереджених мас доти, 

доки не утвориться балка з розподіленою по всій довжині 
масою, тобто балка перетвориться на вагому (рис. 520, 6). У резуль
таті матимемо коливальну систему з нескінченним числом ступенів віль
ності. При цьому прогин У будь-якому перерізі балки змінюється за пев
ним законом. З одного боку, прогин балки при коливаннях є функцією 
абсциси х (збігається з віссю балки), а з іншого - неперервною функцією 
часу (. 

Класифікуючи механічні коливання за іншими ознаками, розрізняють 
такі чотири типи можливих коливань: власні, змушені, параметричні та 
автоколивання. 

Власними (вільними) називаються коливання, які виникають в ізольованій 
системі внаслідок зовнішнього збудження (<<nоштовхів»), що спричинює в 
точок системи початкові відхилення від положення рівтюваги або почат
кові швидкості, і тривають потім завдяки внутрішнім nружним силам, які 
відновлюють рівновагу. 

Класичним прикладом власних коливань пружної системи є верти
кальні коливання вантажу, підвішеного до кінця пружини (див. рис. 519), 
якщо верхній кінець П закріплений, а вантаж спочатку відтягнутий вниз, 
а потім відпущений. 

При власних коливаннях характер коли тІ mz 
вального процесу в основному визначається ~--~---_!---~тільки внутрішніми силами системи, які зале
жать від П фізичної будови. Потрібна енергія, 

а 

що забезпечує процес коливань, надходить 

ззовні в початковий момент збудження коли


вань. Найбільше значення відхилень вантажу ~----::---;%

'1 ------~Qвід його рівноваги в процесі коливань, тоб , / 

то амплітуда власних коливань та їхня швид б 

кість, визначаються з початкових умов. При Рис. 520 

цьому період коливань (час одного по --zj?---вного коливання) або частота коливань 


(кількість коливань за секунду), тобто ~C - 7'
--------_~~ 
величина, протилежна періоду, зале

Рис. 521жить від самої системи. Ця величина є 


певною для кожної системи і називається частотою власних коливань си


стеми. 

Власні коливання можуть відбуватися не тільки біля положення стійкої 
рівноваги, а й відносно стійкого руху, наприклад крутильні коливання 
рівномірно обертового вала. 

Унаслідок того що в усіх реальних механічних коливальних системах 
діють сили опору коливальному руху (опір середовища, в якому відбува
ються коливання, тертя в підшипниках, тертя в з'єднаннях конструкції, 
сили внутрішнього тертя в матеріалі циклічно деформованого пружного 
елемента системи), власні коливання завжди згасають й припиняються. В 
цьому полягає важлива особливість власних коливань порівняно з інши
ми типами коливальних рухів. 

Заради спрощення при теоретичному дослідженні власних коливань 
на початку розв'язання задачі силами опору, як правило, нехтують. 

Змушеними називають коливатmя nружної системи, які відбуваються 
при дії lІО систему (протягом усього періоду коливань) заданих зовнішніх 
збурювальних сил, що періодично змінюються і діють неперервно незалежно 
від коливань у системі. Характер коливального процесу при цьому визна
чається не тільки властивостями системи, а й також істотно залежить від 
зовнішньої сили. 

Прикладом змушених коливань механічної системи можуть бути по
перечні коливання балки (рис. 521), що править за опору для електродви
гуна, якщо в нього обертові маси не повністю зрівноважені. Період зму
шених коливань дорівнює періоду зміни збурювальної сили. Амплітуда 
змушених коливань від початкових умов не залежить. 

На відміну від власних змушені коливання не згасають, хоча у ме
ханічній системі мають місце сили опору. Це пояснюється тим, що при 
змушених коливаннях у систему з боку збурювальної сили неперервно 
підводиться енергія, яка й витрачається на подолання існуючих у коли
вальній системі сил опору. 
У певних умовах, коли частота збурювальних сил близька до частоти 

власних коливань розглядуваної системи або збігається з нею, змушені 
коливання супроводжуються значним (часто небезпечним) збільшенням 
амплітуди, що спричинює недопустимі для конструкції деформації (на
пруження). Це явище, як відомо, має назву резонансу. 
Параметричнuми lІазивають коливання npY:JICHOЇ системи, в процесіяких 

nеріодиЧ1l0 змітоються фізичні параметри системи, тобто величини~що 
характеризують масу системи або її J/CopcmKicmb. Важливою особливі
стю параметричних коливань є те, що зовнішні сили впливають не безпо
середньо на коливальний рух, а на фізичні параметри системи. 

518 519 



Отже, параметричні коливання відрізняються від змушених видом зов
нішнього впливу. При змушених коливаннях ззовні задано силу або іншу 
величину, що спричинює коливання, а параметри при цьому залишаються 

сталими. Параметричні коливання спричинюються періодичною зміною 
ззовні певного фізичного параметра системи. Так, обертовий вал некруг
лого перерізу, який має відносно різних осей перерізу різні моменти інерції, 
що входять до характеристики жорсткості при згинанні, зазнає попереч
них коливань у певній площині внаслідок згинної жорсткості вала, яка 
періодично змінюється за кожний оберт вала . Зміна фізичного параметра 
(згинної жорсткості) обумовлюється зовнішніми силами. У наведеному 
прикладі зовнішнім силовим фактором є двигун, що здійснює обертання 
вала. Параметричні коливання не згасають, коли є сили опору. Підтри
муються параметричні коливання за рахунок підведення енергії зовніш
німи силовими діями, які змінюють фізичні параметри системи. 

А втоколиваннями, або самоколиваllнями, nру:жної системи називають 
незгасаючі коливашщ що підтримуються такими зовнішніми силами, ха
рактер дій яких виЗІІачається самими коливальними процесами меха1lіЧ1l0Ї 
системи. 

Автоколивання виникають у системі без зовнішньої періодичної дії. 
Характер цих коливань визначається виключно будовою системи. Дже
рело енергії, яке компенсує втрати й в системі при коливаннях (в основ
ному на теплоту), як правило, є невід'ємною частиною системи . 

Зі сказаного випливає, що автоколиватmя відрізняються від власних ко
ливань, оскільки останні є згасаючими, тоді як автоколиватmя не згасають. 
Автоколивання відрізняються також від змушених та від параметричних 
коливань, оскільки ті й інші так чи інакше спричинюються зовнішніми 
силами, характер дії яких заданий. У цьому розумінні автоколиватmя МО
:жуть бути ІІазвані тако:ж самозбудними, оскільки процес коливань тут 
керується самими коливШl1iями. Джерело додаткової енергії, яка підтримує 
коливання системи, розміщується поза пружною системою. Наприклад, 
енергія повітряного потоку, який набігає на вібрувальні частини літака, 
спричинює особливий вид автоколивань, що називається флатером. 

Крім того, коливання класифікують за характером деформації пружних 
елементів конструкцій. Зокрема, стосовно стрижневих систем розрізня
ють поздовжні, поперечні та крутильні коливання. 

До nоздов:J1Cuіх коливань належать такі коливальні рухи системи, зок
рема пружного стрижня, при яких переміщення всіх точок перерізу стриж
ня напрямлені вздовж осі стрижня; при цьому має місце деформація його 
подовження або укорочення. Нормальні напруження, що виникають при 
таких коливаннях, розподілені рівномірно по поперечному перерізу. Отже, 
поздовжні коливання інакше можна назвати коливаннями розтягання
стискання . 

Поперечними коливаннями називають коливання згинання, при яких 
основні компоненти переміщень (у даному випадку прогини) напрямлені 
перпендикулярно до осі стрижня. Напружений стан при поперечних ко

ливаннях, очевидно, буде такий самий, як і при статичному згинанні бал
ки . Тому поперечні коливання інакше можна назвати коливаннями при 
згинанні. 

Крутильuими називають коливання стрижнів, які супроводжуються 
змінними деформаціями кручення. З цими коливаннями в машинобудуван
ні доводиться мати справу здебільшого при аналізі деформацій різного 
типу валів, які працюють переважно на кручення. 

При розгляді тонкостінних конструкцій, зокрема елементів конструкції 
літаків , часто доводиться стикатися з коливаннями змішаного типу, при 
яких одночасно відбуваються деформації згинання та кручення, тобто так 
званізгинально-крутильніколивання. 

§ 124. 	Власні гармонічні коливання пружної системи 

з одним ступенем вільності 


Задача про гармонічні коливання системи з одним ступенем вільності 
розглядається в курсі теоретичної механіки . Тут як пружну систему роз
глянемо вантаж, підвішений до нижнього кінця вертикально розміщеної 
пружини (рис. 522). 

Диференціальне рівняння коливань вантажу вагою Q (нехтуючи ма
сою пружини) можна дістати, користуючись принципом Д 'Аламбера. 
Прирівнюючи до нуля суму проекцій на вертикальну вісь усіх сил, що 
діють на вантаж, матимемо 

Q+CX-(Q- ~ х)= О, 
звідки 

Q х+сх=О, 
g

або 

2 Х=оіх=О. (20.1)
Тут х = d х. t - час ' 2 ' ,

dt 	 оі = cg =L (20.2)
Q <\ ' 

де с - жорсткість пружини (чисельно дорівнює силі , яка 
спричинює розтягання пружини, що дорівнює одиниці 

довжини); g - прискорення вільного падіння; <\ - ста
тичне подовження пружини під дією підвішеного ванта
жу вагою Q. 

Рівняння (20.1) має, очевидно, такий загальний розв'я
зок, який визначає залежність між вертикальним пере О+сх 
міщенням х вантажу Qта часом t: 

х = Acos rot + Bsin rot , 	 (20.3) +о..
Q-gx

де оо - колова частота власних коливань ; А та В - сталі 
інтегрування, що залежать від початкових умов. Рис. 522 
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За початок відліку переміщень вибирається положення вантажу, яке 
відповідає стану рівноваги . 

Якщо задані початкова координата вантажу ХО та початкова швид
кість ио =Х при! =О, то з рівняння (20.3) визначаються сталі інтегрування : 

А = хо ; В = ио/ro. (20.4) 

Поклавши хо =а sin а та иolro =а cos а, рівняння (20.3) можна перепи
сати також у вигляді 

х = а sin ( ro! + а); 

при цьому амплітуда коливань 

a=JA2 +в2 , 
або 


І 2 2 2

а =Vхо + ио / ro . 

Величина ro( + а зветься фазою коливань, а величина а - зсувом фази. 
На підставі (20.4) а можна визначити з умови 

хоro 
tga=-. 

ио 


З рівняння (20.2) колова частота власних коливань 


ro=Jglf>c · (20.5) 

Маючи на увазі, що Q/g є масою m підвішеного вантажу Q, колову часто
ту можна також визначити за формулою 

ro=.Jc / т. 

Нагадаємо, що під коловою частотою розуміють кількість коливань, 
здійснюваних протягом 2п с. 

Знаючи колову частоту коливань, можна знайти період коливань Т 
(час одного повного коливання) за формулою 

т = 2п =2п f3: = 2п Гm. (20.6) 
ro ~g Vc 

Величина, обернена періоду коливань, визначає кількість коливань за 
одиницю часу (секунду) і має назву секундНОїчасmоmu: 

1 ro
f = т = 2п· 

Секундна частота коливань, як правило, виражається в герцах; число герц 
дорівнює кількості коливань за секунду. 

Реальною пружною коливальною системою з одним ступенем вільності 
можна вважати механічну систему, що складається з пружного тонкого 
стрижня, верхній кінець якого жорстко закріплений, а до нижнього 

підвішений вантаж. Очевидно, в цьому разі, коли маса стрижня значно 
менша за масу вантажу, така система не буде відрізнятися від раніше роз
глянутої (рис. 522). Тому, щоб знайти частоту, період та амплітуду власних 
коливань вантажу, підвішеного до пружного стрижня, можна скориста
тися виведеними вище формулами для вантажу, підвішеного на пружині . 
При цьому треба визначити жорсткість стрижня, еквівалентну жорсткості 
с пружини . 

При розтяганні стрижня завдовжки І та площею поперечного пере
різу F абсолютне подовження стрижня при статичному навантаженні Q, 
як відомо, визначається формулою 

Ql 
8 с = EF · 

Зусилля, що відповідає статичній деформації 8с, яка дорівнює одиниці, 
є шуканою жорсткістю : 

с= EF (20.7)
І . 

Тоді на підставі формули (20.5) частота власних коливань підвішеного 
вантажу 

,. ro=ff=~E~g. (20.8) 

Маючи на увазі, що Q/g є масою вантажу; формулу (20.8) можна записати 
у ВИГЛЯДІ 

ro=~ =Р!;. (20.9) 

з формул (20.8) та (20.9) випливає, що частота власних коливань роз
глядуваної системи зростає зі збільшенням жорсткості, або, що те саме, зі 
зменшенням статичної деформації, спричинюваної підвішеним вантажем. 
Легко переконатися, що вантаж, підвішений до пружного стрижня, має 
значно більшу частоту власних коливань, ніж той самий вантаж, підвіше

- б· . EF
нии до стрижня з шьшою поздовжньою ЖОРСТКІстю -І-О 

При цьому відношення частот власних коливань вантажу, прикріпле
ного до двох рівних стрижнів, обернено пропорційне кореню квадратно
му з відношення статичних подовжень стрижнів. 

Приклад 79. Визначимо частоту власних коливань вантажу вагою Q = 0,2 кН, 
підвішеного до кінця сталевого стрижня завдовжки 40 С.АІ і площею nоnереЧflого перерізу 
F =1 см2, при модулі nРУЖllості матеріалу Е =2· {05 МПа =2 - lO8 кПа. 

Колова частота коливань, згідно з формулою (20.8), 

00= гк =~gEF = /9,81 .2.108-10-4 -І - І 
vБ; Q! V 0,2 .0,4 с =1570с 
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Ь=БОС!1 

Отже, відповідна секундна частота власних коливань вантажу 

I=~=~Г =250Г .2л 2 ·3,14 ц ц 
Приклад 80. Визначимо, як зміниться частота власних коливань BaHma:JICY Р, якщо 

від першого способу закріnлеЮIЯ його перейти до другого, розрізавши пружину на дві 
одlшкові частини й закріnив!uи вантаж посередині (рис. 523). 

Частота власних коливань вантажу, підвішеного на кінці пружини, 

I=~=J..-. {g. Ое =л.= 4PR 
3n - Р 

2л 2л у&;' Gr 4 --;;

де R - середній радіус витка пружини; n - кількість витків; G - модуль пружності 
при зсуві; r - радіус дроту пружини; С - жорсткість пружини. 

Для першої схеми 

Gr 4 

СІ = 4R 3n· 

При другій схемі кожна пружина матиме більшу жорсткість 
4Gr · 2

С2 =---= 2СІ· 
4R3n 

у першому випадку переміщення вантажу 

01 =Р/ СІ· 

У другому випадку кожна пружина сприймає навантаження Р/2. Тому 

Р Р 01
02=-=--=

2С2 2·2СІ 4 

Частота власних коливань вантажу, підвішеного за першою схемою, 

І =J..-. rg =J..-.~gСІ
І 2л у8;" 2л Р· 

Частота власних коливань вантажу, підвішеного за другою схемою, 

І =J..-. {g =J..-.~g.4СІ . 
2 2лУ~ 2л Р 

Співвідношення частот коливань при двох різних схемах підвішування вантажу 

12 / I1 = 2, 

тобто при заміні способу закріплення підвішеного вантажу частота власних ко
ливань збільшується вдвічі. 

Викладена вище теорія розрахунку поздовжніх коли
вань вантажу, підвішеного на пружному стрижні, може 
поширюватися також і на розрахунки поперечних та 

~ крутильних коливань . Наприклад, розглядаючи неваго

му балку із зосередженим вантажем (рис. 524) з одним 
ступенем вільності, дістанемо рівняння руху у вигляді 

р (20.1). У цьому разі замість змінної х слід взяти перемі
Рис. 523 щення вантажу Q у напрямі, перпендикулярному до осі, 

....-\-_--.---- 
в 

'у -t-'
\. 

Рис. 524 Рис. 525 

тобто прогин ш. Вирази для власної частоти та періоду коливань залиша
ються в тому самому вигляді (20.5) та (20.6). При цьому Бс буде прогином 
під вантажем Q при статичному його прикладанні. 

Для прикладу, наведеного на рис. 524, 

Ql3 
Бе =Ше = 3EJ· 

Приклад 81. Визначимо частоту власних nоnеречних коливань сталевого диска ва
гою Q =1 кН (рис. 525), насадженого Ііа сталевий вал діаметром d =50 мМ. 

Частота власних коливань такої системи з одним с-іупенем вільності визначиться 
за формулою (20.5) 

IOB=~ 
де Ое - статичний прогин вала в місиі насадження диска: 

Q 2ь2 2 2 
< = =_а_= 1·0,4 ·0,6 ·64 =312 .10-4 

Ше 8 4 м, м. 
3ЕЛ 3.2·10 ·3,14·0,05 ·1 

ие 

Тоді 

_ {g = І 9,81 с- І =177с- l ,
ІОв-у&; V3,12.10-4 

а секундна частота 

1=~=~=28Гц. 
2л 2·3,14 

Прикладом пружної системи, здатної здійснювати крутильні коливан
ня, може бути диск, з'єднаний зі стрижнем за схемою рис. 526. Якщо до 
диска в його площині прикладена, а потім раптово знята 
пара сил, то виникнуть власні крутильні коливання диска 
разом з валом, при яких вал буде правити за пружину, а 
характер крутильних коливань такої системи з одним сту
пенем вільності визначатиметься кутом <р повороту диска. 

Позначимо крутильну жорсткість стрижня (скручуваль
ний момент, потрібний для закручування стрижня в місці 
закріплення диска на 1 рад) через с =Gnd4/l. 32 (d - діа
метр стрижня, Z- його довжина), а повний кут закручу
вання стрижня (поворот диска) - через <р. Крутний мо
мент у циклічно закручуваному при коливаннях стрижні в 
довільний момент часу буде с<р. Нехтуючи силами інерції Рис. 526 
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маси стрижня порівняно з масою диска та прирівнюючи крутний момент 
у перер~зі стрижня до моменту сил інерції диска, дістаємо таке диференці
альне РІВняння руху диска : 

d 2 
J~+c<p=O, 	 (20.1 О)

dt 2 

де J - момент інерції маси диска відносно осі стрижня, перпендикуляр
ної до площини диска. 

Для круглого диска постійної товщини h діаметром D (питома вага 
матеріалу у) 

J = лD 4hу = QD 
2 


З2g 8g' 

де Q - вага диска. 


На випадок диска змінної товщини h (р) 


D / 2 


J = 21С f h(p) ур3dp. 
g о 

Позначивши 0)2 = c/J, рівняння (20. 10) можна переписати у вигляді 
(20.1): 2 

d <Р+0)2<р=0 
dt 2 ' 

загальний розв'язок якого 

<р = А cos 0)1 +Bsin О)І. 

Звідси бачимо, що період власних крутильних коливань диска на кінці 
стрижня 

Т = 21С = 21С ГІ.
О) Vc 

Для стрижня постійного перерізу діаметром d період та частота влас
них крутильних коливань диска відповідно 

4т = 2Л) 32lJ ; f = 1.. = _1 J1CGd (20.11)Gnd4 Т 2л З2J/ . 

Здобуті результати можна використовувати й при розгляді системи з 
двома обертовими дисками (рис. 527). Дійсно, якщо закрутити два диски 

один відносно одного, а потім моментально зня
)~'ти прикладені зовнішні моменти, то диски почm 
-- - нуть здійснювати крутильні коливання назустріч 

а m Ь ' оди,н одному. При цьому деякий проміжний пе
реРIЗ вала залишиться нерухомим . Положення 

цього так званого вузлового перерізу m - m мож
Рис. 527 на знайти з умов рівності частот коливань обох 

дисків з прилеглими до них ділянками вала завдовжки а та Ь, дЛЯ яких 
придатні формули (20.1 1): 

І J 1CGd 4 1 /1CGd 4 
1= 21С 32J l a = 21C V 32J2b' 

ЗВІДки 

a / b=J2 /J I, 

де J I та J2 - моменти інерції мас відповідно першого та другого дисків. 

Використовуючи останнє співвідношення , а також ураховуючи , що 

а + Ь = І, знайдемо 
J 21 . JII 

a=J +J ' Ь = J +J .
I 2 I 2 

Тоді період та частота власних крутильних коливань розглядуваної сис
теми , згідно з формулами (20.11), в яких замість І слід підставити вирази 
для а (чи Ь), будуть визначатися так : 

4
З2JІJ2/ ; 1 J1CGd (JI +J2)

1= -	 .Т=2л I1CGd4(JI+J2) 21С З2JІJ21 

Зазначимо , що розглянута тут коливальна система має велике прак
тичне значення, оскільки вона є прототипом коливальної системи, до якої 
можуть зводитися численні пружні системи, що зустрічаються в інженерній 
практиці, зокрема вали з двома обертовими масами . 

§ 125. 	Змушені коливання пружних систем 


з одним ступенем вільності 


Вважаючи, що крім постійної ваги вантажу Q (див. рис. 522) на нього 
діє періодична збурювальна сила Р, то на відміну від розглянутих в ос
танньому параграфі власних коливань матимемо змушені коливання . 
Рівняння цих коливань дістанемо з виразу (20.1), додавши до його правої 
частини силу Р (І) : 

Qx+cx=P(t) . (20.12)g 

Поділивши всі члени останнього рівняння на Q/g, знаходимо 
оо 2 P(I)g 
Х+О) x=-Q--' 	 (20.13) 

Розглянемо окремий випадок, коли Р (І) =РІ COS рІ, тобто коли період 
сили ТІ =21С/Р, а частота II =pl21C. 

Позначивши 

P(t)g = g p"cospt=qcospl, 
Q Q 
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перепишемо рівняння (20.13) у вигляді 

xHiJ 2х =q cos pt. (20.14) 

При повільній зміні зовнішньої сили Р Ct), тобто при р, малому по
рівняно з оо, можна знехтувати інерційним членом х і на підставі (20.14) 
знайти статичну деформацію 

ХС = qco~pt (20.15) 
оо 

з амплітудою q/oo2. 
Для визначення динамічної деформації треба розв'язати диференціаль

не рівняння (20.14). Цей розв'язок, як відомо, можна дістати, якщо до 
розв'язку однорідного рівняння (20.1) 

Х =А cos фt +В sin фt (20.16) 

додати окремий розв'язок рівняння (21.14) 

х= Ccospt. (20.17) 

Підставляючи окремий розв'язок (20.17) у диференціальне рівняння 
(20.14) і врахо' уючи, що 

х = -рСsіп pt; х = _p2Ccos pt, 

знайдемо 

- р 2с COS pt+oo2Ccos р! = qcos pt. 

Звідси після скорочення на cos р! 

с(ф2_ р 2)=q, 
тобто амплітуда 

q (20.18)С= -2 
оо -р 

Тоді загальний розв'язок рівняння (20.14) остаточно набере вигляду 

х= Acosoot+Bsinoot+ 2 q ? cospt. (20.19) 
оо -р 

Перші два доданки правої частини рівняння (20.19) характеризують 
власні коливання, що, як правило, швидко згасають; останній доданок 
характеризує змушені усталені коливання системи, які відбуваються з 
ча<.,'Тотою зовнішньої збурювальної сили Р. • 

Амплітуда С змушених коливань, як випливає з формули (20.18), зале
жить від частоти цих коливань р. Відношення амплітуди С до амплітуди 
статичної деформації (20.15) визначає так званий коефіцієнт наростання 
коливань (3: 

P=~= q ..!L=~ (20.20) 
хс 002 _ р2 . 002 002 _ р2 1- р2/ф2 ' 

або 

(3=-1 (20.21) . 
1 т 2 1Т 2 ' - 1 

де 

1) = 2п/р; т =21t/ф. 

з формули (20.20) випливає, що при малому відношенні р/оо коефіцієнт (3 
близький до одиниці й амплітуда змушених коливань лише небагато 
відрізняється від статичноїдеформації. ЯКЩО частота змушених коливань 
наближається до частоти власних коливань системи, амплітуда змушених 
коливань прямує до нескінченності, тобто при р/оо ~ 1 амплітуда С~ ОО. 
При р = оо має місце стан резонансу. Відповідна частота збурювальної 
сили називається критичною. 

Розглядаючи залежність (20.20), графічне зображення якої наведено на 
рис. 528, бачимо, що при частоті збурювальної сили р, більшій за власну 
частоту оо коливальної системи, тобтор> оо, амплітуда Сдинамічного перемі
щення зменшується і при р» оо робиться дуже малою порівняно зі статич
ним переміщенням. У цьому разі вантаж Qможна розглядати як нерухомий. 

При р < оо змушені коливання і збурювальна сила перебувають в одній 
фазі, тобто зсув фаз а =О. Це означає, що в момент, коли коливний ван
таж (див. рис. 522) досягає свого найбільшого відхилення, припустимо 
вниз, збурювальна сила набуває найвищого значення в цьому самому 
напрямі. Прир > оо різниця фаз змушених коливань та збурювальної сили 
становить а =n, тобто коливання відбуваються в протифазі зі збурюваль
ною силою. Це означає, що в той час, коли збурювальна сила має макси~ 
мальне значення в напрямі вниз, коливний вантаж досягає свого найбіль
шого відхилення вгору. 

Таке явище можна добре зрозуміти на прикладі змушених коливань 
математичного маятника (рис. 529), зБУД,ження якого зді~снюють гори
зонтальним зворотно-поступальним перІОДИЧНИМ переМІщенням точки 

підвісу з різною частотою. Положення маятника, що коливається в одній 
фазі зі збурювальним фактором, наведено на рис. 529, а; коливання маят
ника в протифазі зі збурювальною си - .... / 

,.... І'лою зображено на рис. 529, б. 
Амплітуду власних (незалежних) ко : у1 /

\...., .. / 
ливань можна визначити із загального ''{

в В \ в 
\\і=І 

\ 2,,--</I~I:)~ 
t=O 

(>-'\,_) 

P<w --) P>w 
сх=О а='П

О 1 .Е 
{u а б 

Рис. 528 Рис. 529 
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розв'язку (20.19) при розгляді початковиХ умов. Так, поклавши, що в по
чаткОВИЙ момент (при 1 = О) переміщення та швидкість дорівнює нулю, 
тобто (Х)! =О =О та (Х)! =О =О, з рівняння (20.19) матимемо 

В == о , · А == 2 q 2 . 
со -р 

Підставляючи ці значення в рівняння (20.19), остаточно знаходиМО 

х== 2 q 2 (cospl-COS СОl). (20.22) 
со -р 

На початку дії збурювальної сили виникають змушені коливання та власні 
коливання однієї амплітуди .

Якщо частота збурювальної сили наближається до частоти власних 
коливань, має місце биття. Нехай 


co-р==2Д. 


Тоді рівняння (20.22) при 
1д==-(со-р)
2 

з урахуванням відомого співвідношення 

Ао 2· a+~ . a-~ 


cosa - cos.., == - sш--sш-2 2 

можна переписати так: 
2q . (p+co)t . (p-co)t 2q. ( )х == sш sш == sш -д х

со 2 _ р 2 2 2 со 2 _ р 2 

. · (p+co)t 2qsіпtд. (p+co)t (2023)
х t sш == 2 2 sш . 

2 со-р 2 

тобто дістанемо рівняння синусоїдного коливального руху з періодом 
Т==2п: р+со ==~ 

2 р+со 

та змінною амплітудою 
2q . А 

а == 2 2 sшtLJ., 
со -р 

період зміни якої, або період биття, характеризується величиною 

Тб == 2п/ д . 

Графічну картину коливань з биттям наведено на рис. 530. З формули 
(20.23) випливає, що період биття збільшується в міру наближення часто
ти збудження Р до частоти власних коливань со і стає нескінченним при 
резонансі (при р =со). В останньому випадку, колир ~ со та Д ~ О, рівнян
ня (20.23) можна записати так : 

2qtt:. . (p+co)t qt. (20.24)
х == ( ) sш 2 == -2sш pt,

2д со+р Р 

х 

t 

Рис. 530 

тобто амплітуда коливань з часом зростає безмежно . Зазначимо, що ос
танній висновок справедливий тільки тоді, коли в коливальній системі 
немає сил опору. Однак таких реальних коливальних систем не існує. 

§ 126. Власні коливання з в'язким демпфуванням 

Розглянемо коливання системи з одним ступенем вільності (рис. 531), 
коли сили опору при коливанні пропорційні швидкості руху . Для виве
дення диференціального рівняння коливань вантажу, підвішеного на пру
жині в будь-якому рідкому середовищі (рис. 531), скористаємося принци
пом Д'Аламбера (умову динамічної рівноваги вантажу J'озглядаємо при 
відхиленні його на відстань Х від положення статичної рівноваги, врахо
вуючи силу інерції маси вантажу Q): 

Q .. . QQ--х-ш == +сх, 
g 

де а - коефіцієнт пропорційності; аХ - сила тертя, пропорційна швид
. сіх·· . 

КОСТІ dt ' що ДІЄ В наПРЯМІ, протилежному рухоВІ . 

Звідси диференціальне рівняння коливань системи з урахуванням роз
сіяння енергії можна записати у вигляді 

х == 2ni+со2х== О, (20.25) 
де 

ag 2 cg
2n == ([; со == ([. (20.26) 

Позначивши 
2 2 2

Ф] == со - n , (20.27) 

дістанемо загальний розв'язок диференціального рівняння (21 .25) 

х == е -nl (А sin co]t + В COS СО]I), (20.28) 

де е =2,718. 
Із цього рівняння випливає, що період коливань розглядуваної систе

ми з демпфуванням 

т == 2п == 2п , (20.29)
СО] Jco2 _n2 

Тобто він залежить від згасання, що характеризується коефіцієнтом n. 
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Загальний розв'язок (20.28) 
можна подати також у вигляді 

х х = 21є -nІ sin ((() It + Ч'), (20.30) 

де 21 та Ч' - деякі сталі, що зале
жать від початкових умов і мо

І 'І \ '} - " 1: \ -~/'--+---t- жуть бути знайдені так само, як і 
в § 124. 

При n « (() різниця між коло
вою частотою (()l системи з демп
фуванням та власною частотою ((), 
тобто є =(()І - ((), Є величиною дру

Рис. 531 гого порядку малості, тому пері
од Т буде мало відрізнятися від періоду власних коливань 

Т=2л/((), 

тобто можна вважати, що невелика сила опору не впливає на період (ча
стоту) коливань системи.

Розглядаючи розв'язок (20.28), бачимо; що через множник є-nІ амплі
туда коливань з часом зменшується. Сталі інтегрування А та В, які вхо

'дять до розв'язку, визначимо з початкових умов. Так, поклавши в почат
ковий момент (при t = О) х = ха та х =Ха, з рівняння (20.28) знайдемо, що 

В=Ха; А =...L(xa +nXа)'
(()І 

Підставивши ці дані в рівняння (20.28), матимемо 

-nІ [ха . ( n· 1]Х=Є ~SIll(()lt+Xa COS(()lt+~SIll(()lt). 

В окремому випадку, коли А =О, тобто якщо 

ха nXа-+--=0, 
(() І (() 1 

останнє рівняння набирає вигляду 

(20.31)Х = ХаЄ
-nІ COS(()l t. 

Цю залежність на рис. 531 зображено у вигляді графіка. Рівняння верх
ньої та нижньої обвідних наведеної згасаючої віброграми відповідно 

-nІ -nІ 
Х =ХаЄ та х = - ХаЄ 

Т~чк.и ~ І' ':'2' !.!"з' .:. дотику обв~ої ~o ві~рограми мають Koop~HaTI! ча~!, 
t _ О, t - Т; t - 2Т; ... , а точки тІ' т2' тз, ... дотику до НИЖНЬОl обвlДНOl 
кривої _ координати t = Т/2; t =3Т/2 і т. д. При цьому зазначені точки не 
збігаються з точками крайніх переміщень системи з положення рівноваги. 

Легко переконатися, що внаслідок згасання коливань час для переміщення 
системи із середнього положеннядо наступного крайнього положення менший, 
ніж час, потрібний для повернення з крайнього в наступне середнє ПОJ)оження. 

Інтенсивність згасання коливань системи залежить від сталої n (ха
рактеристики згасання). Амплітуда коливання після кожного циклу змен
шується у відношенні є-nІ : 1, що видно з рівняння (20.31), тобто зменшення 
амплітуди відповідає геометричній прогресії. Дійсно, послідовні амплі
туди при t = О; t = Т; t =2Ті т. д. мають значення 

аа = Ха; аl =ХаЄ-nТ ,' а2 = Хає-2nТ 
Ха , ... , 

-nТ є-2nТ ~=~=є-nT а2 =є-nт ХаЄ-nТ 1 т. д.
аа Ха аl 

Відношення якої-небудь амплітуди коливань до амплітуди, що безпо
середньо йде за нею через один перІОД, 

-/тТ 
аа аl ak ХаЄ = ЄnТ , 
~ с;; ak+1 Xae-(k+l)nТ 

звідки 

ln(..!!.L) =lпєnТ = nТ = О. (20.32) 
ak+1 

Вєличина о називається логарифмічним дєкрємєнтом згасання коливань 
і взагалі є основною характеристикою згасання коливань як наслідку демп
фування їх, обумовленого наявністю в будь-якій реальній механічній сис
теми сил опору механічним коливанням. У техніці, зокрема в машинобу
дуванні , значення декремента істотно відрізняється від одиниці й стано
вить, наприклад, для таких коливальних систем, як турбінні лопатки, 
приблизно 0,03, тобто 3 %. 

Крім сил опору, пропорційних швидкості руху, демпфування коливань 
у реальних конструкціях може обумовлюватися й іншими причинами, 
зокрема втратами енергії гістерезисного типу в самому матеріалі пруж
ного елемента коливальної системи внаслідок його пружної недоскона
лості, значення яких залежить не від швидкості, а від амплітуди коливань 
(циклічних повторно-змінних напружень в «пружині»). Іншим пошире
ним джерелом втрат енергії в реальних коливальних системах є розсіяння 
енергії внаслідок сил тертя в з'єднаннях елементів конструкції, витоку 
енергії у фундамент тощо. 

Тут ми не маємо змоги зупинятися на розрахунку коливань елементів 
конструкцій з урахуванням різних видів розсіяння енергії* й обмежимося 
лише випадком змушених коливань, коли розсіяння енергії пропорційне 
швидкості руху. 

•Докладно це питання висвітлено в монографіях Г. С. Писаренка «Колебания упругих 
СИстем сучетом рассеяния знергии в материале» СК: Изд-во АН УССР, 1955) та «Обобща
IОщая нелинейная модель учета рассеяния знергии при колебаниях» СК: Наук. думка , 1985). 
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§ 127. 	Змушені коливання механічної системи 


з в'язким демпфуванням 


Розглянемо змушені коливання системи з одним ступенем вільності, 
якщо є сили опору механічним коливанням, пропорційні швидкості. Дифе
ренціальне рівняння коливань для такої системи дістанемо, якщо додатко
во до сили опору S =ах на вантаж Q у вертикальному напрямі (рис. 531) 
діятиме будь-яка періодична сила Р sіп pt. 

Позначивши 

q = gP / Q, 

дістанемо рівняння коливання для даного прикладу, додавши в праву 
частину рівняння власних коливань зі згасанням (20.25) член q sinpt. 
При цьому 

і+2nx+(О2х = qsinpt. 	 (20.33) 

Загальний розв'язок цього рівняння знайдемо, якщо до розв'язку од
норідного диференціального рівняння (20.28) додамо окремий розв'язок 

х = К sin р! + Lcos pt. 	 (20.34) 

Тоді, маючи на увазі, що 

і =Кр cos р! - Lp sin pt; і =-Кр 2 sinpt- Lp 2 cos pt, 

і підставляючи вирази х, х та х у диференціальне рівняння (20.33), а потім 
прирівнюючи коефіцієнти при sin р! та cos р! правої та лівої частин, мати
мемо 

_ Lp 2 +2Kpn+L(02 =О; -Кр 2 +2Lpn+K(02 =q. 

Розв'язуючи разом здобуту систему двох рівнянь відносно невідомих ста
лих К та L, знайдемо 

q((02 _ р2) 
к 

((О2_ р2)
2 + 4р2n2 

' 

(20.35)
2qpn

L= 
(оо2 _ р2)2 + 4р2n 2 

Тоді загальний розв ' язок рівняння (20.33) можна записати у вигляді 

x=e-пt(Аsіпооlt+Всоsооlt)- 2q~n cospt+ 
2 2) 2 2оо -р +4р n 

(20.36)( 2 
( 

2)qoo -р 
+ 	 2 sinpt. 

((02 _ р2) + 4р 2 n 2 

Перші доданки, ЩО мають множник е-l1l, з часом зменшуються (згаса
ють), два інших доданки, пропорційні q, які характеризують змушені ко
ливання, з часом не згасають. Період цих незгасаючих коливань 

ТІ =21[/ р, 

а їхня амплітуда пропорційна збурювальній силі. Ця амплітуда, як легко 
переконатися, залежить також від характеристики n демпфування, а також 
від співвідношення періодів змушених ТІ та власних Т=2n1оо коливань. 

Якщо ввести таку заміну: 

2qpn =2( sin а; (20.37)
2)2 2 2(оо 2 _р +4р n 

q (оо 2 - Р 2 ) =2( cos а, 
(20.38)

2 2 2((О2_ р 2) +4р n 

то змушені коливання можна виразити дещо простіше: 

х =2( (cosasin pt - sin acos pt) =2( sin (pt - а). (20.39) 

Амплітуда 2( змушених коливань на підставі формул (20.37) та (20.38) 
визначиться з виразІВ 

2 2 24q Р n rn2 . 2 
2 =;ц sш а; 

[(оо 2 _ р2 )2 +4р2n 2 ] 
2

q2(oo 2 _ p 2) 
----'-----'---2 =2( 2 cos 2 а, 

[((О2_ р 2)2 +4р2n 2 ] 

склавши які й розв'язуючи відносно 21, знаходимо 

) 4q 2Р 2n 2 +q 2 ( оо 2 _ Р 2 ) 2 q 
2(- --;===~ (20.40) 

- (оо 2 _ р 2)2 +4р 2 n 2 - )(оо 2 _ р 2)2 +4р 2 n 2 
Кут а зсуву фаз на підставі рівнянь (20.37) та (20.38) можна визначити, 

ПОДlЛивши перше з них на друге: 

2рn
tga (20.41)(02 _ р2 

При (О> Р кут а додатний і меЮJlИЙ за n/2, тобто О < а < n/2. З рівнян
ня (20.39) випливає, що при цьому змушені коливання відстають за фа
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зою від збурювальної сили. Якщо со < р, п/2 < а. < п, тобто змушені коли
вання відстають більше ніж на а. = п/2. Якщо (J) = р, tg а. = оо, тобто під час 
коливального руху система займає своє середнє положення в той момент, 
коли збурювальна сила досягає максимального значення. 

Аналізуючи формулу (20.40), маючи при цьому на увазі, що 

gp 2 cg


q=Q"; (і'
(J) 

знаходимо 

~= gPQ = Р- О (20.42) 
(J) 2 Qcg с - с ' 

де Ое - переміщення, яке виникло б при статичному навантаженні пружи
ни зусиллям, що дорівнює амплітудному значенню збурювальної сили Р. 

Ураховуючи формулу (20.42) і поділивши чисельник та знаменник ви
разу (20.40) на квадрат колової частоти власних коливань ш2, знаходимо 

Ое Ое (20.43)121= 

1_ р2 )2 + 4р2n2 .( 1- Т2 )2 + т2у2( т,2 т,2ш2 (J)4 
1 1 

де у = 2n/со - коефіцієнт, який залежить від сили опору в коливальній 
системі. 

При дуже великому періоді змушених коливань їхня амплітуда набли
жається до статичного переміщення (121 ~ OJ. При ТІ ~ Т та малому 
згасанні 121 ~ оо. 

ЯК зазначалося, при розрахунках амплітуд змушених коливань зруч
но користуватися коефіцієнтом наростання алtfUlітуди коливШIЬ р, що ста
новить відношення амплітуди 121 змушених коливань до статичного пе
реміщення Ое: 

(20.44)р= ~ = І( 2)2 4р2n2е р + "__
1-- 4 

ш2 (J) 

Побудувавши графіки залежності р =/(р/ш), дістанемо так званірезонансні 
криві при різних демпфувальних характеристиках системи, що визначаються 

ех І ::АІЇ""'1 коефіцієнтом у (рис . 532). 
Графічне зображення зсувуj3 7'=0 фаз а. = /1 (р/со) при різних зна

4 11І\\ __ І ченнях коефіцієнта у наведено 
?ТІ І 

на рис. 533. З цих графіків вид"22 

І 

І І/1\:\\ но, що в зоні збурення коливань 
з частотами, близькими до влас

р них, має місце дуже різка зміна 
о 1 2 Р о 

(;j [J фази змушених коливань тоді, 

Рис. 533 коли коефіцієнт у малий.Рис. 532 
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Приклад 82. Електродвигун вагою Q = 4 кН з частотою обертаюіЯ ротора n = 
=1000 хв- І установлений на двох КО/lСОЛЬНО закріплених в стіні Ulвелерах. Доберемо nе
реріз U/велерів, якщо відстань від стіни до центра ваги двигуна І = J м, вертикальна 
складова відцентрової сили, що виникає вlюслідок незрівноваженості двигуна, дорівнює 
р sin О)І, де а.lІ1nлітуда відце/lтрової сили Р становить 25 % ваги двигуна. 

Переріз швелерів має бути такий, щоб частота власних коливань системи при
близно на 30 % була більша за частоту збурювальної сили , тобто 

n в =1,3n=I,3·1000=IЗ00хв- 1 , 
або 

о) = л:n в = 3,14·1300 с- І =136с - І 
в 30 30 ' 

а напруження, що виникає в швелерах, не перевищувало допустимого [а] =100 МПа. 
Коливальну систему, що складається з електродвигуна на швелерах , з досить ви

соким ступенем точності можна розглядати як систему з одним ступенем вільності, 
для якої власну частоту можна знайти за формулою (20.5) 

о)в =Jg/oe =136с- І . 
звідки 

g 981
Ое = -2 = --2- см = 0,053 см. 

О)В 136 

Статичний прогин двох консольно закріплених швелерів 

QZЗ 
Ое =1= 3E.2J . 

z 

Звідси визначимо момент інерції одного швелера: 

QZЗ 4·13 
J z = 6ЕО е 6.2.108.5,3.10-4 =6,29·10-6 м 4 =629см 4 

Згідно з таблицею сортаменту, найближчий за розмірами швелер Ng 16 з момен
том інерції 

J z =747cM 4 
. 

Для швелера .NQ 16 частота власних коливань системи 

9,81.6·108.2.7,47.10-6 с-І =147 с- І ,{g
O)B=~~ 4·13 

або 

n = 300)в = 30·147 ",,1400 хв- 1 
в л: 3,14 

що більше за частоту збурювальної сили на 

1400-1000 100 'х = 40 'Х. 
1000 о о 

Перевіримо напруження, що виникають у небезпечному перерізі швелерів, з ура
хуванням вібраційного навантаження . Статичне напруження під дією ваги електро
двигуна 

0-3
Мтах _ QZ = 4·1 МПа=21,6МПа.

Ое =т- 2W 2.9,34.10-5z 
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__ 

Коефіцієнт наростання амплітуди коливань, згідно з формулою (20.20), 

1 1
13 = = 2,04. 

. 	 1-(~)2 . 1_(~.~)2 
ТОДІ напруження з урахуванням динаМІЧНОСТІ 

Рі 1·10-3 ·1
аа = ~	w = 2,04 5 МПа = ±11 МПа, 

2 z 2·9,34·10

а максимальне напруження в швелері 

а тах = ас +а а = (21,6+ 11,0) МПа = 32,6 МПа < [а] = 100 МПа. 

§ 128. Критична швидкість обертання вала 

З практики експлуатації машин відомо, що при деякій цілком певній 
для даної машини частоті обертання, при якій робота вала стає динаміч
но нестійкою, настає так званий резонанс. При цьому можуть виникати 

великі поперечні коливання вала. Частота обертан
ня, при якій настає резонанс, називається критичною. 

Легко довести, що критична швидкість для вала 
відповідає частоті обертання вала за секунду, яка до
рівнює частоті його власних поперечних коливань. 

Для доказу розглянемо обертання вертикально 
розміщеного вала з одним диском вагою Q посереди
ні (рис. 534, а). 

Припустимо, що центр ваги С диска розміщений 

а б на відстані е від його осі (при насадженні диска на 
вал уникнути ексцентриситету е практично не вдаєтьРис. 534 
ся). При обертанні такої системи на вал буде діяти 

відцентрова сила, що спричинює його згинання: 

T=Q0)2(w+e), 
g 

де (о - кутова швидкість обертання вала; w - прогин вала в місці на
садження диска. 

Знайдемо реакцію на опорах вала від дії відцентрової сили: 

Р=сш, 

де с - згинальна жорсткість вала, яка, наприклад, для вала постійного 
перерізу при розміщенні диска посередині між опорами 

48ЕІ 	 (20.45)с=-з-· 
І 

З умови рівноваги очевидно, що Т= Р. Підставляючи замість Т та Р 
їхні вирази, дістанемо таке рівняння для визначення прогину ш: 

Q(w+e)w2 =cw, 	 (20.46) 
g 

звідки 
ш= _е:.... (20.47) 

...Е...1.-1 
0)2 Q 

Ураховуючи [див. формулу (20.26)], що 

cg = ro 2 
Q в 

становить квадрат частоти власних поперечних коливань вала, рівняння 
(20.47) можна переписати так: 

w = 2 
е 

2 . ' (20.48) 
(ов / (о -1 

З цього рівняння видно, що прогин вала w швидко зростає в міру на
ближення кутової швидкості обертання вала (о до частоти (ов власних 
поперечних коливань вала з диском. Критична щвидкість обертання вала 

(о кр =(о в =~cg / Q. 	 (20.49) 

При цьому знаменник у формулі (20.48) дорівнює нулю, а тому прогин 
теоретично дорівнює нескінченності, тобто має безмежно збільшуватись 
аж до руйнування. В реальних умовах унаслідок втрат енергії в системі, 
які в наведеному розрахунку не враховуються, на практиці при попаданні 
вала в резонанс прогини не завжди набувають значень, небезпечних для 
експлуатації. 

Цікаво, що при щвидкостях обертання вала, більших за критичні, ам
плітуда згинальних коливань істотно зменшується, коливання згасають. 
Досліди свідчать, що при (о > (ов центр ваги диска розміщується між лінією, 
що з'єднує опори, та викривленою віссю вала (рис. 534, 6). У цьому разі 
рівняння для визначення прогину вала матиме вигляд 

Q (ш-е)ш2 =сш 
звідки " g , 

-
е е 

2 	 (20.50)w - cg о)в
l-~ 1-

0)2Q 0)2 

Отже, із зростанням швидкості обертання вала прогин w зменшується 
і наближається до ексцентриситету е, тобто при дуже великих швидкостях 
центр ваги диска досягає лінії, яка сполучає опори, і зігнутий вал обер
тається навколо центра ваги едиска. 

Приклад 83. Визначимо діаметр вала турбогенератора потужністю N =73,6 кВm, 
що несе посередині прогону завдовжки І =100 см диск вагою Q =1,5 кН, у двох випадках: 
1) для жорсткого вала з критиЧІІОЮ частотою обертання, вищою ніж n = 3000 хв-І ІІа 
35 %; 2) для mучкого вала з критич/ІОЮ частотою обертаllНЯ, //ижчою lІіж робоча час
тота втричі. Масою вала nорівllЯIІО з масою диска знехтуємо. Відомо, що ексце"триси
тет е =0,01 см; [а] =80 МПа; Е =2 ·105 МПа. 
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Для першого випадку визначимо частоту власних коливань системи (жорсткого 
вала з диском): 

= =1351!!!.=1 353,14.3000 -І =424 -І
оож ООкр , 30' 30 с с 

Діаметр жорсткого вала знайдемо з виразу 

48gЕпdоо = г8 =~ g 48Е] = 
4 

ж V~ Q[3 64Q[3 ' 

звідки 

4242.4.1,5·10-3 ·13 м=8,75 . lо-2 м=8,75см. 
3·9,81·2·\05 ·3,14 

Максимальний прогин вала при коливаннях 

0,01·10-2 1 22 10-4 1 22 10-2е 2 м =, ' м =,' см. 

1,35 - 1
f = (оо:J-1 

Нормальні напруження від згинання 

а = 6Edf 6·2·105 ·8,75·\0-2 ·1,22·10-4 МПа = 12,8 МПа. 
[2 12 

Дотичні напруження від скручування 


м ~ 6
,=-22.= 9549N 9549·73,6·10 ·1 МПа=I,8МПа. 

Wp ~3 n 3,14(8,75.10-2)33000 

Еквівалентні напруження за ІІІ теорією міцності 

а_квш = ~a2 +4,2 =JI2,82 +4.1,82 МПа = 13,3 МПа < [а]= 80 МПа. 
у другому випадку частота власних коливань системи з гнучким валом 

оо =00 =~=~=З,14.3000с-І=105с-І 

r кр 3 30·3 3·30 


Діаметр гнучкого вала 


г-

1052 ·4·1,5 ·10-3 .) м = 4,35 .10-2 м = 4,35 см. 
3·9,81 .2·105 ·3,14 

Динамічний прогин 

= е = 0,01.10-2 м=llЗ.lо-4 м=1,13.10-2 см.І 2 2' 
1-(ООкр / ОО) 1-(113) 

Нормальні напруження від згинання 

а = 6Edf = 6·2·\05 · 4,35·\0-2 ·1,1з · \0-4 МПа =5,9 МПа. 
[2 І 

Дотичні напруження від кручення 

~ = мкр = 9549N = 9549.7З,6.1О~ ·16 МПа = 146 МПа 
• 	 3 3 , . 

Wp ~ n з,14(4,35.10-2) 3000 

Еквівалентні напруження за ІІІ теорією міцності 

аеквш =~a2+4,2 =~5,92+4'14,62 МПа=29,8МПа<[а]=80МПа. 

, 

§ 129. 	Власні коливання системи 


з двома або кількома ступенями вільності 


Системою з двома, трьома і т. д. ступенями вільності називають, як 
зазначалося вище, таку систему, положення якої в будь-який момент часу 

може визначатися відповідно двома, трьома і т. д. незалежними парамет
рами. 

До коливальних систем такого типу, які часто застосовуються в ма
шинобудуванні, належать вал з кількома дисками (рис. 535), що здійснює 
крутильні коливання, вал з кількома зосередженими масами (рис. 536), 
що здійснює поперечні коливання, тощо. У першому випадку рух опи
сується кутом повороту навколо поздовжньої осі вала, а в другому . 	 . 
вертикальним переМІщенням зосереджених мас у наПРЯМІ, перпендику

лярному до осі вала. Прикладом коливальної системи, в якій рух маси 
визначається одночасно лінійним зміщенням та кутом повороту, може 
бути кузов автомобіля, схему якого наведено на рис. 537. 

Розглядаючи коливання пружних систем з кількома ступенями 
вільності, диференціальні рівняння руху здебільшого можна дістати, як і 
у випадку систем з одним ступенем вільності, користуючись принципом 
Д'Аламбера. Розглянемо загальний підхід до складання рівняння руху 
маси в просторі. 

Рух маси m у просторі розглянемо в координатній системі xyz. Скла
даючи рівняння рівноваги, до рівнодійних х, У та z усіх зовнішніх сил, які 
діють на масу m і напрямлені відповідно вздовж осей х, у та z, слід додати 
сили інерції. Складові сил інерції у напрямах х, у та z дорівнюють відпо
відно -тХ, -тУ, -ті. Тоді рівняння руху маси m у просторі 

х -ті = О; У -ту =0; Z -ті =0. (20.51) 

Якщо розглядається система з кількох мас, вільних у просторі, то 
рівняння (20.51) треба написати для кожної маси системи. 

Тепер розглянемо застосування принципу Д'Аламбера для складання 
рівнянь руху коливальної системи (рис. 538, а) з кількома ступенями 

гр, КI ~ ~ K;s 'р.. " B~ а Kz0~B7J7, 7J7, 

J1 J2 JJ J. 
Рис. 535 

а 

Рис. 536 	 Рис. 537 
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вільності, яка складається з 
двох мас тІ та т2 та двох пру
жин із жорсткостями СІ та С2 . 
Вважатимемо, що ці дві маси 

а можуть переміщатися без тертя 
. . тільки в горизонтальному на

. ~прямівздовжосіх.Переміщен
с.(..... -х.. І ,.. І:х. _)() f.. 2.. ня першої маси т позначимо~І-' '''(+11' '+f' -m)( -m х(Л( І І І І 1 Z через ХІ' а другої - через Х2 . 

б 8 У процесі коливань на масу 
Рис. 538 тІ як зовнішні сили діють сила 

СІХ ) натягу першої пружини та сила С2 (Х2 - ХІ) натягу другої пружини. 
Силами опору тертя нехтуємо. Тоді, користуючись принципом Д'Алам
бера, рівняння руху першої маси 

Х=тІХ=О 

запишемо у вигляді 

-СІХІ +С2 (Х2 -ХІ )-тIХI = О, 
або 

тІХ\ +СІХІ-С2(Х2 -ХІ)=О' (20.52) 

На масу т2 діє тільки сила натягу другої пружини -С2 (Х2 - ХІ)' а рівняння 
руху маси т2 буде 

т2Х2 +С2 (Х2 -ХІ) = О. (20.53) 

Якщо б система мала не дві, а три чи більше послідовно з'єднаних мас, 
то рівняння руху для кожної з мас містило б три чи більше невідомих ко
ординат. Так, сили пружності пружини, що діють на і-у масу, цілком виз

начаються переміщеннями Хі_І' Хі та Хі+1 (рис. 538, 6). 
Складаючи диференціальні рівняння руху розглядуваної системи, мож

на було б користуватися й іншим методом. Дійсно, при розгляді цієї систе
ми можна було б вважати, що є дві зв'язані між собою пружини (рис. 538, в), 
які зазнають дії сил інерції -тІХІ та -тzX2' прикладених відповідно в 

місцях віддалених мас (точки J і 2). Тоді перша пружина навантажується 
силою-тlХI -т2Х2' адруга-силою -тzX2' При цьому переміщення пер
шої маси, що дорівнює подовженню першої пружини, 

-т lх-т2Х 2 
ХІ 

СІ 

а переміщення другої маси визначиться сумарним подовженням обох пру

жин: 

-тlХI -т2Х2 _ т2Х 2Х2 =ХІ- т2Х2 
С2 СІ С2 

Дещо перетворивши останній вираз, остаточно матимемо 

ХІСІ +тIХІ +т2Х2 = О; (20.54) 

Х2С І С 2 +С2(тIХI +т2Х2)+Сlт2Х2 =0. (20.55) 

Здобута система рівнянь руху (20.54) та (20.55) еквівалентна системі 
рівнянь (20.52) та (20.53), але відрізняється своєю структурою. 

Зазначимо, що другий метод дещо громіздкий, оскільки зміщення, 
наприклад, кінцевої точки залежить від сил інерції всіх мас, а отже, вира
зиться через другі похідні від зміщень усіх точок. 

Крім розглянутих двох способів складання диференціальних рівнянь 
коливань систем з багатьма ступенями вільності , існує третій найбільш 
загальний метод, що rpунтується на використанні відомих з теоретичної 
механіки рівнянь Лагранжа другого роду, які за відсутності сил опору та 
зовнішніх збурювальних сил мають вигляд 

d (дТ J дТ дИ .-d -дО --д =--д ,(1=1;2;3; .. .;n), (20.56)
t ХІ Хі Хі 

де т та И - відповідно кінетична та потенціальна енергія системи. 
Застосовуючи 'рівняння Лагранжа для складання рівняння руху дво

масової системи (рис. 538, а), насамперед запишемо вирази кінетичної та 
потенціальної енергії цієї системи: 

т х2 m,.x2 
Т =_1_І +_'''_,,_2. 

2 2' 

СІХ? С 2 (Х 2 -ХI)2U = --+---=:--=--=-:-----=--=-
2 2 


Відповідні похідні, які входять до рівнянь (20.56), 


дТ . дТ . 
-дО =тІХI; -дО =т2Х 2; R=o; дТ =0; 
ХІ дХХ 2 I дХ 2 

d ( дТJ . d ( дТ J ..dt дх) =тlХI; dt дХ2 =т2Х2; 

дИ дИ ( )-д =СIХI - С2(Х2- ХI); -д =С2 Х2- ХI . 
ХІ xz 

Тоді рівняння (20.56) стосовно до випадку, що розглядається, матиме виг
ляд 

П1I Х I +С І Х І -С2 (Х2 -ХІ) = О; т2Х2 +С2 (Х2 -ХІ)= О. 

Зазначимо, що рівняння, здобуті з рівнянь Лагранжа, завжди збіга
ються з рівняннями, виведеними при використанні принципу Д'Аламбе
ра. Іноді , зокрема для системи ланцюгової структури типу розглядува
ної, з міркувань простоти викладок слід користуватися першим методом; 
при розрахунку згинальних коливань виявляється зручнішим другий. 

Отже, припустимо, що рівняння руху системи з двома ступенями 
вільності здобуті одним із розглянутих способів . Нехай ці рівняння ма
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ють вигляд (20.52) та (20.53). Розв'язання системи цих двох лінійних ди
ференціальних рівнянь можна шукати в такій формі: 

ХІ = "-І sin ( юl + а); 
(20.57)

Х2 ="-2 sin «(j)t+a), 

де "-І' "-2' (j) та а - сталі, які треба вибрати такими , щоб задовольнити 
рівняння (20.52) та (20.53). 

Підставляючи розв'язок (20.57) у ці рівняння, матимемо 

-тIЛІ(j)2 +СІЛІ - С2 (Л2 -ЛІ) = О ; -т2Л 2(j)2 +С2 ("-2 -ЛІ) = О, 
або 

"-І (СІ +С2 -тl(j)2)-Л2С 2 = О; 
(20.58)

-Л 2С2 + Л 2(С2 - т2ІО 2) = о. 

Рівняння (20.58) містить три невідомі : амплітуди "-І' Л2 та частоту Ф. 
З цих двох рівнянь знайти зазначені три величини неможливо, проте з 
них можна визначити частоту . Дійсно, розглядаючи систему рівнянь 

(20.58), бачимо, що випадок коливального руху, коли "-І '" О та Л2 '" О, 
можливий тоді, коли дорівнює нулю визначник указаної системи двох од
норідних рівнянь відносно ЛІ та "-2' тобто коли 

СІ + С2 - тl ІО2 -С2 2/ = о . (20.59) 
/ -С2 С2 - т2ІО 

Записавши цей визначник у розгорнутому вигляді, після деяких перетво
рень матимемо 

4 (СІ + С2 С2) 2 СІ С2 - О(j) - ---+- (j) +--- . 
тІ т2 тlт2 

•
Це рівняння є квадратним відносно ф2, і легко показати, що воно має два 
дійсних додатних корені: 

ю~ =l(СІ +С2 +~)_ 1(С1 
2 тІ т2 4 

ю~ =l(СІ +С2 +~)+ Il(СI 
2 тІ т2 V4 

+С2 +~)2 _ СІС2 . 
тІ т2 тlт2 

+С2 +~)2 _ СІС2 
тІ т2 тlт2 

Відповідно можна знайти і дві власні частоти: 


І 2 


ІОІ =\/l(С І +С2 +~)_ l(СІ +С2 +~) _ С І С2 . 

2 тІ т2 4 тІ т2 тlт2 


(20.60) 

1 (СІ +С2 С2) ~1 (СІ +С2 С2)2 СІ С2ІО2 = \/- --+- + - --+- --
2 тІ т2 4 тІ т2 тlт2 

Відповідно до рівнянь (20.60) двочастотний коливальний процес у за
гальному вигляді слід записати так: 

ХІ = ЛІ! sin (ЮІІ + а ) + Л 2 sin( ІО2! + а2);l І (20.61) 
Х2 = Л21 sin(ІОІІ + аl) + Л22 sin (Ю21 + а2) · 

Тут перший індекс біля амплітуди "- показує номер координати, а дру
гий - номер доданка в рядку або номер частоти. 

Амплітуди коливань пов'язані відношенням, яке визначається з пер
шого або другого рівняння (20.58): 

~ СІ +С2 -тlІОI
2 "-2 

ЛІ ЛІС 2 
або відповідно до прийнятої індексації: 

~ 211.21 СІ +С2 -тlІОI % 
%21=-= 22 

ЛІ І С2 

С2 

2 ' 
С2 -т2ІО2 


Л С 
= -R = __2 
Л 2 · 

12 С2 - т2ІО2 

· Тоді рівняння (20.61) можна записати у вигляді 

ХІ = "-І! sin( ІОІ! + а l ) + "-12 sin (Ю2! + а2); 
(20.62) 

. Х2 = %21 ЛІ! sin( ІОІІ + аl) + %22 "-12 sin (Ю2 1 + а2) · 

При цьому власні частоти ІОІ та ІО2 ' а також відношення амплітуд %21 та 
%22 залежать від параметрів коливальної системи. 

Щодо значень амплітуд Л ІІ та "-21' а також кутів зсуву фаз а та а2 , тоl 
Їх слід визначити з чотирьох початкових умов, що виражають значення 

зміщень та швидкостей обох мас у початковий момент часу . 
Якщо рух системи спричинений ударом по масі m, що відповідає та

ким початковим умовам при І =О: 

ХІ (О) =0; Х2 (О) = О; 

ХІ(О)=О; Х2(0)=ио, 
З рівнянь (20.62) матимемо 

ЛІ І sin аl + ЛІ2 sin а2 = О; 

%21 "-11 sin аl +%22 ЛІ2 sin а2 = О; 

"-ІІІОІ cosal + Л12(j)2 cosa2 = О; 

%21 ЛІІ(j)1 cosal +%22 "-12ІО2 cosa2 = ио · 

Звідси, оскільки ІОІ' ІО2' %21 і %22 відомі , знаходимо, що 

ио ио
аl =а2 =0; ЛІ 1 = ~ %21-%22 Л12 = ІО2 %22 -%21 

Добираючи штучно початкові умови так, щоб амплітуда ЛІ ? = 
О, можна знайти одночастотні коливання , які описуються ОДНІєю 
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гармонікою: 


ХН =ЛІІ sin(01t+<XI); 

(20.63)

Х21 = Х21 ЛН sin ((()l t + (ХІ)· 

Коливання, що описуються однією гармонікою, називаються перши
ми нормальними коливаннями. Оскільки відношення амплітуд Х21 не зале
жить від початкових умов, то одночасні коливання характеризуються до
сить певним співвідношенням амплітуд, яке залежить від параметрів сис
теми. Отже, Х21 визначає першу нормальну форму коливань. 

Друга форма коливань, очевидно, визначатиметься відношенням 
Х22 =л22/Л I2 тоді, коли початкові умови вибрано такими, при яких ЛІ 1 =о, 
і здійснюються другі нормальні коливання, що описуються формулами 

ХІ2 = Л12 sin ((()2 t + (Х2); 
(20.64)

Х22 =Х22ЛI2sіП((()2t+(Х2)· 

Зазначимо, що кількість нормальних форм коливань та така сама 
кількість власних частот збігаються з числом ступенів вільності коливаль
ної системи і що дві нормальні форми коливань ортогональні, тобто 

mlЛllЛІ 2 +mzЛ21Л22 =0. 

Виявивши загальні принципи визначення основних параметрів коли
вань пружних систем з кількома ступенями вільності, перейдемо до роз
гляду дуже важливих видів коливань, які часто мають місце в інженерній 
справі. 

§ 1зо. Крутильні коливання валів 


і систем передач 


Уявимо собі механічну систему, яка складається з пружного вала з 
насадженими на нього дисками (рис. 539, а) і здійснює крутильні коли
вання . Нехай J1, J2, Jз , ... , J - моменти інерції маси дисків відносно осі 

вала; </>1' </>2' </>3' .. . , </>n - кути повороту дисків при коливаннях; СІ ' С2 , С3 ' 
••• , СП - жорсткості рівних діля
нок вала МІЖ дисками при кру

ченю:t "(f 
n 

'., 
pGJ~, (Qj ~2 ($ ~n-, $

J. 

- Сі =-І--'. 
Іа 

с,(ір,-ір:2) C2(tf!2-qJS} Cn-,(Ірn-,-l{Jn} де 'і - довжина відповідної 
ділянки . 

Оскільки СІ' С2 , С з , ... є крутtro-6Artf(lJ- rffif8h 
ними моментами, яКІ спричиню

ють закручування ВІДПОВІДних 

Рис. 539 ділянок вала на 1 рад, то СІ (</>1 

- </>2); СІ (</>2 - </>3); .. . - крутні моменти, що виникають у перерізах вала 
при взаємному повороті першого та другого дисків на кут </>1 - </>2' друго
го та третього - на кут </>г </>~ і т . Д . (рис. 539, 6). 

Нехтуючи моментом інерщї маси обертового вала порівняно з момен
тами інерції J1, J2, ... обертових мас дисків, кінетичну енергію коливної 
системи можна виразити як 

1J . 2 1 J .2 1 J .2Т ="2 l<j)j +"2 2</>2 +"2 3</>3 + ... (20.65) 

Потенціальна енергія розглядуваної системи з n ступенями вільності 
за рахунок пружної деформації вала 

U = if' Мкрі</>і , 
або і=1 2 

1 2 1 2 1 2
U ="2 С1 (</>I-</>2) +"2 С2 (</>2 -</>3) + "2С3 (</>з -</>4) + ... (20.66) 

Підставляючи вирази (20.65) та (20.66) у рівняння Лагранжа (20.56), 
дістанемо таку систему диференціальних рівнянь вільних крутильних ко
ливань вала з насадженими на нього дисками: 

J1<i>1 +СI(</>І-</>2)=0; 


J 2<і> 2 + С2 ( </> 2 - </> з )- СІ (</> 1 - </> 2 ) = о; 


J з<і>з +Сз (</>3 -</>4 )-С2 (</>2 -</>з)=о; 


(20.67) 

J ІІ-І<і> 11-1 + С 11-1 (</> 11-1 - </>11)- Сn-2 (</> 11-2 - </>11-1) = о; 


J n<i>1�- Сn-1 (</>n-І -</>11)=0. 


Складаючи ці рівняння, матимемо 

J l<і>1 + J 2Ф2 + . .. + J n<і> n = о, 

звідки , інтегруючи один раз, знайдемо 

J ІФІ + J 2Ф2 + J зФз + ... + J 1ІФ n = const, 

тобто момент кількості руху системи навколо осі вала при вільних коли
ваннях залишається сталим . 

Надалі вважатимемо, що цей момент кількості руху дорівнює нулю. 
Цим самим виключаємо з розгляду будь-яке обертання вала як твердого 
тіла і розглядатимемо лише коливальні рухи, що спричинюються скручу
ванням вала. 

Користуючись загальними методами розв'язання добутої системи ди
ференціальних рівнянь (20.67), розв'язок шукаємо у вигляді 

'РІ = ЛІ cos (СО1 + 'Р); 'Р2 = Л2 cos ((()t + 'Р), .... (20.68) 

546 547 



Підставляючи розв'язок (20.68) у рівняння (20.67), матимемо 

Jlл l ro2 -СІ (1..1-1..2)=0; 

J2Л2 0/ +СІ (ЛІ -Л2)-С2 (1..2 -Лз) = О; 
(20.69) 

Jnлn ro2 +Сn _ (Лn _ -Лn ) = О.1 1 
Виключивши з цих залежностей ЛІ' 1..2' Лз ' ... , Лn ' дістанемо рівняння 

для визначення частот. 

Так, у випадку трьох дисків (рис. 540) система рівнянь (20.69) матиме 
вигляд 

Jl л l ro2 -СІ (1..1-1..2)=0; 
2 . 

J2л2 ro +СІ (Л І -Л2)-С2 (1..2 -Лз)=О; (20.70) 

Jзлз0)2 + С2 (1..2 - Лз) = О. 
Склавши ці рівняння, дістанемо 

JІЛ І + J 21..2 + Jзлз = О. (20.71) 

З першого та третього рівнянь системи (20.70) знайдемо 

Л - -СІЛ2 . Л -_ С2Л2 
1 2 ,з 2 2' 

Jlro -СІ Jзro -С 
(20.72) 

Підставляючи вираз (20.72) у формулу (20.71), матимемо 

JІ J2Jз 	 4 (JIJ 2 +JIJз J2Jз +JІJз ) 2 ( )---0)- + ro+J +J2 +Jз =0. (20.73)І 
СІ С2 СІ С2 

Розв'язуючи це рівняння відносно 0)2, можна знайти два корені rof та 
ro~ , що відповідають двом головним видам коливань. Підставляючи здо
буті при цьому значення rof та ro~ у рівняння (20.72), знайдемо відно
шення 1../1..2 та Л/Лз для двох головних видів коливань і тим самим визна
чимо стан системи під час коливань. Зазначені два види коливань для 

тримасової системи зображено на діаграмах 
J] І та ІІ (рис. 540) відповідно для одновузло

вої та двовузлової форм коливань. 
у разі чотирьох обертових масивних . . 	 . 

ДИСКІв РІВняння частоти ДІстанемо, при

рівнюючи до нуля визначник рівнянь (20.67) 
при 11 =4. Розв'язуючи його, знайдемо чо
тири корені рівняння, з яких один унаслідок 
вільного обертання вала як твердого тіла 

.-< 

-<І 1"'1'10. - І j,.LI"'!"<іІіІ. 1111 
навколо його осі виявиться нульовим, а реш
та (відмінні від нуля) дадуть частоти трьох 
головних коливань розглядуваної системи.Рис. 540 

§ 1З1. 	Поперечні коливання стрижнів 
із зосередженими масами 

Поперечні коливання стрижнів досить часто мають місце в машино
будуванні, і зокрема в турбобудуванні, де застосовуються вали з прямолі
нійними осями, що несуть низку дисків. Оскільки такі вали мають значні 
прогони, то дуже важливо вміти визначати критичні швидкості обертан
ня таких валів, що пов'язано з вивченням Їхніх поперечних коливань. 

Вивчення поперечних коливань валів із зосередженими масами розпоч
немо з розгляду пружної балки на двох опорах, що несе довільну кількість 

зосереджених (точкових) мас тІ' т2, ... , тl1 (рис. 541). 
Розв'язуючи поставлену задачу, скористаємося другим способом (див. 

§ 129), згідно з яким до пружної системи, що не має маси, треба прикласти 
сили інерції -m\ИJ\; -m 2 ИJ 2 ; - ... ; m l1 ИJ Il , де Ш , Ш;1' ... , Шn - відповідно поІ 
перечні переміщення (прогини) осі балки в місЦІ прикладення мас тІ' т2 , 
... , тn , а иJ], w2' ... , W11 - другі похідні цих переміщень по часу. 

Вирази для зазначених переміщень можуть бути узагальнені й подані . . 
в каноНІЧНОМУ ВИГЛЯДІ: 

ШІ = -m\w,Б\\ - m2W2Б \2 - ... - mnwIl Б'Il; 
Ш2 =-m,w,Б21-m2W2Б22 - ... -mIlWIl Б 21l ; .. · (20.74) 

=-m\w\БI1 \ -m2W2Бп2 - ... - m,/iJnБ пll ,ШI1 
де b;k - переміщення в напрямі і, спричинене одиничною силою, що діє в 
напрямі k. 

Ці коефіцієнти при згинанні визначаються за методом Мора: 

І-

Б.
lk 

= ""fM;MkL.J EJ dх, 
_ _ о 

де М; (х) та Мk (х)  згинальні моменти, спричинені відповідними оди
ничними силами 

Р; =-m;ш=l; P k =-mkwk =1. 

Ці коефіцієнти можна обчислити також за допомогою формули Вере

щапна 

Б;k = L Ц-Мсk 
ЕІ' 

де Q; - площа епюри М; (або частини М;); М k - ордината епюри М; , 
розміщена напроти центра ваги площі епюри Q;. 

Нагадаємо також, що, згідно з теоремою m1 	 m] mnmгпро взаємність переміщень (теоремою Макс 48 8 8 11 ~8 
велла), 

Рис. 541Б;k = Бk;· 
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Основна система рівнянь (20.74) у найпростішому випадку для коли
вальної системи з одним ступенем вільності приводить до одного рівнян. . . 
ня з ОДНІєю невІДОМОЮ: 

Ш = -т ш 811 ,І l I . . . 
що еКВІвалентн.е ВІДомому РІВнянню 

тш+сlш=О, 
ОСКіЛьки 

с=1 / 8 11 · 

Для системи з двома ступенями вільності на підставі основних рівнянь 
(20.74) дістанемо систему двох рівнянь з двома невідомими функціями 
прогину Ш та Ш2 :І 


ШІ = -mIWІ()ll -т2Ш2()12; 


Ш2 =-тIШІ()21 -т2Ш2()22' 

При розв'язанні системи рівнянь (20.74) функцію прогину можна взя
ти у ВИГЛЯДІ 

Ш =Ліsіп(О)t+а) .і 
Підставляючи ці вирази в основні рівняння (20 .74), матимемо таку 

однорідну систему алгебраїчних рівнянь відносно невідомих амплітуд Лі 
та частот О)і: 

2) 2 2ЛІ (тl(11 0) -1 + Л2т2()120) + . . . + лnтn81n О) = О; 

л lтl ()210)2 + Л2 (т2 822 0)2 -1) + . . . + лnтn ()2n0)2 = О; 
(20.75) 

2 2 ( 2)ЛІ тl()nlО) + Л2т28n20) + ... + ЛN тn()nnО) -1 = О . 

За наявності коливань амплітуда Лі не перетворюється на нуль, якщо 
визначник, складений з коефіцієнтів системи рівнянь (20.75), дорівнює 
нулю, тобто 

2 2тl ()110)2 -1 т2()120) ... тn()lnО) 
~ 2 2ml()210)2 т2и220) -1 ... тn()2nО) =0. (20.76) 

222
тl 8nl 0) т2()n20) .. . тn()nnО) -1 

В окремому випадку системи з двома ступенями вільності рівняння 
(20.75) наберуть вигляду 

ЛІ (тl ()110)2 -1) + Л2т2(120)2 = О; 
лlтl()210)2 + Л2 (т2()220)2 -1) = О . 

l 
Визначник (20.76) при цьому буде 

т l ()110)2 -1 т2()120)21_ 0 
m ( 0)2 т2()220) 

2 -1 - .1 21 

Записавши визначник у розгорнутому вигляді , знайдемо частотне 

РІВняння 

0)4 ()II()22 - 8~2 )тlт2 - 0)2 (811тl + 822 т2) + 1= О , (20.77) 

звідки перша та друга частоти коливань визначаються відповідно фор
мулами 

2 () т --t . .. 

0)1= (() II () 221 _ () 2 ) [ І І + () 22 __2 + 
12т 2 т І 

... + ~ '(ОН +022 :: )' -4(ОнО 22 -01,) ::J (20.78) 

10)2= І 2()11()22 _()2)т [ ()ll +()22!!!2- --t . .. 

12 2 тІ 

ш~ '(011 +022 :; )' -4(ОнО 22 -01,) :;J (20.79) 

Приклад 84. Визначимо частоту власних коливань балки (рис. 542). що несе три 
однакових зосереджеНlIХ вантажі масою т кожний. 

НасампеQ.ед ви~.начимо_переміщення точок прикладення вантажів під дією оди
ничних сил РІ =І , Р2 =1 і Рз =1. Для цього побудуємо епюри згинальних моментів 
від зазначених одиничних сил (рис. 543). Користуючись формулою Верещагіна, знайде
мо переміщення від одиничних навантажень : 

8" =8зз =75k; 822 =243k; 821 =812 =8З2 =82з =117k; 81з =8ЗІ =51k, 
де 

k = [З
-:-9-.12-'-9-6-EJ- · 

Маючи значення 8ill , складемо визнач

ник , аналогічний виразу (20.76): ® 
2 2 2 І N 

75mkw -1 75mkw 51mkw 1
 

117mkw 2 243mkw 2 -І 117тkw 2 = О. 

51тkw 2 117тkw 2 75mkw 2 -1 


® 
// ® 

~~LLILI~'LILILILI~I~I~I~I~I~I~I~I~I~~~~ 
· -

І-

Рис. 542 Рис. 543 

х 

m т m 

-~ 
.....--- 7. 

.J.... .l.. l 
б J б 
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Записавши здобутий визначник у розгорнутому вигляді , знайдемо рівняння час

тоти : 	 3 - 2 
77760(тkI0 2 ) -!2096(mkw 2 

) +393mkw 2 -1=0. 

Це рівняння має такі три корені , що відповідають трьом значенням власних колових 

частот коливань розглядуваної пружної системи: 

ffiJ. = 5,~92Ш; 	 (20.80) 

_ 22,05 Ш. 
(20.81) 002 - І V-;;;L' 

оо = 36, оо Ш. (20.82) 3 І V-;;;L 

§ 132. Коливання пружних тіл з розподіленими масами 

Поперечні коливання струни. Виведемо диференціальне рівняння по
перечних коливань струни як найтиповішого об'єкта коливальної систе
ми з розподіленими параметрами. Для цього розглянемо відхилення стру
ни, закріпленої в точках А та В (рис. 544, а) . Початковий натяг струни 
позначимо через Р. Вважатимемо відхилення малим, а зміною зусилля 
натягу Р при цьому знехтуємо, тобто Р =const. Довжина струни І. 

Припускаючи, що при відхиленні всі точки струни лежать у площині 
ху, розглянемо елемент струни масою dт, кінцеві точки його х та х + dx, 
тобто dт = pFdx, де р - густина, F - площа поперечного перерізу. Проведе
мо дотичні до елемента струни в його крайніх точках; кути нахилу дотич
них до осі х відповідно а та а! (рис. 544, 6) . Вважатимемо їх також мали
ми. 	 . 

Складова натягу струни, паралельна осі Оу, в точці х 

у =-Psina, 
а в точці х + dx 

у +дУ = Psin а1 . 

Унаслідок малості кутів можна взяти 
. ду 
sша=tg а=-' 

dx' 
. ду д 2у 
sша! =tga! =-+--dx. 

дх дх 2 

lJ 

~ 	 ~p- {)(f

°t-m--Ax~x .....8 х р у 

а 6 
Рис. 544 
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Сума проекцій натягу на вісь у 

dу=р д
2 
у dx. 

дх2 

Щоб знайти рівняння руху струни при коливанні, треба, користую
чись принципом Д'Аламбера, цю силу прирівняти до сили інерції елемен
та струни, яка дорівнює dт (д2Уlдt2) , що дає 

д2 д2 dт2 = p 2 dx. (20.83)
дt 2 дх2 

Позначивши через Q вагу всієї струни, знайдемо 

Q
dт=-dx

g/ ' 
де g - прискорення вільного падіння. 

Тоді рівняння (20.83) набере вигляду 

д2у _ PgI д 2у 
(20.84)дt 2 -([ дх2 ' 


Позначаючи 


Pgl 2 
~=a ,
Q 

рівняння (20.84) запишемо так : 

д2у 2 д2у 
-=а-. 	 (20.85)
дt2 дх2 

Це і є диференціальне рівняння плоских поперечних коливань натяг
нутої струни. 

Виходячи З рівняння (20.85), треба знайти відхилення як функцію двох 
незалежних параметрів х та t, тобто 

y=F(x, t). 

Ця 	функція має відповідати: 
1) диференціальному рівнянню (20.85); 
2) граничним умовам, тобто при х =О та х = І ордината у =О, або 

F(O,t)=O; F(I,t)=O; 	 (20.86) 

3) початковим умовам, тобто при t =О вона має перетворюватися на 
задану функцію прогинів: 

F(x,O)=f(x). 	 (20.87) 

Крім того, частинна похідна по t при t = О має перетворюватися на 
задану функцію и(х) (початкова швидкість): 

дF(х, О)=v(х). 	 (20.88) 
дt 
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У! s Умова (20.87) означає, що в початковнй момент, 
тобто при t = О, струна має задану форму, наприк:::-z=--:, ох лад таку, якої вона набере, якщо буде відтягнута 
штифтом S (рис. 545). У момент t = О штифт забира

Рис. 545 ють, і струна розпочинає свої коливання. 
Умова (20.88) означає, що в початковий момент усі точки струни ма

ють задану швидкість, зокрема можуть перебувати в стані спокою, як це 
має місце у прикладі на рис. 545. 

Розв'язок рівняння (20.85), застосовуючи метод Фур'є, шукаємо у виг
ЛЯДІ 

у=хт, (20.89) 

де Х та Т - відповідно функції х і (: 

Х=іі(х); Т=І2 (І). 

д
Продиференціювавши рівняння (20.89) по х і І, дістанемо 


2у д2У
=х дТ. =Т д2Х 
дІ 2 дt 2 ' дх2 дх2 . 

Після підстановки цих виразів у рівняння (20.89) останнє набере вигляду 

д2Хд2т 2
Х- -,2 =а Т-2д! дх 

або 
а2 d 2Х1 d 2T 

(20.90)Т dt 2 =х- сіх2 . 

Прирівнявши праву та ліву частини останнього рівняння до однієї і тієї 
самої сталої величини -k?-, дістанемо два рівняння 

k 2д2т 2 д2х-=-k т· -=--Х 
дt2 'дх2 а 2 ' 

або 
2 2 2

д Т +k2T=0; д Х +~X=O. (20.91)
а 2дt 2 дх2 

Окремі розв'язки цих двох звичайних диференціальних рівнянь другого 
порядку таКІ: 

11 = cos kt; Т2 =sin kt; 
k . k 

2=SШ-Х. 
а а 

ХІ =cos-x; Х (20.92) 

У цьому легко переконатися, підставивши Їх у рівняння (20.91). 
З функції (20.92) слід виключити cos (k/a) х як вираз, що не перетво

рюється на нуль при х = о. Щоб sin (k/a ) х дорівнював нулю при х = І, 
треба, щоб k' = аnл, звідки k =аnл!l, де n - ціле число. Рівність kl = аnл 
називається рівНЯlшю"t періодів або рівнянням частот. Воно виводиться 
безпосередньо з граничних умов. 

Тепер маємо два окремих розв'язки рівняння (20.85): 

. пл апл . пл . аnл 
УІ=SШ TXCOS -,- {; У2=SШ тХSШ -- ( . (20.93) 

Помноживши кожне з цих рівнянь на невизначені коефіцієнти А і В та 
склавши ці два розв'язки, дістанемо загальний розв'язок рівняння (20.85) 
у вигляДІ 

y=sin n~ X(AnCOS аnл t+Bnsin аnл І), (20.94) 

або, позначивши 

аnл С . аnл
Аn =Cncos -І- t n; Вn = n sш -І- t n, 

де Сп та t - сталі, рівняння (20.94) запишемо у виглядіn 

y=Cnsin n,л xcos а;л (t-tn ). (20.95) 

Здобуте рівняння характеризує рух як періодичний, тобто коливаль
ний. Період коливань 

т =~=1l (20.96)
n аnл аn', 


а секундна частота коливань 

1 аn (20.97)J/l =T=2z·/l 
При n = 1 струна коливається в основному тоні (з однією півхвилею). 
При n = 2 струна коливається, утворюючи дві півхвилі, при n = 3 - з 
трьома півхвилями (рис. 546). 

Взагалі характер коливань струни залежить від початкових умов . На
приклад, струна коливатиметься в основному тоні, якщо при t = О вона 
мала форму першої кривої (n = 1) і всі й точки були в спокої. Якщо почат
кова форма струни інша, то крім основного тону виникають обертони, 
оскільки коливання струни становлять сукупність окремих коливань, що 
накладаються одне на одне. Рівняння руху в цьому разі матиме вигляд 

в· t 
n І І

y=L..."(АnCos nтла (+ n sшn -ла) sш. n-лх . (20.98) 

Для остаточного розв'язання задачі треба з початкових умов (20.87) 
та (20.88) визначити коефіцієнти А та В рівняння (20.98). 

~ -::::::::......З умови (20.87) 
оо 

(20.99) п=1(у )1=0 = L Аn sin 
nлх =І(х), 

~ ,,=0 
а з умови (20 .88) ~ 

(дУ) = f: в nла sш nlл х= и(х) . (20.100) ~ ~ 
д! 1=0 ,,=0 n І 

Тутf(х) та v (х) - функції, задані в інтервалі О < х < І. Рllс.546 
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для визначення коефіцієнтів Аn і Вn ' які входять до залежностей (20.99) 
та (20.100), треба розкласти функціїf(х) та v (х) у ряди, члени яких є триго
нометричними функціями кугів, кратних m/l. Ця задача розв'язується мето
дом Фур'є, який полягає в тому, що рівність (20.99) множать на sin т (mП) 
та інтегрують по всій довжині струни від о до І. У результаті такого інтегру
вання знаходять 

І оо І 

f f (х )sin т;х dx = L f Аn sin n;х sin т~ dx. (20.101) 

о n=Оо 

При цьому всі члени правої частини цього рівняння, крім одного, пере
творюються на нуль, оскільки при n "* т 

І 

· nnx . тnx d О 
sш-z-sш-/- х= , (20.102)І 

О 
а при n =т І 

· nnx . тnX d 1 
sш-/-sш-- Х="2. (20.103) І z 

о 


Для доказу рівностей (20.102) та (20.103) пригадаємо, що 


cos(а -~) = cos acos ~ +sinasin~; 

cos(а + Р) =cos acos р -sinasin~; 

2sinasin ~ = cos(а -~)- cos(a + ~). 

І 
Тоді І І І 

· nx· nx lІ (n-т)nx lІ (n+т)nx
sшnт sшттdx="2 cos / dX-"2 cos _ dx. 

о о о 

Розглядаючи другий інтеграл правої частини останнього рівняння, бачи
мо, що він становить площу, обмежену кривою 

у = cos (n + т) п; 

та ординатами х =О і х = І . Якщо n + т - парне число, то крива має 
вигляд, як на рис. 547, а, якщо n + т - непарне число, то як на рис. 547, б. 
Площі окремих частин в обох випадках взаємно знищуються. Інтеграл 

f
І 

cos (n - т )п; dx 

о 
також перетворюється на нуль для всіх значень n "* т, а при n = т дорівнює і. 

Отже, в правій частині рівності (20.101) тільки один член, що входить 
до рівності (20.103), не перетворюється на нуль. Він, як доведено, дорів
нює A ll2, а тому n І 

Аn =у f f(x)sin n;х dx. (20.104) 
о 

Аналогічно 

Вn =~fv(x)sin ~dx. (20.105)
аnn І 


о 


Задопомогою цих рівностей цілком мож

І 

-~=~=~.X 
на визначити ряд (20.98), а разом з тим і 
рух струни. 

Поздовжні коливання стрижня. Розгля
немо поздовжні коливання призматичних 
стрижнів, що на відміну від струни мають -~~~~~~.x 
значну поперечну жорсткість. Перш за все 
нагадаємо, що розрізняють три типи коли. . . 
вань: ПОЗДОВЖНі, крутильНі та поперечНі. Рис. 547 

При поздовжніх коливаннях усі части
ни стрижня рухаються паралельно його осі (рис. 548, а). Стискання та 
розтягання по черзі відбуваються одне за одним як у часі, так і в просторі. 

Виведемо диференціальне рівняння поздовжніх коливань пружного 
стрижня. Для цього розглянемо умову динамічної рівноваги ділянки ко
ливного стрижня, обмеженої перерізами а та Ь (рис. 548, 6), завдовжки 
dx. Переміщення довільного перерізу стрижня а з координатою х позна
чимо через u =Лх, (). Переміщення перерізу Ь буде u + (ди/дх) dx. Тоді 
відносні подовження в зазначених двох перерізах будуть такі: в перерізі а 

є = ди/дх, а в перерізі Ь - ~~ + :х (~~ )dx. Розглядаючи зусилля, що діють 
на елемент стрижня завдовжки dx, бачимо: 
осьова сила в перерlЗІ а 

N =ЕF ди . a дх'у перерізі Ь 

дNа [ди д (ди) ]Nb = Na +дх dx =EF дх + дх дх dx . 

Для динамічної рівноваги рівнодійна цих зусиль має дорівнювати силі 
інерції маси розглядуваного елемента стрижня: 

j = т д
2 
u dx. 

/ дt2 

Тоді рівняння динамічної рівноваги елемента стрижня буде 

ЕF~(дU)dx= т д2и dx. (20.106)
дх дх І дt 2 

І І ш.Ш!ПllI! 11 І І ІІІІUПП! ~l а Ь П 
11/11111111І111І11111111І11І1111111111І1 -ttt~---+x ~_dХГ 

г--------, 

а б в 

Рис. 548 
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Після скорочення на dx та введення нового позначення mllF = р (т
маса стрижня, р - густина матеріалу) дістанемо диференціальне рівнян
ня поздовжніх коливань в такому остаточному вигляді: 

д2и д2иЕ- Р-2' (20.107)2дх дt 

Це рівняння варте уваги тим, що рух, який воно виражає, не залежить від 
розмірів стрижня. Якщо покласти Е/р = а2 , то рівняння (20.107) буде 
цілком збігатися з рівнянням (20.85) руху струни: 

ди 2 д2и 
-=а -. (20.108) 
дt 2 дх2 

Тому формули, здобуті при розгляді коливань струни, можна автоматич
но використовувати при розрахунку поздовжніх коливань стрижня. При 
цьому тільки треба підставити відповідне значення для коефіцієнта а. 

Крутильні коливання стрижнів. При коливаннях кручення якого-не
будь, наприклад циліндричного, стрижня його циклічний рух найкраще 
характеризувати хвилястою лінією, креслячи ії на розгорнутій поверхні 
стрижня (рис. 549, а). 

Нехай переріз на відстані х закручується відносно нерухомого пере
різу на кут <р, а переріз на відстані х + dx - на кут q> + (дq>lдх) dx 
(рис. 549, 6). Тоді відносний кут закручування елемента завдовжки dx буде 
дq>lдх, і крутні моменти в кінцевих перерізах відповідно 

д<р (д<р д2q> J
GJр дх та GJр дх + дх2 dx . 

Прирівнюючи рівнодійну цих крутних моментів до моментів інерції 
обертання елемента завдовжки dx, що дорівнює 

j = PJр (д2 q>1 дt 2 )dx, 

дістанемо рівняння руху 

д2q> д2q>
GJ - dx = pJ dx- ,p 2 p 2

дх дt 

яке після скорочення на J та dx матиме вигляд p 

д2q> д2q> (20.109)С- = Р-2'2
дх дt 

Позначивши С/р через а2, знову дістанемо диференціальне рівняння у 
формі коливань струни: 

д 2 q> 2 д 2q>
--=а --о (20.110) 
дt 2 дх 2~m ~.GJ'dX 

х Тому в цьому разі формули, 

dx ~~ виведені при розгляді коли
вань струни, залишаютьсяа 6 

Рис. 549 придатними. 

§ 1зз. Поперечні коливання призматичних стри>кнів 

Розглянемо поперечні коливання призматичного стрижня (рис. 550, а) 
в площині ХШ, яка є площиною симетрії для його поперечного перерізу. 

Позначимо через w поперечне переміщення осі стрижня на відстань х 
від лівого кінця. На відміну від згинної жорсткості струни EJ, якою нех
тували внаслідок її малості, при розгляді поперечних коливань стрижня 
цього робити не можна, оскільки тут вона відіграє вирішальну роль. 

Для виведення диференціального рівняння поперечних коливань стриж
ня розглянемо умови динамічної рівноваги сил, що діють в напрямі w еле
мента стрижня завдовжки dx, обмеженого перерізами на відстані х та х + dx 
від лівого кінця стрижня (рис. 550, 6). Проекціюючи всі сили, що діють на 
елемент стрижня (враховуючи сили інерціі), на вертикальну вісь ш, матимемо 

дQ ) д2шQ- Q+-dx -рFdx-=О, (20.111 ) 
( дх дt2 

де р - густина матеріалу; F - площа поперечного перерізу стрижня. 
Ураховуючи зв'язок між поперечною силою Q та згинальним момен

томМ, 
Q=дМ 

дх ' 
рівняння (20.111) можна переписати у вигляді 

2 2
д М =_рFд ш. (20.112)
дх2 дt 2 

Ураховуючи відомий з теорії згинання стрижні в зв'язок між згинальним 
моментом М та прогином нейтральної осі х балки ш: 

2
М=ЕJд w 

2 ' дх 
рівняння (20.112) можна переписати у вигляді 

д2 (д2ш] д2ш-2 EJ- =-рF-· (20.113)
2 2

дх дх дt 

Це і буде загальне диференціальне рівняння власних поперечних коли
вань стрижня. 

ltJ 

~, 

в 
 M(J~ЇTdXх 

Idxх Т 

~Q+~dx 
а 6 

Рис. 550 
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В окремому випадку призматичного стрижня постійного перерізу, 
якщо жорсткість при згинанні від х залежати не буде (Е] =const), рівнян
ня (20.113) матиме вигляд 

д 24ЕІд W+pF 2=O, (20.114) 
дх4 дt 2 

або 

д 2ш +с 2 д 4ш =0, (20.115)
дt 2 дх 4 

(20.116) 

де 

c=J:: 
- швидкість поширення хвилі деформації по стрижню. 

Якщо стрижень коливається в поперечному напрямі за однією з форм 
власних коливань, його прогин у довільному перерізі змінюватиметься з 
часом за гармонічним законом: 

w = Х (Acos(Ot + Bsin(Ot). (20.117) 

Тут для зручності запису випущено індекс і, який позначає і-у форму ко
ливань. 

Підставляючи (20.117) в (20.114), після відповідних скорочень матимемо 

d 4 x pF(02
-----Х=о (20.118)
dx 4 EJ ' 

або 
4

dX_ k 4 X =0 
4 ' dx 

де 

k 4 = pF(02 (20.119)
Е) 

Поклавши в рівнянні (20.118) 

Х = е nX , (20.120) 
дістанемо 

е nX (n 4 -k 4) =О, 
звідки випливає, що величина n може набирати таких значень: n l = k; 

=- k; nз = ik; =- ik, де і 2 =-1. Тоді загальний розв'язок рівнянняn2 n4 
(20.120) запишеться так: 

Х = Се Іа + D-kx + Ее ііа + Fe -ііа, (20.121) 

або в еквівалентній формі: 

Х = СІ sin kx + С2 cos kx + Сз sh kx + С4 сЬ ь, (20.122) 

де СІ' С2, Сз та С4 - довільні сталі, які мають визначатися в кожному 
конкретному випадку відповідно до так званих крайових умов, тобто умов, 
заданих на кінцях стрижня. 

Взагалі кількість крайових умов дорівнює кількості довільних сталих (по 
дві на кожний кінець). Всі вони виражаються рівністю нулю двох із таких 
чотирьох величин: Х; Х'; ХІІ; Х"', у тому числі: на вільному кінці Х"=Х'" = 
=О; на вільній опорі Х=ХІІ =О; на жорстко закріпленому кінці Х=Х' =О. 

Для прикладу розглянемо поперечні коливання простої балки, вільно 
обпертої на дві опори (рис. 551, а). Умови на кінцях балки такі: при х = О 
Х= О, ХІІ =О; при х = І Х = о, ХІІ = О. 

Запишемо ці умови, виходячи з формули (20.122): 

С2 +С4 = О; СІ sinkl +СзShkl = О; 

- С2 +С4 = О; - СІ sin kl +Сз sh kl =О, 
ЗВІДки 

С 2 =Сз = С 4 = О; 


СІ sinkl =О. 


Оскільки для нетривіального розв'язку B;f. О, то 


sinkl =0. (20.123) 

Залежність (20.123) і буде рівнянням частоти для розглядуваного при
кладу коливань балки, шарнірно обпертої на дві опори. З рівняння (20.123) 
випливає, що 

kl = i7t (і = 1; 2; 3; Оо'), 
~- . а ~ але оскільки 

4 m(О2 
k = EJ ' r------: ;;;;:;:;;;o:o-j 

де m = pF, то колова частота коливань балки ~~ 
2 2 ~ (О. =k~ ~EI = i 7t ~EI, (20.124) б 

І І m 12 m 

Рис. 551 


а секундна частота коливань 

f.=!!:i.=i 
2 

7t 
2 Ш. (20.125)І 27t 212~-;;; 

Для власних коливань балки, згідно з формулою (20.122), рівняння про
гинlВ матиме вигляд 

Х = С sin i7tX (20.126)І І' 

Графіки перших трьох форм власних коливань наведено на рис. 551, б. 
Загальний розв'язок диференціального рівняння власних коливань (20.114) 
стосовно до балки на двох опорах має вигляд 

w (х, () = ~ (а і COS (О it +Ьі sin (О i t )sin i7tX. 
і=О І 

Коефіцієнти а та Ь знаходять з початкових умов w (х, О) =лх); w (х, О) =і і =v (х) за методом, викладеним у § 132. 
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21 ОПІР МАТЕРІАЛІВ Розділ ДІЇ ПОВТОРНО-ЗМІННИХ НАПРУЖЕНЬ 

§ 134. Явище утоми матеріалів 

Опір матеріалів дії навантажень, що змінюються в часі за модулем або 
за модулем та знаком, суттєво відрізняється від опору дії статичного на
вантаження. При цьому під дією змінних навантажень елементи конст
рукцій руйнуються при значно менших напруженнях, ніж під дією ста
тичних навантажень. Типовим прикладом деталі, що зазнає змінних на
вантажень, є шток поршневої машини, знак напружень в якому змінюється 
відповідно до змін напряму руху поршня. 

Практикою встановлено: якщо елемент конструкції багаторазово 
піддавати змінному навантаженню певного рівня, то після деякої кількості 
змін напружень у ньому виникне тріщина, яка поступово буде розвивати
ся. Урешті-решт деталь зруйнується, не давши при цьому помітних за
лишкових деформацій навіть тоді, коли П матеріал високопластичниЙ. 

Кількість циклів до появи першої тріщини і до повного руйнування 
буде тим більша, чим менше напруження. Характерно, що руйнування 
матеріалу під дією повторно-змінних навантажень може відбутися при 
напруженнях, нижчих за границю текучості. 

Руйнування матеріалу під дією повторно-змінних напружень нази
вається руйнуваllllЯМ від утоми. 

Взагалі жутомою матеріалів (зокрема, металів) називають явище руй
нування внаслідок поступового накопичення в них пошкоджень, що при

зводять до виникнення тріщини при багаторазовому повторенні наван
тажень. 

Здатність металів чинити опір руйнуванню при дії повторно-змінних 
напружень називається опором утоми матеріалу. 

Вивчення питань утоми в опорі матеріалів має дуже велике значення . 
Такі важливі деталі, як осі залізничних вагонів, колінчасті вали, шатуни 
моторів, гребні гвинти, пружини клапанів, повітряні гвинти, поршневі 
пальці й багато інших деталей, виходять з ладу здебільшого внаслідок 
руйнувань утомного характеру. 

Руйнування від утоми відбувається, якщо має місце одна з таких двох 
особливостей прикладання навантаження: 

1) багаторазове прикладання навантаження одного знака, наприклад 

періодично змінюваного від нуля до максимуму (рис. 552, а) ; 

2) багаторазове повторення навантажен
ня, що періодично змінюється не тільки за б~I\.модулем, а й за знаком (знакозмінні наван
таження), коли на опір утоми матеріалу од
ночасно впливають як повторність, так і б~ а t 
змінність навантажування. При цьому роз
різняють зміну навантаження за симетрич
ним циклом (рис. 552, б) та за несиметрич dV\. 
ним (рис. 552, в, г). 

Для руйнування від утоми недостатньо бh б t 
змінності напружень. Потрібно також, щоб 
напруження мали певне значення. А!\ 
Максuмалыle наnружеНllЯ, при якому ма V 

теріал здатllий чинити опір не руйнуючись 
при будь-якій довільно великій кількості nо бvvV\і 
втореllЬ змі1-l1-1UХ llanpYJlCeflb, називається 
границею витривалості (граllицею утоми). 

Злом деталі від утоми має характерний 
вигляд (рис. 553). На ньому майже завжди є г t 
дві зони. Одна з них (А) гладка, притерта, Рис. 552 
утворена внаслідок поступового розвитку 
тріщини; друга (В) - крупнозерниста, що утворилася при остаточному 
зломі перерізу деталі, ослабленого під час розвивання тріщини. Зона В у 
крихких деfалей має крупнокристалічну будову, а ув'язких - волокнисту. 

Коротко зупинимося на механізмі явища утоми. 
Усі метали, які застосовуються в техніці, є полікристалічними речовина

ми, що складаються з окремих зерен і не становлять однорідний моноліт, 
яким вважають матеріал згідно з основними гіпотезами опору матеріалів. 
Зерна технічних металів є сукупністю кристалів, що мають неправильне 
огранювання; їх, як правило, називають кристалітами. Полікриста
лічність матеріалу та неминуча його неоднорідність призводять до того, 
що під дією тих чи інших навантажень в окремих зернах виникають пере
напруження і створюються умови для появи мікротріщин. При цьому В 
разі напружень, спричинених статичним навантаженням, подібні мікро
тріщини не небезпечні . Якщо напруження змінні у часі, то має місце тенден
ція розвитку мікротріщин, що призводить урешті-решт до злому деталі. 

Крім зазначеної гіпотези, існує й дещо інший підхід до пояснення фізич
ної природи явища утоми. Зокрема, виникнення тріщин від утоми можна 
пояснити вичерпанням здатності кристалічних зерен чинити опір зсуву. 

Зерна більшості металів складаються з низки елементарних кубиків з 
розмірами сторін (3 .. . 6) 10-8 см. Кубики, в свою чергу, складаються з си
стеми атомів, що взаємодіють між собою, розташованих у цілком певно
му для даного матеріалу порядку, утворюючи так звані просторові атомні 
rратки . Форма та розміри елементів останніх залежать від сил взаємодії 
атомів та визначають характерні властивості певної речовини. 
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А Деформація матеріалу звичайно пов'язана 
зі спотворюванням кристалічних фаток та зміною 
міжатомних відстаней. При цьому в разі неве
ликих напружень взаємодія між атомами не 
порушується, і при дальших розвантаженнях 
зазначені викривлення rpaToK зникають. Якщо 
напруження великі, то в кристалічних зернах 
пластичних матеріалів по деяких площинах, що 
звуться площинами ковзання кристалІТу, вІД

буваються необоротні зсуви. Зсунуті одна від
носно одної групи атомів уже не утворюють 
єдиних атомниі\.rраток. Нове утворення, що 
при цьому виникir'Q, виявляється більш міцним 

Рис. 553 унаслідок посиленItя площини ковзання все
редині окремих зерен. Тепер для його руйну

вання потрібне більше зусилля. 
Однак зміцнення при зсувах супроводжується зниженням міцності (роз

пушуванням). Тому процес зсуву обов'язково супроводжується появою 
зон, де атомні зв'язки порушуються, а нові не утворюються. Це виявляється 
в тому, що утворюються дуже дрібні мікротріщини, кожна з яких у пев
них умовах (наприклад, при сусідстві кількох зерен, послаблених тріщи
ною) може стати осередком розвитку тріщини від утоми, яка в результаті 
призводить до руйнування від утоми. 

Отже, зі сказаного випливає, що механізм утворення тріщин при пов
торно-змінних навантаженнях дуже складний і не може вважатися пов
НІстю вивченим. 

Із безумовних положень теорії утоми можна зазначити такі: 
1) процеси, що відбуваються в металі при повторно-змінних наванта

женнях, носять різко виражений місцевий характер; 
2) із двох видів напружень - нормальних та дотичних - вирішальний 

вплив на процеси утоми до утворення першої ТРІЩИНИ включно мають 
дотичні напруження, які спричинюють пластичні зсуви та руйнування. 

Розвиток тріщини від утоми, безумовно, може прискорюватись, якщо 
є розтягальні напруження як у пластичних, так і, особливо, в малоплас
тичних та крихких матеріалів типу чавуну, в яких поява тріщини відриву 
значно підвищує чутливість до розтягальних напружень. 

Тріщини найчастіше утворюються в зернах, які лежать ближче до по
верхні деталі. Пояснюється це тим, що поверхневі шари матеріалу певною 
мірою мають сліди пошкоджень різними технологічними операціями при 
обробці деталі (внутрішні напруження, сліди механічної обробки), не ка
жучи вже про ті випадки, коли зовнішні шари при повторно-змінних на
вантаженнях зазнають найбільших напружень (при згинанні та крученні). 

Границю витривалості визначають експериментально. Вона залежить 
від цілої низки факторів, зокрема від форми та розмірів деталі, способу їі 
обробки, стану поверхні деталі, виду напруженого стану (розтягання-стис

р 
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/ ). . 
кання, кручення, згинання тощо , закону змІНИ навантаження в чаСІ при 
випробуваннях. 

При розгляді опору матеріалів дії змінних напружень у більшості ви
падків інженерної практики припускається, що ці напруження є періодич
ними функціями часу Р =f (t) з періодом Т*. 

Сукупність усіх значень наnру:жеllЬ за час одиого періоду називають 
циклом lIаnружень (рис. 554, а). На опір утоми в основному впливають 
максимальні РmаХ та мінімальні Рmіп напруження циклу. Крім них в опорі 
матеріалів вводять поняття постійного, або середнього, uаnРУJlсеllllЯ цик
лу Р (рис. 554, 6): 

Рmах + Рmiп (21.1)Рср = 2 

та поняття про амплітуду Ра циклу, що характеризує змінність напру
жень: 

Ртах - Рmiп 
Ра = 2 (21.2) 

Середнє напруження може бути як додатним, так і від'ємним, ампліту
да ж циклу - абсолютна величина (знак не враховується). Відповідно до 
виразів (21 .1) та (21.2) 

Рmax = Рср + Ра; Рmiп = Рср - Ра· 

.У цьому підручнику не розглядаються розрахунки на опір утоми під дією випадкових 
змінних навантажень , що має місце в деяких випадках експлуатації конструкцій. 
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Подвоєне значення амплітуди коливань напружень називається роз

махом циклу. Відношення мінімального напруження циклу до максималь

ного з урахуванням знаків цих напружень називається характеристикою 
циклу або коефіцієнтом асиметрії циклу і позначається літерою г: 

(21.3)r = Ртіп / Рmax . 
Найнебезпечнішим є так званий симетричний цикл, коли РтаХ =-Ртіп 

та Рср =О, при якому 

r =Ртіп / Р тах =-1. 

Границя витривалостіl112!Lf.иметричному циклі є мінімальною для да
ного типу деформації й позначається через Р_І. У випадку напруження, 
що змінюється від нуля до максимуму, тобто при віднульовому (пульсую
чому) циклі, коли Ртіп =О, 

Г=О/РтаХ = О, 

а границя витривалості, що відповідає даному циклу, позначається че

рез ро. 

При РО =const, тобто коли діє постійне статичне навантаження, РтаХ = 
=Ртіп =Р і характеристика циклу 

r=Pmin/Pmax =р/р= 1. 

У самому загальному випадку границю витривалості, здобуту при ха
рактеристиці циклу " позначають Рг ; границю витривалості, визначену 
при будь-якому певному значенні " наприклад при r =-0,5, позначають 
відповідно P-Q 5· 

Цикли, що 'мають однакові характеристики " називаються подібними. 
Характеристика циклу, або коефіцієнт асиметрії, може змінюватися від 
-= до +00. 

Значення коефіцієнтів асиметрії циклу для різних видів циклів наведе
но в табл. 21. Очевидно, для повного висновку про характер дії циклічно
го навантаження крім характеристики циклу r має бути відомим хоча б 
максимальне чи МІНІмальне напруження циклу. 

Зазначимо, що в окремих випадках, коли мова йтиме про нормальні 
або дотичні напруження (у першому випадку при циклічному розтяганні
стисканні або при згинанні, у другому - при циклічному крученні), літе
ра Р у прийнятих вище позначеннях має бути замінена відповідно на (J 

або 't" при збереженні відповідних індексів. Так, при циклічному розтя
г~нні-с~исканні або згинанні замість Ртах ' Р!]1іп' Рср та Ра мають в!дпо
ВІДно фlгурува:ги атах' атіп' аср та аа' ТОДІ границя витривалОСТІ при 
характеРИСТИЦІ циклу r позначатиметься аг, а, наприклад, при симет

ричному циклі, тобто при r = -1, - а_l. У разі кручення з циклічною 
зміною напружень характерні напруження циклу відповідно позначати
му~ься через '"Стах' '"Стіп' '"Сср' '"Са , а границя витривалості - через '"Сг' '"С_ І , 
'"Со І т. Д. 

Таблиця 21 

Вид циклу 

pЦ~
~tPh 'q4~ 
~t 
Р~Л1~t 
p~~~ t 

ph-M!
І

pbi%~ ,
~ t 

рtлJ • t 
. !і; 

Р ~ 
~~~t 

Р L-;' ~~~ 
Ч=~' 

Рmах' Рmіп 

РmаХ = Рmіп > О 

РmаХ > О; 

Рmіп > О 

РmаХ > О; 

Рmіп = О 

РmаХ > О; 

Рmіп < О 

РmаХ = -Рmіп > О; 

Рmіп < О 
РmаХ < О; 
Рmіп < О; 

РmаХ < IРтіп І 
РmаХ = О; 

Рmіп < О; 

РmаХ < О; 
Рmіп < О 

РmаХ = Рmіп < О 

Рср 

Ра 

РmаХ +Рmіп 
2 

Р mаХ  Рmіп 

2 

Рср = Рmах = Рmіп > О; 
Ра = О 

Рср> О; 

Ра'" О 

Рср = 1І2рmах; 

Ра = II2Pmin 

Рср> О; 

Ра'" О 

Рср = О; 
Ра = РmаХ 
Рср < О; 
Ра'" О 

Рср = 1I2Pmin; 

Ра = J12IPminl 

Рср < О; 
Ра'" О 

Рср =РmаХ =Pmin < О; 
Ра = О 

Рmіп 
г=--

Ртах 

r =+ І 

О<г<+1 

г=О 

-1<г<О 

r =-1 

-оо<г<-1 

г= ±оо 

+1<г<+оо 

г=+ 1 
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§ 135. 	Методи визначення границі витривалості. 


Діаграма утоми 


Для визначення границі витривал~ті того чи іншого матеріалу треба 
на відповідній випробувальній маШИlіі~пробувати партію зразків з да
ного матеріалу в кількості 6--12 шт. Для цього найчастіше беруть гладкі 
циліндричні зразки діаметром 7 ... 10 мм. 

Границі витривалості матеріалу при вибраній характеристиці циклу 
т, зрозуміло, будуть рівними залежно від виду деформації, при якій ви
пробовують зразки, тобто залежно від того, при змінних напруженнях 
розтягання-стискання, змінному крученні, згинанні або ж в умовах склад
ного напруженого стану Їх випробовують. Тому, ставлячи метою визна
чити границю витривалості, слід наперед зазначити, при якому виді де
формації та характері зміни напружень за цикл треба визначити границю 
витривалосТІ. 

Відповідно до поставлених вимог вибирають потрібну випробувальну 
машину. Для випробування матеріалу на опір утоми при змінному розтя
ганні-стисканні можна взяти машину, схему якої наведено на рис. 555. 
У лабораторних умовах симетричний цикл здійснити найбільш просто. 

Схему найпростішої установки для визначення границі витривалості при 
ротаційному згинанні у разі симетричного циклу зображено на рис. 556. 
При обертанні зразка його зовнішні волокна зазнаватимуть навперемін
но то розтягання (коли вони знизу), то стискання (при повороті зразка на 
1800). 

Частота обертання найбільш поширених машин для визначення опо
ру утоми, як правило, дорівнює 3000 хв- 1 (50 Гц). Тому випробування на 
опір утоми з метою знайти границю витривалості потребує багато часу, 
що становить тижні неперервної роботи машини. Останнім часом при 
дослідженні матеріалів та конструктивних деталей на опір утоми засто
совують більш швидкохідні машини з частотою 100... 150 Гц, а іноді й 
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20 ООО Гц (ультразвукові частоти). В останньому випадку час випробу
вання становить тільки десятки хвилин. 

При випробуванні партії зразків з метою визначити границю витри
валості треба давати такі навантаження на окремі зразки, щоб вони не 
руйнувалися, витримавши різну кількість циклів навантажування. 

Обробка здобутих експериментальних даних, як правило, супроводжу
ється побудовою кривої утоми, яку в літературі часто називають кривою 
Веллера (рис. 557). Криву утоми будують по точках у координатах кілько
сті циклів N та напруження Рmах ' Кожному зразку, що зруйнувався, на діа
грамі відповідає одна точка з координатами N (кількість циклів до руйну
вання) та Рmах (напруження), тобто крива утоми є функцією Рmах = f(N). 

Порядок прикладання навантажень на випробувані зразки здебільшого 
вибирають спадним, тобто на перший зразок дають навантаження, що 
значно перевищують границю витривалості, а навантаження на наступні 
зразки поступово знижують. Зрозуміло, що кожен з менш навантажених 
зразків буде витримувати дедалі більшу кількість циклів. Можна вибра
ти й інший порядок навантажування. 

Будуючи криву утоми по точках зруйнованих зразків, легко переко
натися, що, наприклад, при випробуванні сталі (рис. 557, крива 1) при 
високому рівні напруження крива стрімко падає, а в міру зниження Їх 
крутість зменшується, і крива асимптотично наближається до деякої го
ризонтальної прямої, що відсікає на осі ординат відрізок, величиною Якого 
й визначається границя витрива

лості. Ордината точки на кривій, Рmох 
де остання практично починає 

збігатись із зазначеною асимп
тотою, відповідає такому на
пруженню, при якому зразок не 

зруйнується, пройшовши кіль
кість циклів, що відповідає на
перед заданій величині, так зва
ній базі випробувань N ' o 

<

Рmoх =j(N) 

2~ о о 

Рис. 557 
N 
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Легко зрозуміти, що за базу випробувань No і вибирають ту кількість 
циклів, при якій правий кінець кривої утоми практично проходить пара

лельно осі абсцис . Виходячи з цього, базою випробувань на опір утоми 
називається найбільша кількість nовторно-зміm/их навантажень, переви
щення якої не nовиюю призводити до руйнування від утОАШ випробуваного 
зразка при даному напруженні. 

Для чорних металів (сталі , чавуну тощо) за базу випробувань беруть 
10 млн циклів, а для кольорових (міді, алюмінію і т . п .) - число в 5... 10 
разів більше. Із розгляду характеру кривої утоми для кольорових металів 
(рис. 557, крива 2) випливає, що на більшій ділянці вона спадає дуже посту
пово, тобто крива прямує до асимптоти повільно, тому й доводиться в 
цьому разі за базу випробувань брати більшу кількість циклів. Взагалі 
для таких металів можна казати тільки про деяку умовну границю витри
валості. Умовною границею витривалості називається максимальне напру
ження, за якого при здійсненні певної наперед задmюї кількості циклів, що 
відповідає тій чи іншій базі випробувань, зразок не руйнується. 
у зв'язку з тим що за кривою утоми, побудованою в координатах N - р, 

або, що те саме, N - G (рис. 558, а), часто буває важко визначити границю 
витривалості, застосовують два інших способи побудови діаграм утоми . 

Перший спосіб полягає в тому, що по осі абсцис відкладають величину, 
обернену кількості циклів (рис . 558, 6). Границю витривалості тоді визна
чають як ординату в місці перетину кривої утоми з віссю напружень. 

Другий спосіб rpунтується на зображенні результатів випробувань у 
півлогарифмічних (рис . 558, в) або логарифмічних (рис. 558, г) координа
тах. Як видно з рисунків, критерієм для висновку про границю витрива
лості є перелом кривої. 

Зазначимо, що, згідно з численними експериментальними даними, для 
деяких матеріалів можна помітити певні співвідношення між границями 
витривалості при різних видах деформації й , зокрема, між границями ви
тривалості при згинанні G_ зг , крученні '-І та розтяганні-стисканні а_ІрІ 
при симетричних циклах . 

Для гладких зразків ці співвідношення прибл~зно такі: для стал! а_Ір = 
=0,7G_ зг; для чавуну а_Ір =0,65G_ зг ; для сталеи та легких сплавІВ '-І =І	 І 
= 0,55G_ зг; для чавуну '-І = 0, 8G_ ·І	 І зг

Знаючи тимчасовий опір ав , границю витривалості сталі при симет
ричному Цl-!клі м?жна наближено знайти за такими емпіричними співвідно
шеннями ВІДПОВІДно для розтягання-стискання, згинання та кручення: 

а_Ір =О, 28а в ; G-І зг =О,40а в ; '-І =0,22а в · (21.4) 
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Для кольорових металів спів D 
відношення між границею ви


тривалості та границею міц


ності менш стійке; згідно з екс

периментальними даними, 

a_I~ =(0,24 .. . 0,50) ав . 
діаграма граничних напру

бmoх І бтіп 

66 

~ 

жень. Щоб охарактеризувати 


опірність матеріалу дії змін


них напружень з різною аси


метрією циклу, будують так 


звану діаграму граничних на


пружень (рис . 559). В ній по 

бер

осі ординат відкладають най


більші атах та найменші атіl) 

напруження циклу, а по ос! 

абсцис - середнє напруження 


!;ІИКЛУ аср (діаграма Сміта) . 


Іхні граничні значення аг тах' Рис. 559 

G r щі!} ' аг ср визначаю~ься при . . 

даНlИ характеристиЦІ циклу ДОСЛІдним шляхом у результат! побудови 

кривих утоми . 

Звичайно починають з симетричного циклу (г = - 1). Граничним на
пруженням у цьому разі буде границя витривалості а_ . Отже,І 

а_І тах = а_ І; 	 а_lтіп = -а_ І; а_ Іср = О. 

Цьому циклу на діаграмі відповідають точки А та А', щО лежать на осі 
ординат. 

Випробувавши партію зразків з даного матеріалу при певному зна
ченні характеристики циклу r =атіп/атах' визначимо найбільше та най
менше значення напружень, при яких матеріал працює на границі витри
валості G , тобтоr

. . агтах + агтіп 
агтах = аг , агтіп = r аг , агср = 2 

Нанесемо на діаграму точки М та N , абсциси яких дорівнюють G ге' а 
ординати - відповідно аг тах та аг тіп' Роблячи так само для інших з~а
чень " дістанемо точки МІ' N I , М2, N2 і т. д. 

Сполучимо лініями всі точки, що зображують максимальні та міні
мальні граничні напруження циклів. Очевидно, крайня права точка діагра
ми (точка D) відповідає циклу, при якому атах =атіп =аср ; r = 1, тобто 
постійному навантаженню. Граничним напруженням у цьому разі є гра
ниця міцності матеріалу . Отже, абсциса й ордината точки D дорівнюють 
границі міцності матеріалу, а ординати точок лінії AD відповідають гра
ницям витривалості матеріалу при різних значеннях коефіцієнта асиметрії 
циклів . 
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Легко переконатися, що промені, які проходять крізь початок коорди
нат дiaгpa~ граничних напружень, є геометричним місцем точок, що 
характеризу~ цикли з однаковим коефіцієнтом асиметрії r =О"тіп/О"тах' 
Дійсно, 

~ Отах 20тах 2tg І-' = -	 - = -_.=.=.:..:....-
l+rОср Отах + Отіп 

Для визначення границі витривалості матеріалу при даному значенні 
коефіцієнта асиметрії r треба обчислити за наведеною формулою кут ~ 
і провести промінь під цим кутом до перетину з лінією А; ордината точки 
перетину дорівнює О"Г· 
у разі циклічного кручення діаграма будується по один бік від осі ор

динат і має такий вигляд, як зображено, наприклад, для конструкційної 
сталі на рис. 560. 

Діаграму граничних напружень можна будувати також у координа

тах ~a - О"ср (діаграма Хейя)~ тобто по рсі ординат відкладати граничну 
ампЛІТУДУ О"а циклу, а по ОСІ абсцис + середнє напруження О"ср циклу 
(рис. 561). На цій діаграмі пряма, проведена з початку координат під 
деяким кутом, також характеризує цикли з однаковою асиметрією, ос
кільки 

Отах -Отіп 

Оа 2 1-r 
tg р=-=-

Оср Отах +Отіп l+r 

2 

Отже, при сталому ~ сталим є і коефіцієнт асиметрії r. 
При плоскому та об'ємному напружених станах опір утоми можна 

охарактеризувати, виходячи з відповідних гіпотез міцності, що узгоджу
ються з експериментальними даними. 

Для дослідження дійсної поведінки матеріалу в умовах складного на
пруженого стану, наприклад при згинанні з крученням, використовують 
спеціальні випробувальні машини, що дають змогу одночасно наванта

жувати зразок ЗМІНним згинальним та крутним моментами . 

За результатами випробувань, здобутими при різних комбінаціях 
змінних о" та " будують діаграми в координатах О"а - 'а або у відносних 
величинах О"а/О"_І та '/'_1' Точки таких діаграм визначають напружені 
стани, що характеризуються величинами О"а та 'а при складному напру

женому стані. Типову діаграму для конструкційних сталей, побудовану 
за експериментальними даними, наведено на рис. 562 (крива 1). Вона відпо
відає дузі кола. Для високоміцних сталей та чавунів експериментальні дані 
розміщуються ближче до еліптичних дуг (рис. 562, крива 2). 

При симетричному циклі з додержанням синхронності та синфазності 
напружень умова міцності в амплітудах головних напружень відповідно 
до гіпотези найбільших дотичних напружень запишеться так: 

О"lа - ОЗа = 0"_1' 

[тax,!JfJQ 

--

2001:q>.f1fla 

ба 

lD 

1,0 ба 
~, 

Рис . 560 Рис. 561 Рис. 562 

Виходячи з теорії міцності енергії формозміни, умову міцності можна 
записати в такому вигляді: 

(О"lа - 02а)2 +(02а - ОЗа)2 +( О"За - Оlа)2 = 20":1' (21.5) 

Для складного напруженого стану, що характеризується спільною дією 
розтягання та кручення або згинання та кручення, із поправкою на 
співвідношення границь витривалості умова міцності виражається так: 

2 
2 О -І 2

О"а+ '_І 'а =0"_1' 	 (21.6)( ) 

Остання умова збігається з раніше наведеною експериментально здо

бутою залежністю, що характеризується в координатах 0"/0_1 ; '/'_1 ду
гою кола . 

§ 136. 	Вплив конструктивно-технологічних факторів 


на границю витривалості 


На значення границі витривалості зразків або деталей, виготовлюва
них з того чи іншого матеріалу, крім характеристики циклу впливає ціла 
низка різних факторів. До них належать форма зразка, розміри, стан по
верхні, середовище, в якому відбуваються випробування, температура 
випробовувань, режим циклічного силового впливу (тренування, паузи, 
перевантаження, частота навантажування тощо), попередня внутрішня 
напруженість матеріалу та ін. 

Для з'ясування впливу того чи іншого фактора як еталон беруть гра
ницю витривалості Р_І' здобуту випробовуванням на повітрі при симет
ричному циклі партії гладких полірованих зразків діаметром 7 . .. 1 О мм. 
Тоді вплив різних факторів на опір утоми можна оцінити відхиленням 
границі витривалостіР_1 партії розглянутих зразків від границі витрива
лості Р_І еталонних зразків. 
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В ~ ~. H~' Фплив концентраЦIІ напружень. аиваЖЛИВІШИМ актором, що знижує 

границю витривалості, є концентрація напружень, спричинена різкою 
зміною перерізу деталі. Концентраторами напружень на практиці є шпон
кові канавки, отвори в деталі, нарізки на поверхні, малі радіуси заокруг
лень у місцях різкої зміни розмірів перерізів тощо. Концентрація напру
жень, як правило, сприяє зародженню тріщини від утоми, яка, розвиваю
чись, призводить урешті-решт до руйнування деталі. 

Як свідчать досліди, при дії змінних напружень границя витривалості 
з концентрацією напружень більша, ніж частка відділення границі витри
валості гладкого зразка на теоретичний коефіцієнт концентрації напру
жень ао (див. § 33), тобто 

Р-Ік ::;Р_І/ао· 

Така розбіжність пояснюється тим, що теоретичний коефіцієнт кон
центрації ао відображує характер розподілу напружень лише для ідеально 
пружного матеріалу. У реальних матеріалах унаслідок пластичних дефор
мацій у мікрозоні місця концентрації напружень дещо перерозподіляють
ся й згладжуються. Враховуючи це, разом з теоретичним коефіцієнтом 
концентрації при розгляді питань опору утоми використовують поняття 
ефективного, або дійсного, коефіцієнта концентрації, який є відношенням 
границі витривалості гладкого зразка без концентрації напружень до гра
ниці витривалості зразка з концентрацією напружень, що має такі самі 
абсолютні розміри перерізів. Ці коефіцієнти надалі позначаються так: 
для нормальних напружень 

О_І .k = --, 
о О-Ік 

для дотичних напружень 

k = 1:_1 
т ' 

1:-lк 

де а_І та 1:_1 - границі витривалості для гладких зразків; а_ lк та Т_1К 
границі витривалості зразків з концентрацією напружень. 

Далі міркуватимемо стосовно до нормальних напружень, маючи на . . . 
уваЗІ, що для дотичних напружень усе сказане залишається в сиЛІ, ТІльки 

індекс а при коефіцієнтах слід замінити на Т. 
Ефективні коефіцієнти концентрації напружень мають менші значен

ня, ніж коефіцієнти концентрації ао, що визначаються теоретично в при
пущенні «пружного» розподілу напружень. 

Кількісно оцінити зазначену різницю коефіцієнтів ko та ао можна 
введенням так званого коефіцієнта чутливості матеріалу до концентрації 
напружень: 

k -І 
_о_ 

qo 
ао-І 

Знаючи коефіцієнти чутливості q , для яких у довідковій літературі є 
відповідні графіки (рис. 563), можнаОза а обчислити значення ефектив
них коефіцієнтів концентрації: о 

ko = l+qo(ao - І). (21.7) 

Очевидно, для матеріалу, не чутливого до концентрації напружень, 
тобто foIри qо = О ko = І. При qо = 1 k = ао, тобто матеріал має повнуo 
ЧУТЛИВІСТЬ дО концентрації напружень. 

Як видно з графіків (рис. 563), чутливість матеріалу до концентрації 
напружень залежить насамперед від його властивостей. При цьому чим 
вища міцність сталі, тим вища й чутливість до концентрації напружень. 
Тому застосування в~сокоміцних сталей при змінних напруженнях не зав
жди виявляється ДОЦІЛьним. 

Чутливість металу до концентрації напружень у крупнозернистих 
сталей менша, ніж у дрібнозернистих. Метали та сплави з неоднорідною 
структурою, наприклад сірий чавун, мають знижену чутливість до кон
центрації напружень внаслідок того, що структурна неоднорідність є 
внутрішнім джерелом концентрації напружень і знижує границю витри
валості гладких зразків, тому зовнішні концентратори вже мало знижу
ють границю витривалосТІ. 

Коефіцієнти чутливості до концентрації напружень, як свідчать експе
рименти, залежать не тільки від механічних властивостей, а й від конст
руктивної форми самої деталі, а також розподілу в ній напружень. 

Вплив концентрації напружень у розрахунках деталей машин, що за
знають дії змінних напружень з асиметричним циклом, слід враховувати 
на основі експериментальних даних, оскільки теоретично це питання досі 
не вирішено. 

Згідно з експериментальними даними, здобутими на лабораторних 
зразках невеликого перерізу, відношення граничних амплітуд гладких 
зразків та зразків з концентрацією, що відповідають одному і тому само
му середньому напруженню, не залежить від 

амплітуди циклу. Цю Обстав~ину використ?- % 
вують для розрахунку деталеи машин на ОПlр 

утоми при асиметричних циклах. 
Вплив концентрації напружень при згинан- ' 

ні з крученням оцінюють на підставі відповід
них випробувань на машині, яка дає змогу 0,6 І ~'~L І 
створювати одночасно навантажування зраз

ОВІ' ';':1 • ':А 

"/ 

ка крутними та згинальними моментами при 

різному співвідношенні Їх. На рис. 564 наве
дено результати експериментів при синфазній 

зміні нормальних та дотичних напружень при 
симетричному циклі (а_ lк , - границіТ_ 1К
витр~валості при с~метричному ц~клі ?-ля О4~~ 
зразКІВ з концентраЦІЄЮ при згинанНІ та ТІЛЬ

ки при крученні відповідно; аак' Так - гранич- Рис. 563 
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ні амплітуди для зразків з концентрацією'[ак q ~ 
при одночасній дії згинання та кручення).

'Г- ік Розглядаючи рис. 564, бачимо, що0,81 
більшість експериментальних даних ціл
ком відповідає еліптичній залежності 

аак )2 +( 'ак )2 =1, (21 .8) 
(0,41 а-l к '-І к 

тобто такій самій залежності, як і без кон
центрації напружень. 

Вплив розмірів (масштабний фактор). 
Ефективність концентрації напружень по

о в'язана з абсолютними розмірами перерізу 

деталі, а саме: зі збільшенням розмірів де

талі при збереженні ії геометричної подіб


ності значення ефективних коефіцієнтів концентрації напружень збіль
шуються. 

Як свідчать результати експериментів, при збільшенні діаметра зраз
ка більше ЗО .. .40 мм подальше зростання ефективних коефіцієнтів кон
центрації практично припиняється. Можна вважати, що при досягненні 
деякого розміру перерізу ефективний коефіцієнт не відрізняється від теоре
тичного, тобто k =аа' Для легованих сталей з границею міцності ав ;::a 
;:: 1200 МПа рівність зазначених коефіцієнтів при середніх рівнях концент
рації напружень аа = 2 ... З досягається вже при d = 40 ... 50 мм. Щодо 
вуглецевих сталей, то в них граничний розмір, після якого ka = аа' знач
но більший. 

Абсолютні розміри перерізів деталі, впливаючи на ефективність кон
центрації напружень, істотно впливають також на границю витривалості 
зразків без концентрації напружень. При цьому зі збільшенням абсолют
них розмірів перерізів границі витривалості знижуються. Відношення границі 
витривалості деталі розміром d до границі витривалості лабораторного 
зразка подібної конфігурації, що має малі розміри (do =7 ... 1 О мм), нази
вають коефіцієнтом впливу абсолютних розмірів перерізу і позначають 
стосовно до нормальних напружень так: 

а -ldЕ(} =--. (21.9) 
а -ld о 

Коефіцієнти впливу абсолютних розмірів перерізу можна визначити й 
на зразках з концентрацією напружень . У цьому разі 

Е(} a-1Kd , (21.10) 
к a-lкdо 

причому деталь розміром d та зразок малого розміру do мають бути 
геометрично подібні. 

Для розрахунку елементів машин з урахуванням впливу розмірів де
талі як за наявності концентраторів напружень, так і без них, існують спе

ціальні графіки типу наведених на рис. 565 (тут шкала d - логарифміч
на), побудовані на основі експериментів. Тут крива І відповідає деталі з 
вуглецевої сталі без джерела концентрації напружень, а крива 2 - деталі 
з легованої сталі (ав =1000 ... 1200 МПа) при відсутності концентрації на
пружень та вуглецевої сталі за наявності помірної концентрації напру
жень. Крива 3 відповідає деталі з легованої сталі за наявності концент
рації напружень, а крива 4 - будь-якій сталі при сильному концентра
торі (типу нарізки). 

Як свідчать експерименти, при збільшенні діаметра до 150... 200 мм 
зниження границі витривалості зразків при ротаційному згинанні (див. 
рис. 556) може досягати ЗО .. .45 %. Дослідні дані свідчать про малий вплив 
абсолютних розмірів на опір утоми при однорідному напруженому стані 
розтяганні-стисканні. При крученні, як і при згинанні, зниження границі 

Це 

ною 

[61 
0.81 

0.6 І 

19 4·508 

витривалості 

І" І 1'"", І ~"""...... І 

зі збільшенням роз~ірів деталі виявляється значно більше. 
пояснюється впливом градієнта напружень. 
Зниження границь витривалості зі збільшенням абсолютних розмірів 

деталі можна пояснити також впливом таких факторів: 
1) зменшенням механічної міцності матеріалу зі збільшенням діаметра 

заготовок навіть за умови додержання належної термічної обробки їх; 
2) зміною властивостей поверхневого шару після механічної обробки, 

оскільки ці зміни виявляються різними при різних розмірах деталі; 
З) неоднорідністю механічних властивостей та напруженістю різних 

зерен у зв'язку з полікристалічною структурою металу і як наслідок 
підвищенням імовірності більш раннього руйнування від утоми зі збіль
шенням розмірів деталі; цей фактор, мабуть, є основним. 

Зниження міцності зі зростанням розмірів особливо сильно виявляється 
в неоднорідних металів, наприклад у сірого чавуну: зі збільшенням розміру 
з 5 ... 10 до 50 мм зниження ав та а_І для нього може досягати 60 ... 70 %. 
Виходячи з імовірності руйнування від утоми, яку слід вважати пропорцій

кількості небезпечних дефектів на одиницю об'єму найбільш напру
женого шару металу, можна визначити вплив абсолютних розмірів пере
різу на міцність. На рис. 566 наведено епюри напружень при згинанні для 
зразків різних діаметрів без концентрації напружень. Заштриховані зони 

б_,d. 

1.0~ ~ І І І 
,,~"'" Т""'-...L::::о""",k 

20 JO 40 ба 100 d,HM 

Рис. 565 Рис. 566 
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становлять шар, в якому напруження перевищують границю витривалОСТІ 

<1_ 1р (яка має місце при однорідному розподілі напружень), визначену або 
при розтяганні-стисканні, або при згинанні на зразках досить великого 
розміру. З рис. 566 видно, що зі зростанням діаметра зразка збільшується 
об'єм небезпечно напруженого шару, а отже, і ймовірність руйнування 
від утоми, що призводить до зниження границі витривалості. При збіль
шенні діаметра зразків з 7 до І 50 мм зниження границі витривалості для 
вуглецевої сталі досягає 45 %. 

Пояснення залежності границь витривалості від розмірів перерізів, як 
і інших закономірностей та характеристик утоми, дають статистичні 
теорії утоми. Ці теорії висвітлюють питання зміни ефективних коефі
цієнтів концентрації залежно від градієнтів напружень та абсолютних 
рОЗМІрІВ. 

Гіпотези, що пояснюють ослаблення ефективності концентрації напру
жень порівняно з тим, яке має випливати з розподілу напружень у пружній 
зоні, та залежність коефіцієнтів k , k від низки факторів (розмірів, власcr T 

тивостей матеріалу тощо), висловлені різними авторами, поки що не да
ють змоги обчислювати значення цих коефіцієнтів для різних випадків 
розрахункової практики виходячи з початкових властивостей металу. 
Тому для розрахунку деталей машин слід використовувати експеримен
тальні дані, застосовуючи у разі потреби інтерполяцію. 

Опір утоми матеріалів оцінюється за границею витривалості (J -ld ' o
яка визначається на гладких лабораторних зразках малого діаметра, а 
для висновку про міцність деталі при змінних напруженнях треба знати ії 
границю витривалості <1_1к(/. Тому вводять додаткове поняття ефектив
ного коефіцієнта концентрації напружень деталі 

k = (J-ldo (21.11)
crd 

(J -lкd 

Коефіцієнт k crd враховує сумарний вплив концентрації напружень та 
абсолютних розмірів на опір утоми й визначається за даними випробу
вань зразків та моделей різних перерізів. 

Якщо ефективний коефіцієнт концентрації k crd визначається на зраз
ках досить великого діаметра d (після якого дальше збільшення його 
розмірів небезпечно впливає на значення коефіцієнта), то 

k _ (J-ldo (J-ld k crd 
crd - (J є є 

-lкd crd cr -lкd crd 

Зазначимо, що ступінь впливу концентрації напружень на границю 
витривалості залежить від виду напруженого стану. При циклічному кру
ченні, наприклад, ефективні коефіцієнти концентрації виявляються, як 
правило, меншими, ніж при згинанні для одних і тих самих конструктивних 
форм (рис. 567 та 568). Співвідношення між коефіцієнтами при згинанні 
та крученні (рис. 567 та 568) можна виразити наближеною формулою 

kT = 1+0,6(kcr - І). (21. 12) 
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Рис. 568 

Щодо ефективного коефіцієнта концентрації при розтяганні-стисканні, 
то він дорівнює коефіцієнтам концентрації при згинанні або перевищує 
їх (рис. 567 та 569). 

Вплив стану поверхні. Здебільшого поверхневі шари елемента конст
рукції, який зазнає дії циклічних навантажень, виявляються більш напру
женими, ніж внутрішні (зокрема, це відбувається при згинанні та крученні). 
Крім того, поверхня деталі майже завжди має дефекти, пов'язані з якістю 
механічної обробки, а також з корозією внаслідок впливу оточуючого 
середовища. Тому тріщини від утоми, як правило, починаються з поверхні, 
а погана якість останньої призводить до зниження опору утоми. 

Вплив стану обробленої поверхні на утому оцінюється коефіцієнтом 
/3, що дорівнює відношенню границі витривалості випробуваного зразка 
з певною обробкою поверхні до границі витривалості старанно поліро
ваного зразка. Залежності коефіцієнтів ІЗ від границі міцності <1в для різних 
видів обробки наведено на рис. 570, де крива J відповідає полірованим 
зразкам; 2 - шліфованим; 3 - зразкам з тонкою обточкою; 4 - з грубою 
обточкою; 5 - з окалиною. Як бачимо, границя витривалості сталевих 
зразків при грубій обточці знижується на 40 %, а за наявності на поверхні 
окалини - на 70 %. 

Шкідливий вплив мікронерівностей поверхні здебільшого пом'якшу
ється пластичною деформацією, що спри
чинюється у поверхневому шарі механічною k6• ,,;( '<::s 

обробкою і поширюєт~ся на дея~у Г:1Ибин~; ~Л ,~ L~.L 

цЯ глибина залежить вІД режимІВ РІЗання І, ' ~ 

зокрема, від подачі. При грубій обточці во- " 

на може досягати 1 мм і більше, а при шліфу


ванні й поліруванні не перевищує сотих ча


сток міліметра. Пластична деформація по


верхневого шару може підвищити границю 


витривалості на 10... 20 %. 

На границю витривалості істотно впли

ває корозія. Цей вплив буде різним тоді, 
коли метал, що зазнав корозії до випробу
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Рис. 569 
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вання на опір утоми, не зазнає 


й під час випробовувань, і тоді, 

коли метал зазнає корозії під 


fi"mJlJ 
o,:~ час випробовувань. В обох за;~ 

значених випадках, особливо в'100 800 ~,f1Па 400 800 б6.t1па 
другому, корозія спричинюєРис. 570 Рис. 571 
РІзке зниження границь витри

валості (ДО 70 ... 80 %) . Зниження границі витривалості при корозії вира
жене тим більше, чим вища границя міцності металу і чим більше останній 
схильний до корозії. 

Вплив корозії при розрахунках можна врахувати коефіцієнтом ~K' який 
становить відношення границі витривалості а_І к кородованого зразка до 
границі витривалості полірованого зразка, тобто ~K =а_l'/а_ l · Вплив ко
розії в процесі випробування на границю витривалості сталевих зразків 
при ротаційному згинанні зображено на рис. 571, де крива 1 характери
зує вплив корозії у прісній воді за наявності концентрації напружень; 2 
у прісній воді за відсутності концентрації або в морській воді за наяв
ності концентрації; 3 - у морській воді за відсутності концентрації. 

Причиною такого різкого зниження границі витривалості внаслідок 
корозії є корозійне пошкодження поверхні, яке спричинює значну кон
центрацію напружень, а також послаблення опору утворенню тріщин. 

Зменшити вплив стану поверхні на границю витривалості можна відпо
відними технологічними методами обробки, які приводять до зміцнення 
поверхневих шарів. До таких методів належать: наклеп поверхневого шару 
накатуванням роликом, обдування дробом тощо; хіміко-термічні методи 
азотування, цементація, ціанування; термічні - поверхневе гартування стру
мами високої частоти або газовим полум'ям. Зазначені методи обробки 
приводять до збільшення міцності поверхневого шару й утворення в ньому 
значних стискальних залишкових напружень, які стають на перешкоді утво
ренню тріщин від утоми, а тому підвищують границю витривалості. 

За наявності концентрації напружень, крім глибини шару та його абсо
лютних розмірів, на ефект зміцнення істотно впливають рівень концент
рації напружень і градієнт напружень біля поверхні. Ефект зміцнення зро
стає зі збільшенням концентрації. 

Вплив пауз. На границю витривалості впливають паузи (перерви в 
навантажуванні). При цьому в одних випадках цей вплив невеликий, а в 
інших кількість циклів до руйнування збільшується за рахунок пауз на 
15 ... 20 %. Збільшення кількості циклів тим більше, чим частіше паузи й 
чим вони довші (останній фактор впливає менше) . 

Вплив перевантажеиь, тобто навантажень, вищих за границю витри

валості, залежить від характеру перевантаження . При малих переванта
женнях до певної кількості циклів границя витривалості підвищується , 
при великих перевантаженнях після певної кількості циклів - знижується . 

Вплив тренування. Якщо до зразка прикласти напруження дещо нижчі 
за границю витривалості і потім поступово підвищувати змінне наванта
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ження, то опір утоми можна значно підвищити. Це явище, що його нази
вають тренуваН1ІЯМ матеріалу, широко використовується в техніці. 

Зміцнення можна досягти при відносно короткочасних тренуваннях 
("" 50 ООО циклів), але значних перевантаженнях . Досліди свідчать: якщо 
спочатку діє менше перевантаження, а потім більше, ти опір утоми мате
ріалу виявляється більш високим, ніж тоді, коли спочатку діє більше на
вантаження, а потім менше. 

Вплив температури. З підвищенням температури границя витривалості, 
як правило, зменшується, а зі зниженням й - зростає як у гладких зразків, 
так і в зразків з концентраторами. 

Для сталі при температурі, вищій за 300 ос, спостерігається зниження 
границі витривалості приблизно на 15 ... 20 % на кожні 100 ос підвищення 
температури. Правда, у деяких сталей при підвищенні температури від 20 
до 300 ос границя витривалості підвищується. Однак це підвищення, ймо
вірно, пов'язане з фізико-хімічними процесами, що відбуваються при од
ночасному впливі нагрівання та змінних напружень. 

При підвищених температурах навіть при дуже великій кількості циклів 
крива утоми не має горизонтальної ділянки. Так, для гладких зраз
ків навіть при 1ОО млн циклів горизонтальна ділянка не спостерігається. 
Вплив концентрації напружень з підвищенням температури взагалі змен
шується, однак для деяких сталей, мабуть, знову-таки внаслідок фізико
хімічних процесів чутливість сплаву до надрізу збільшується. При темпе
ратурах порядку 500 .. . 600 ос у сталі починаються процеси повзучості, 
які виникають також при змінних навантаженнях навіть при симетрич
ному цикЛІ. 

При зниженні температури з 20 до - 190 ос границя витривалості в де
яких сталей зростає більше ніж удвічі, хоч Їхня ударна в'язкість при цьо
му знижується. 

Це ще раз свідчить про принципову різницю між руйнуванням від утоми 
та руйнуванням від відриву при статичному та ударньму навантаженнях. 

§ 137. 	Розрахунок на міцність 


при повторно-змінних навантаженнях 


у разі простих видів деформації при зміні напружень у деталі за си
метричним циклом запас міцності при дії, наприклад, нормальних напру
жень можна обчислити за формулою 

() -Ікd n =--
а () а 

де a_1Kd - границя витривалості деталі при розтяганні-стисканні або при 
згинанні; аа - номінальні фактично діючі знакозмінні напруження. 

Для розрахунку на міцність при змінному навантаженні у разі склад
ного напруженого стану можна використати відповідні теорії міцності. 
При цьому для матеріалів у пластичному стані, як відомо, застосовують 
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ІІІ та ІУ теорії міцності. У розглядуваному випадку ці теорії мають бути . 	 . 
записаНІ у такому ВИГЛЯДІ : 

а_І = ~a~ +4'r~ ; 	 (21.13) 

І 2 2
а_ І = Vaa +3ta · 	 (21 .14) 

Відповідно до експериментальних даних умова міцності у формі еліп
.	тичної залежності (див . рис. 562) при згинанні й крученні виражається 
формулою (21 .6), а стосовно до деталі досить великих розмірів з концен
трацією напружень - формулою 

'r-----
2 

а2 +(a- І Кd ) , 
2 	 (21.15)a-Ікd а 't- 1Kd а' 

або 


а 2 2 
, 
а а-2--+-2-= І . (21.16) 

CJ -Ікd t -Ікd 

Тоді, маючи на увазі, що Па =а_ІKd/aa - коефіцієнт, який характеризує 
запас міцності тільки за нормальними напруженнями, та n = t_IKita t 
коефіцієнт, що характеризує міцність тільки за дотичними напруження
ми, на підставі співвідношення (21.16) матимемо 

1 1 1 
2=2+2' 
n Па n t 

звідки запас міцності n при складному напруженому стані, наприклад 
при спільній дії згинання та кручення, визначиться формулою 

nOn t 
n =~. (21.17)

2 2 
6тах 

А 	

nOn t 

Визначаючи запаси міцності при 
асиметричних циклах для будь-яко
го виду циклічного навантажуван
ня (згинання, розтягання-стискання, 
кручення), виходять зі схематизованої 
діаграми графічних напружень для 
зразків без концентрації напружень -\сі (рис. 572). 

Аналітично криву граничних на

пружень у координатах атах  аср 
можна виразити рівнянням прямої, 

бер що проходить через дві точки А та В 
з координатами (О; а_І) та (аоІ2 ; ао): 

Рис. 572 	 _ 1 +аср tg а,атах =а

де, згідно з рис . 572, 
tg а = ао -а_ 1 

ао / 2 .
Тоді 


а оо-а
Позначивши тах = а_ 1 + ао/2- І аср = 0 
( аср · _1 + 1- 20-о1-(0)о 

'Р = 20_1 -оо (21.18)
а ОО 

запишемо рівняння кривої граничних напружень для зразка без концент

рації напружень: 

Отах =0_ 1+{I-'Ро )аср · (21.19) 

При дії дотичних напружень відповідне рівняння має аналогічний 
вигляд: 

'тах =t_1+{l-'Pt)tcp . 	 (21 .20) 

Значення 'Ро та 'Рt для деяких сталей при різних видах деформації за
лeжHo від границі міцності наведено в табл. 22. 

Ураховуючи вплив на границю витривалості при асиметричному циклі 
різних факторів, у тому числі кон

Таблиця 22 
центрації напружень, абсолютних 
розмірів перерізу, стану поверхні 
тощо, виходять з експериментально 

встановлених закономірностей, ЯКІ 
полягають у тому, що відношення 
граничних амплітуд напружень 
гладкого зразка та розглядуваної 
деталі залишається сталим незалеж
но від середнього напруження циклу. На підставі цього можна побудува
ти схематизовану діаграму граничних напружень для деталі (рис . 573). 

ав, МПа '1'" 'І'. 

350 . .. 550 О О 
520 . . . 750 0,05 О 

700 . . . 1000 0, 10 0,05 
1000 ... 1200 0,20 0, 10 
1200 ... 1400 0,25 0, 15 

Цю побудову можна дістати також, виходячи з таких аналітичних уяв
лень. Відповідно до виразу (21.19) гранична амплітуда напружень зразка 
виражається формулою 

аа = Отах - Оср = [ а_ І + ( 1-'РоОср)] - Оср = а_ І -'РоОср , 
а гранична амплітуда напружень для деталі 0aKd на підставі зазначеної 

вище закономірності щодо впливу різних факторів тільки на змінну скла

дову напружень буде в k od разів менша, тобто 

оа a_I-'Рооср (21 .21)°aKd = г= k 
od od 

Тоді рівняння кривої граничних напружень для деталі можна записати в 
такому вигляді : 

_ O_I-'РоОср_О_1 ( 'Ро) (21.22)°maxd+ocp-ocp+ lr -г+ l-г Оср · 
od od od 
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Рис. 574 

Припустимо, що деталь у небезпечній точці зазнає дії змінних напру
жень з коефіцієнтом асиметрії г, причому відомі відповідно итах та иср 
циклу. Як зазначалося вище, всі цикли, що відповідають г = const, ле
жать на одній прямій. За наведеними даними на діаграмі рис. 574 заданий 
напружений стан характеризується точкою М. Отже, всі точки, що ле
жать на промені, проведеному з початку координат крізь дану точку М, 
мають коефіцієнт асиметрії, який дорівнює г. Точка перетину цього про
меня з кривою утоми має ординату, що дорівнює границі витривалості 
(JfKd. Отже, коефіцієнт запасу 

Па = (JN = (JfKd = (JcpN = (JaN , (21.23) 
(Jм итах исрм (J аМ 

де (JfKd - границя витривалості деталі при асиметричному циклі; итах = 
= (JМ - максимальне напруження деталі. 

При перетині променя OD з прямою АЕ граничних напружень у точці 
N максимальне напруження итах збігається з максимальним граничним 
напруженням (JN =(JfKd' тобто 

(J:nax = (J N· 

З іншого боку, на підставі рівняння (21.23), 
І _ иМ . 

итах - --(JсрN' (21.24) 
исрм 

иМ и_І ( 'Ра)--исрм =--+ l-- (JcpN·
kисрм kad ad 

Звідси знаходимо абсцису точки N: 
и_lисрми_І 

(JcpN= ( ом" 'Ра) kad(JM -(JсрN )+'Раисрм---1+ kkad 
исрм ad 

бmах 

,,'
'с> 

I.Q

6rhll 

Рис. 573 

Оскільки (Jм - иср М = иаМ' остання формула перетворюється на таку: 

и-Іисрм 
(JcpN = 

kad(J а + 'Раисрм 
Підставляючи здобутий вираз иср N у формулу (21.24), знайдемо вираз 

максимального граничного напруження для деталі (ординату точки N): 

І и_Іим 
(J тах = (J N = (J rкd = ш 

kad(Ja + т аисрм 
Тоді остаточний вираз для запасу міцності буде такий: 

(J N и_І 
n = -- =-----'---- (21.25)
а (JМ kad(Jа + 'Раисрм 

Аналогічно при крученні 

n, '-І (21.26) 
k,d'a + 'Р,'срМ 

Якщо асиметрія циклу дуже велика, то роль змінних напружень при 
оцінці міцності може виявитися несуттєвою, і розраховувати слід за гра
ничним станом, як при статичному навантаженні. У зв'язку з цим поряд 
із запасом міцності за утомою [формули (21.25), (21.26)] слід визначати 
запас міцності й за несівною здатністю при статичному навантажуванні. 

Аналогічно розраховують і при складному напруженому стані. При 
асиметричному циклі коефіцієнт запасу при змінних навантаженнях ви
значається за формулою (21.17), у якій Па та n, обчислюється відповідно 
за формулами (21.25) та (21.26). Запас міцності за статичною несівною 
здатністю визначається за методикою, викладеною в розд. 18. При цьому 
міцність оцінюється за найменшим із запасів за утомою і за статичною 
несівною здатністю. 

Запаси міцності при розрахунку на опір утоми залежать від точності виз
начення зусиль та напружень, від однорідності матеріалів, якості технології 
виготовлення деталі та інших факторів. При підвищеній точності розрахунку 
(з широким використанням експериментальних даних щодо визначення 
зусиль, напружень та характеристик міцності), при достатній однорідності 
матеріалу та високій якості технологічних процесів береться запас міцності 
n =1,3... 1,4. Для звичайної точності розрахунку (без належної експеримен
тальної перевірки зусиль та напружень) при помірній однорідності матеріа
лу n =1,4... 1,7. При зниженій точності розрахунку (якщо немає експеримен
тальної перевірки зусиль та напружень) і зниженій однорідності матеріалу, 
особливо для литва та деталей великих розмірів, n =1,7... 3,0. 

Найвірогідніші дані про потрібні запаси міцності деталі можна здобути 
на підставі результатів натурних випробувань деталей або досвіду екс
плуатації машин з деталями цього типу. 

Приклад 85. Шатун nоршневого двигуна, що є стрижнем круглого перерізу, вздовж 
осі зазнає nовтОРНО-ЗАlінних навантажень, що змінюються без ударів від Ртах =+ 200 кН 
до Ртіп =+50 кН. Стрижень маєрадіальнuй отвір (2) 3 .,111,111;матеріал стрижня - сталь 
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12ХНЗА з такими характеристикаАfИ міцності: оо = 950 МПа, от = 720 МПа, 
О_І = 4ЗО МПа та 'v = 0,1. ПовеРХІІЯ шатуна грубо u/Ліфовшm. Вuзначuмо його діаЛІетр 
з розрахунку на опір утоми та здобуті РОЗА/іри nорівНЯСJIIО з вuзначеmtМ!/ із розрахунку 
на статичне навантажешlЯ, що дорівнює максимальному наваllтажешtЮ в циклі. 

у цьому прикладі треба виконати так званий проектувальний розрахунок , тобто 
за відомими зусиллями, що діють на деталь, визначити ії розміри. 

Визначаємо небезпечний переріз вала. Таким слід вважати переріз у місці радіаль

ного отвору. 

Оскільки співвідношення розмірів шатуна та радіального отвору не відоме, то не 

відома й величина ао. Тому, маючи на увазі, що цей коефіцієнт при малих отворах та 
крупних деталях машин близький до двох, задаємося значенням теоретичного коефі
цієнта концентрації ао = 2. 

Користуючись графіком рис . 563, знаходимо коефіцієнт чутливості до концент
рації напружень : при ао = 2 та оо = 920 МПа коефіцієнт qo = 0,77. 

Скориставшись формулою (21.7), визначимо ефективний коефіцієнт концентрації: 

=I+qo(ao-I)= 1+0,77(2-1)=1,77.ko 

Із графіка рис. 570 за кривою З знаходимо коефіцієнт, що враховує якість оброб
ки поверхні: ~ = 0,82. 

Задаємося коефіцієнтом, що враховує розміри стрижня : є = 0,8. 
Ефективний коефіцієнт концентрації деталі з урахуванням розмірів та стану по

верхні 
k cr 1,77 

k crd =~ 0,8.0,82 = 2,70. 

Виберемо запас міцності n = 2, І . 
Визначимо переріз шатуна за формулою (21.25) 

О_І O_I F 
n
 

" 
 kcrdo a + 'Р"Оср k РтаХ -РтіП 'Р РтаХ +РтіП ' 
crd 2 + о 2 

звідки 

F =.!!.SL (k Ртах - РтіП + 'Р РтаХ +РтіП ) = 
О_І crd 2 cr 2 

= Q (2 70 0,2-0,05 +0 І 0,2+0,05) м2 = 105.10-4 м2 . 
430' 2 ' 2 ' 

Визначимо діаметр стрижня з формули F = лd 2/4; 

4·10,5'10-4 м",3,7.10-2 м=37мм.d=r?= 3,14 

Перевіримо значення раніше вибраного коефіцієнта, який враховує абсолютні 
розміри. Для цього скористаємося графіком рис. 565, згідно з яким при d = 37 мм є = 
= 0,81, тобто величина є наближається до прийнятого значення є = 0,8. 

Знаходимо діаметр шатуна зі статичного розрахунку , тобто з умови Отах = 
= Рma/F~ /0+1/ : 

F- лd 2 _ РтаХ =QM 2 =4,17.10-4 м 2 ; 
- 4 - [о + І ] 480 

4,17 .10-4 м=2,31.10-2 м=23, lмм .d=1?= 3,14 

Візьмемо d = 24 мм, тобто діаметр виявився у 37/24 = І ,54 раза 
меншим, ніж при розрахунку з урахуванням змінності навантаження. ~ Приклад 86. Східчастий сталевий шток водяного насоса (рис. 575) 
зазнає nовтОРНО-ЗJ11інного розтягання-стискання динамічними зусuл
ЛЯА/и з характеристикою циклу r =-о, 5. Матеріал штока - маловуг

лецева сталь з тиJllчасовuм оnорол! ОО = 400 МПа, границею теку
чості от =ЗЗО МПа і границею витривалості при сuметричному циклі 
О_І = 204 МПа. Поверхня стрижня оброблена різцем. Визначимо до 'Ф60 
nycmuMi ЗУСI/ЛЛЯ, що діють на шток. 

у цьому прикладі виконуємо перевірний розрахунок. Є розміри 
деталі, треба визначити допустиме навантаження при заданій харак
теристиці циклу. Як розрахунковий слід взяти небезпечний переріз 
у місці спряження двох діаметрів. 

Визначимо теоретичний коефіцієнт концентрації: при p/d = 

= 5/50 = О, І можна взяти аи = 1,6 (див. § 32). 


За графіком рис. 563 знаходимо коефіцієнт чутливості до кон

центрації напружень : qcr = 0,39. 


Визначаємо дійсний коефіцієнт концентрації: 


= І +qcr (а" -І) = 1+0,39(1,6-1) = 1,234. t 
Рис. 575 

kcr 

За графіком рис. 565 знаходимо коефіцієнт впливу абсолютних 
розмірів: є = 0,75. 

Коефіцієнт, шо враховує якість обробки поверхні, визначимо за графіком рис. 570: 
~ = 0,875. 

Вибираємо коефіцієнт запасу міцності з урахуванням динамічності (див. розд. 23): 
n = 3. 

" Знаходимо ефективний коефіцієнт концентрації напружень для деталі: 

kcr 1,234 
kcrd = ~є = 0,875.0,75 1,88. 

Визначаючи амплітуду напружень з формули 

n = О_І 
cr kcrdOa+'Pcrocp 

дістанемо 
О = О-І __-=-__ 
а nи Оср 

kcrd+'Pcr 
Оа 

Маючи на увазі, шо для даного матеріалу (оо = 400 МПа), згідно з табл . 22, коефіцієнт 
'Рcr = О, за останньою формулою знайдемо 

О -І 204 
Оа =-k-=-3.88 МПа ",40 МПа. 

n crd І, 
" Визначаємо допустимі зусилля, що діють на шток: 

амплітудне значення зусилля 

Ра =Fo _ лd2 з,14(5.10_2)2 40МН=78,6кН; 
a - тОа 

середнє значення зусилля 

р = Р !±!: = 78 6 І - О, 5 кн = 26 2 КН' 
ср а 1- r ' І + О, 5 " 
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мінімальне зусилля 

Ртіп = Ртaxr = -0,5 ·104,8 кн = -52,4 кН; 

D 
максимальне зусилля 

РтаХ =Ра+Рер =(78,6+26,2)кН=104,8кН. 

'6- Приклад 87. Обертовий круглий nоро:жнистий вал (рис. 576) у 
небезпечному перерізі, ослабленому отвором для лtGще//ня (0 З М'И), 
заз//ає змішюго згинання з ЛofOментом М =1,5 кН . м. Одночас//о 
вал зазнає змінного круче//ня з коефіцієнтом асиметрії r = 
=- 0,25 та Мкр тах =1,8 кН· м. Діаметри вала: зовніиl1lій D = 
= 70 мм, внутрішній d = З5 мм. Матеріал - сталь 45 (0'8 = 
=700 МПа; О'т =З20 МПа; 0'_ 1 =ЗАО МПа; Т_ =180 МПа). Поверх1Рис. 576 
ня вала шліфована. Визначимо запас It/іцносmі вала. 

Визначимо номінальні напруження у валу від згинання та кручення: 

М 32М 32.1,5·10-3 

О'тах = W = 1tD[I-(d / D)4] з,14(70.10-3 У (1-0,54) МПа = 47,3 МПа; 

О'а = О'тах = 47,3 МПа; О'ер = О; 

16ММкртах кр тах 

ТтаХ = W 
p 1tD3[1_(d /D)4] = 

16 ·1,8·10-3 

з, 14(70 ' 10-3)3 (1-0,54) МПа = 28,3 МПа; 

Ттіп = птах = -0,25·28,3 МПа =-7,1 МПа; 

t тах - t min 28,3+7,1 МПа=17,7МПа;
Та 2 = 2 

Т таХ +Ттіп _ 28,3-7,1 МПа=10,6МПа.
Тер = 2 - 2 

Визначимо коефіцієнт концентрації при згинанні. При 0/D =3/70 =0,04 коефіцієнт 
(див. § 65, рис. 273) а" =2,5. Згідно з графіками рис. 563, коефіцієнт чутливості до 
концентрації напружень q" = 0,65. Ефективний коефіцієнт концентрації при згинанні 

k" =1+q,,(a,,-I)= 1+0,65(2,5-1) = 1,975. 

Коефіцієнт, який враховує абсолютні розміри, згідно з графіками (див. рис. 565), можна 
взяти таким, що дорівнює є = 0,70; коефіцієнт, що враховує стан поверхні вала (див. 
рис. 570, крива 2), [3 =0,92. Тоді ефективний коефіцієнт концентрації вала 

k" 1,975 
kad = єр = ~ -~ ~ ~- = 3, І. 

Обчислимо запас міцності на згинання: 

0'1 300 2,05.па 
O'adO'a + Ч'аО'ер 3,1 ·47,3+0 

Визначимо коефіцієнти концентрації при крученні . Теоретичний коефіціснт кон
центрації візьмемо а, =3; коефіцієнт чутливості до концентрації напружень візьмемо 
такий самий , як і при згинанні, тобто q, =q" =0,65. Тоді ефективний коефіцієнт кон
центрації при крученні 

k, = l+qa(a, - І) = 1+0,65(3-1) = 2,3. 

Взявши, як і при згинанн і, є = 0,70 та р = 0,92, знайдемо 

k, 2,3 
k'd = єр = 0,70.0,92 = 3,60. 

Визначимо запас міцності при крученні: 

Т_І 180 = 277 
n, = k Td Т а + Ч' ТТ ср 3,60·17,7+0,05·10,6 ' . 

Обчислимо загальний запас міцності при спільній дії змінного згинання та кру

чення: 

11 = пап т _ 2,05·2,77
г22 - J = 1,65. 

"n;; +n~ 2,052 +2,772 

Отже, загальний коефіцієнт запасу міцності виявився значно меншим, ніж запаси 
міцності окремо на згинання та кручення. 
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2'1') РОЗРАХУНКИ ПРИ УДАРНИХ 

Розділ ~ НАВАНТАЖЕННЯХ 


§ 138. Розрахунок при осьовій дії ударного навантаження 

Явище удару має місце тоді, коли швидкість розглядуваного елемента 
конструкції або стичних з ним частин протягом дуже малого проміжку 
часу змінюється на скінченну величину. Великі прискорення (сповільнен
ня), що виникають при цьому, приводять до появи значних сил інерції, 
які діють у напрямі, протилежному напряму прискорень, тобто в напрямі 
руху тіла. У випадку падаючого вантажу силу удару (динамічну силу Рд) 
можна обчислити за формулою 

РдИ = Qj(t), (22.1) 
g 

де Q - вага падаючого вантажу; g - прискорення вільного падіння; 
j(t) - прискорення падаючого вантажу після зіткнення його з перешко
дою. 

Проте визначення сили удару Рд (t) за формулою (22.1) пов'язане з ве
ликими труднощами, оскільки не відомий час співударяння, тобто час, 
протягом якого швидкість рухомого тіла зменшується від свого макси
мального значення в момент зіткнення з тілом, що ударяється (початок 
удару), до нуля після деформації останнього (кінець удару). 

У зв'язку із зазначеними труднощами, що виникають при визначенні 
динамічних напружень та деформацій, в інженерній практиці виходять з 
так званої технічної теорії удару, яка rpунтується на таких припущеннях. 

1. При співударянні тіло, що ударяє, рухається разом з тілом, що зазнає 
удару, до розвитку найбільших деформацій. При цьому немає пружних 
хвиль у тілах і пов'язаних з ними відскоків тіла, що ударяє (такий удар 
називають неnРУ:ЖflUМ). 

2. За проміжок часу співударяння деформації поширюються по всьо
му об'єму тіла, що зазнає удару, а залежність між силами та деформація
ми, що виникають, відповідає закону Гука. 

3. При співударянні рухомих тіл зменшення кінетичної енергії системи 
дорівнює збільшенню потенціальної енергії деформації тіл. При цьому 
нехтують втратами енергії на місцеві пластичні деформації, а також інер
цією маси тіла, що зазнає удару . 

4. Вважають, що система тіл при співударянні має один степінь 
вільності , тобто положення системи визначається однією координатою. 

Формули для визначення динамічних напружень та ,.-"
ІХ 
"-деформацій при осьовому ударі виводитимемо на при

кладі системи (рис. 577), що складається з вертикально 
розміщеного пружного призматичного стрижня з жорст- <cl'I 19QI- і -іХІ І 
кістю при розтяганні (стисканні) с = EF ІІ , на торець 
якого з висоти Н вільно падає вантаж Q. 

Припустимо, що вантаж прикладається до стрижня 
статично, тобто навантаження повільно наростає від 
нуля до максимального значення (рис. 577, а) і стискає 
стрижень на величину Ое. При падінні вантажу з висо
ти Н унаслідок удару на стрижень діятиме динамічна 
сила Рд , більша ніж сила Q, і укорочення стрижня РИС. 577 
Од буде більше за Ое (рис. 577, 6). . 

Зміна переміщень та деформацій при ударній дії навантаження Q по
рівняно з переміщеннями (деформаціями) при статичній дії того самого 
навантаження характеризується коефіцієнтом динаміЧ1l0сті 

kд=Од/Ос, (22.2) 

звідки динамічну деформацію через статичну можна виразити формулою 

Од = kдОс . (22.3) 

Ураховуючи лінійний зв'язок між напруженнями та деформаціями, а 
також припускаючи, що модулі пружності при статичній і ударній дії на
вантаження однакові, що з достатньою точністю підтверджується експе
риментом, можна за аналогією з формулою (22.3) встановити зв'язок між 
статичним та динаМІЧНИМ напруженнями: 

о"д = kдО"с' (22.4) 
де 

о"с =QI F (22.5) 

- напруження, яке виникає в стрижні при стисканні силою, що дорівнює 
вазі падаючого вантажу. 
Щоб використати формули (22.3), (22.4), треба визначити коефіцієнт 

динамічності kд . Розраховуватимемо на підставі технічної теорії удару, 
маючи на увазі , що залежність між силами та деформаціями має один і 
той самий вигляд як при статичних, так і при динамічних навантаженнях, 
тобто 

ОС = РС Іс; (22.6) 

Од =Рд/с, (22.7) 

де Ре - статичне навантаження, що дорівнює вазі падаючого вантажу (у 
цьому разі РС =Q); - динамічне навантаження, що є силою інерціїРд 
тіла , яке ударяє, в перший момент його зіткнення зі стрижнем. 

Виходимо із закону збереження енергії, нехтуючи, як зазначалося вище, 
втратами енергії на місцеві пластичні деформації при співударянні тіл, а 

а б 
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також інерцією маси тіла, що зазнає удару. Падаюче на стрижень тіло в 
момент зіткнення має найбільшу швидкість. Після зіткнення (початок 
удару) відбувається динамічне укорочення стрижня до найбільшого зна
чення бд. У цей момент швидкість вантажу дорівнює нулю (кінець уда
ру), на стрижень діє стискальна сила Рд , і потенціальна енергія дефор
мації досягає найбільшого значення. 

Отже, при ударі кінетична енергія Т падаючого тіла перетворюється 

на потенціальну енергію деформації Ид тіла, що зазнає удару: 

Т= Ид . 

Утрачена кінетична енергія чисельно дорівнює роботі вантажу при 
його падінні й деформуванні стрижня: 

Т= Q(H +бд )' (22.8) 

а потенціальну енергію деформації пружного тіла при ударі, враховую
чи, що динамічна сила за проміжок часу удару зростає від О до Рд ' 
можна записати у вигляді [див. формули (13.l0) та (22.7)] 

1 1 2 (22.9)Ид = '2Рдбд = '2 сбд . 
Отже, 

tсб; = Q (Н +бд )' (22.10) 

Оскільки бс = Q / с, рівняння (22.1 О) можна записати так: 

бд
2 
-2бсбд -2бсН = О. 

Звідси визначаємо динамічну деформацію: 

бд = бс ±~б~ +2бсН. (22.11) 

Знак «мінус» перед радикалом треба відкинути, бо знак динамічної де
формації не може бути протилежним знаку статичної. 

Записавши формулу (22.11) у вигляді 

бд = бс(I+~1+2Н/бс) (22.12) 

і зіставивши ії з формулою (22.3), знаходимо вираз для коефіцієнта дина
мічності: 

kд = 1+,іl+2Н /бс · (22.13) 

Маючи на увазі, що Н = и 2 /2g (и - швидкість падаючого вантажу в мо
мент початку удару), коефіцієнт динамічності можна записати у вигляді 

k =1+)1+ и; . (22.14)
д g с 

Ураховуючи, що 

2Н QH ТО 


~= lQб = Ис ' 
2 с 

коефіцієнт динамічності можна вир\азити так: 

kд = 1+~I+То/Ис, (22.15) 

де То = QH - кінетична енергія падаючого вантажу в момент початку 
удару; ИС - потенціальна енергія деформації стрижня, що зазнає удару, 
при статичній дії сили, яка дорівнює вазі ударяючого вантажу Q, тобто 

1 Q2 Q2Z 
ИС = '2 Qбс = ~ = 2EF (22.16) 

Якщо Н =О, тобто коли вантаж не падає на стрижень, а прикладаєть
ся раптово, то, згідно з формулою (22.13), коефіцієнт динамічності kд =2 . 
Оскільки висота падіння вантажу Н завжди більша за бе, то здебільшо
го при визначенні коефіцієнта динамічності у виразах під коренем одини
цею порівняно з другим доданком нехтують. Тоді на підставі виразу (22.13) 
матимемо 

kд = 1+~2H /бс , (22.17) 

або, згідно з формулою (22.15), 

kд = 1+~То/Ис· (22.18) 

Тепер, виходячи із залежності (22.4), запишемо вираз для напружень 
при ударІ: 

ад =kдас =ас (1+ ~1 + 2Н / бс ), (22.19) 

або 

ад = ас (l+ J2б~J= ; +)29:Е . (22.20) 

Аналогічно визначаємо зусилля при ударі: 

Рд = адF = ~ (1+~1+2H /бе ). (22.21) 

Розглянута наближена теорія удару має певні межі застосування. Вони 
обумовлені швидкістю падаючого вантажу до моменту удару і жорсткістю 
конструкції, що виражається у формулі (22.13) або (22.15) відношенням 
2Н/бс або То/Ис ' Так, якщо 

2Н = ТО ~100, 
бс ИС 

то похибка розрахунку не більша ніж 10 %. Урахування маси конструкції, 
що зазнає удару, розширює межі застосування наближеної теорії. 
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З аналізу формул (22.19) і (22.20) випли
I?<JQt~ ~ ває, що прирівномірно розподілених наnру:жен

НЯХ, однакових в усіх nоnеречних перерізах:r:: 
стрижня, динамічні напруження залежать не 

тільки від площі F nоnеречного перерізу, як це 
має місце при дії статичного навантаження в 

статично визначуваних системах, а й від дов
жи/-IU / і модуля пружності Е матеріалу 
стрижня. Отже, можна сказати, що динамічні 
напруження в стрижні при ударі залежать як 
від об'єму, так і від якості матеріалу стрижнів. 

в При цьому чим більший об'єм пружного 
стрижня, що зазнає удару (чим більша «енерРис. 578 
гоємність» стрижня), тим менші динамічні 

напруження, а чим більший модуль пружності матеріалу стрижня, тим 
динамічні напруження більші. 

Сказане справедливе для призматичних стрижнів (стрижнів однако
вого поперечного перерізу). 

Інша картина - при ударі стрижнів, окремі ділянки яких мають різні 
площі поперечного перерізу. У цьому разі (рис. 578, а) найбільше номі
нальне напруження у стрижні (без урахування концентраціі) буде в пере
різах з найменшою площею (у місці виточки). При ударі воно залежить 
від деформативності всього стрижня, а не тільки його ослабленої части
ни. Зменшити динамічні напруження в цьому разі можна двома способа
ми: збільшенням поперечного перерізу в місці виточки або зменшенням 
площі поперечного перерізу стовщеної частини стрижня і, отже, підви
щенням підцатливості всього стрижня в цілому, що приводить до зни
ження максимальних динамічних напружень у місці виточки. Якщо виго
товити весь стрижень однакового діаметра, що дорівнює діаметру виточки 
d

2 
, то при цьому збільшиться деформативність стрижня, а отже, змен

шиться динамічне напруження стд. 
Проілюструємо сказане на прикладі визначення максимальних дина

мічних напружень, що виникають у трьох типах стрижнів при поздовж
ньому ударі вантажем Q, який падає з однакової висоти Н (рис. 578). 

Нехай співвідношення між окремими розмірами стрижнів такі: 

F2 / F.. = а; /2 /11 =~. 

Динамічні напруження в кожному стрижні визначаємо за загальною фор
мулою Q

СТдmах = kдСТсmах = kд -Fmin 

Z Ql .n 
де 

kд = 1+ ~1 + 2Н . 8с =I~'8 
с 

' І nЕn 
.' .. 

z - КШЬКlсть CXlДцIВ. 

Для східчастого стрижня (рис. 578, а) 

8 а =Q (/1 -/2 +!1...] = Q/I (1-~+~).с() Е F1 F2 EFj а 

Для стрижня постійного перерізу з розмірами стовщеної частини 
східчастого стрижня (рис. 578, б) 

Q/I
8с(б) = EF. . 

1 
Для стрижня постійного перерізу, що дорівнює мінімальному перерізу 

східчастого стрижня (рис. 578, в), 

8 = Q/1 =2!L 
с(в) EF EF.a·

2 І 

Тоді співвідношення між деформаціями трьох стрижнів будуть такі: 

8с (а) : 8с(б) : 8с (в) =(1- ~ + ~/ а): 1 : 11 а. (22.22) 

Нехтуючи у виразі (22.17) одиницею порівняно з коренем, що при ве
ликій висоті падіння Н і малій статичній деформації 8с можна допусти
ти, вираз для коефіцієнта динамічності запишемо у вигляді 

kд "" .J2H /8с . 

Виходячи з цього і враховуючи вираз (22.22), дістанемо співвідношення 
між коефіцієнтами динамічності для розглядуваних випадків: 

kд(а):kД(б):kд(в)=J а ~:I:Гa. (22.23) 

Виходячи з виразів 

ст -k ст -k Q-k Q.
д(а) - д(а) с(а) - д(а) F - д(а) aF. ' 

2 І 

Q
стд(б) = kд(б)СТс(б) = kд(б) Іі> 

1 

СТд(в) = kд(в)СТс(в) = kд(в) FQ 
= kд(в) a~ 

2 І 

і враховуючи співвідношення (22.23), матимемо 

СТд(а):СТд(б):СТд(в) = /2 1 :1: Гl. (22.24) 
1 а (1-~)+a~ Va 

Припустимо, наприклад, що коефіцієнти а та ~ дорівнюють: 

а =F2 / Fj =0,5; ~ = 12/11 = 0,4. 
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Тоді за формулою (22.24) знаходимо таке співвід
ношення:Q 

ад(а): <Jд(б): ад(в) = 1,7: 1: 1,41. 

Orже, максимальні напруження виникають у стрижні 
:t: з виточкою (рис. 578, а), а мінімальні - в стрижні по

стійного перерізу найбільшої площі (рис. 578, 6). У 
стрижні постійного найменшого перерізу (рис. 578, в) 

Рис. 580 напруження ма!'ть Д~яке ~РОМlЖНе значення.Рис. 579 
Проведении аналІЗ свщчить, що характер опору 

стрижнів удару якісно відрізняється від опору їх статичному навантажен
ню. При статичному стисканні (або розтяганні) стовщення однієї части
ни стрижня не спричинює змін напружень у перерізах іншої частини; при 
ударі воно підвищує Їх. Місцеве зменшення площі поперечного перерізу 
на невеликій довжині стрижня різко підвищує напруження. 

Для зменшення напружень треба намагатися в основному збільшити 
піддатливість стрижня через збільшення його довжини, встановлення бу
ферної пружини, заміни матеріалу на інший, з меншим модулем пруж
ності, вирівнювання площ поперечних перерізів з метою дістати всі ділянки 
стрижня з однаковою мінімальною площею перерізу. Ось чому, констру
юючи стрижні, що працюють на удар, треба добиватися постійної площі 
перерізу по всій довжині. Місцеві стовщення допустимі лише на невели
ких ділянках довжини; місцеві виточки малої довжини небажані. 

Умова міцності при ударі має вигляд 

адmах :':::: [ад ] =ат/nт . 
Коефіцієнт запасу міцності можна вибрати таким, як і при статичnт 

ному навантаженні (1,4 ... 1,6), оскільки дина~ічність вже відображена у 
розрахункових формулах коефіцієнтом kд . Однак, враховуючи набли
женість розглянутого методу розрахунку, цей коефіцієнт беруть дещо 
більшим (nт = 2). 
Ми розглянули розрахунок динамічних напружень і деформацій при 

ударному стисканні. Однак усі наведені формули також справедливі й для 
ударного розтягання, зокрема для прикладу на рис. 579. 

Приклад 88. Ваllтаж Q вагою 50 Н, прикріплений до сталевого дроту діаметром 
3 Лf.М (рис. 580), вілыІо nадас від точки А з nрискорею/ям g. Зllайдемо lіаnружею/я в 
дроті, якщо його веРХllій кіllець раптово зуnиllено. Масою дроту Зllехтуємо. 

Напруження в точці А після раптової зупинки дроту визначимо за формулою (22.20) 
при довжині дроту І = Н: 

(J = Q+J2QHE = 4.0,05.10-32 + 

Д F Fl n(0'3 ' 10-2 ) 

+ /4.2.0,05 .10-3 .2;1.105 = (7,08+1720) МПа "'1727 МПа. 
1[(0,3 .10-2) 

Оскільки в розглядуваному прикладі кінетична енергія падаючого тіла збільшуєть
ся в тій самій пропорції, що і об'єм дроту, то напруження не залежить від висоти 
падіння вантажу Q. 

Приклад 89. ВиЗllачимо динаміЧІІі uаnружею/Я, що виllикають у стрижнях підвіски 
(рис. 581), при nадіНl/і ваmnажу Q =0,25 кН з висоти Н =1 см. Площа nоnеречного 
перерізу мідних похилих стриЖІ/ів А С і ВС F

M 
= 0,2 см2, площа попереЧІ/ого перерізу 

сталевого стриЖI/Я Fcr =0,25 елl2, довжина сталевого стриж"я lcr =2,4..11; довжи"а 
похилих стриж"ів ім =2 м. 

Динамічні напруження в сталевому стрижні визначимо за формулою 

ад = kдас . 

Напруження в стрижнях при статичній дії навантаження 

а ---- Q - 0,25·10-3 МПа-- 10 МПа . 
C.cr 0,25 .10-4 'Fcr 

Q 0,25,140-3 МПа = 7,2 МПа.ас. м = 2F cos 300 
M 2·0,2·10- ·0,866 

Переміщення перерізу D при статичній дії навантаження 
. Б 

Б = Б +~ = Qlcr + QlM /2 
с c.cr cos 300 EcrFcT Е F cos 2 300 

=( 0,25'10-3'2,4 + 0,125·10-3 ' 2 

м м

J = 28 7·10-3 
-4 -4 М , см. 

2'105 ' 0,25 ' 10 1·105'0,2'10 ·0,75 

Динамічний коефіцієнт 

Н 2·1kд =l+ 1+8=1+Н J1+ "=9,4. 
с 28,7·10

Отже, 

ад. cr = kдас. ст = 9,4·10 МПа = 94 МПа. 

ад. м = kдас. м = 9,4·7,2 МПа = 67,7 МПа. 

На практиці буває, що за здобутими вище формулами динамічні на
пруження визначити неможливо. До таких задач належить, наприклад, 
визначення динамічних напружень у сталевому тросі, що піднімає ван
таж Q зі швидкістю u, при раптовому гальмуванні підйомника (рис. 582). 

Позначимо вільну довжину троса в мо
мент зупинки через І, а площу його попе- ~ / / 
речного перерізу - через F. А 

Нехтуючи масою троса та вважаючи, що 
кінетична енергія рухомого вантажу цілком 
перетворюється на додаткову потенціальну 

енергію деформації троса, дістанемо таке 
рівняння для визначення найбільшого подов
ження 8 троса: 

EF82 EF8~ Qu 2 


2j-2j = 2g +Q(8-8c )' 

Рис. 581 Рис. 582 
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звідки, враховуючи, що 

матимемо 

Звідси 

8еQ=EFT , 

2 
EF (8 _ 8 / = Qv . 
21 е 2g 

8=8 +~Qv2/.
е EFg 

Отже, розтягальні напруження в тросі при раптовому гальмуванні зро
стають у відношенні 

8 v ) QI = 1+_и_, (22.25)8= 1+ 8 EFg ~8egетобто е 

vk =1+--. 
д ~8eg 

Приклад 90. ВИЗl/ачимо напруження в сталевому канаті, що опускає вантаж вагою 

Q == 45 кН зі швидкістю v = 1 мІс, при раптовому гальмуванні в моменm, коли вантаж 
опуститься на 18 м. Переріз каната F == 16 см2, модуль пружності Е == 1,05 . IOS МПа. 

Обчислимо статичну деформацію каната: 

8 =Я!...= 45·10-3·18 м =0,482.10-2 м = 0,482 см. 
е EF 1,05.105.16.10-4 

Згідно з формулою (22.25), коефіцієнт динамічності 


v І

kд =I+--=I+ =5,6

.J8:i ~0,482'10-2'9,81 
і динамічні напруження 

Q 45·10-3 
ад = kдае = kд - = 5,6 ---4-МПа = 157,5 МПа. 

F 16.10 
Здобуті високі напруження при раптовому гальмуванні можуть призвести до руй

нування підйомного каната. 
Приклад 91. Розв'яжемо попередню задачу за у.мови, що між тросом і вантажем 

розміщено пружину, яка під дією ванта:JlCУ 45 кН дає статичне подовження 12 см. 
Статична деформація пружного елемента (каната 8с .к і пружини 8е . п) 

ас = 8с . к +8с . п = (0,482 + 12)См = 12,482 см. 

Підставляючи це значення у формулу (22.25), знайдемо, що 

v 1
kд =I+--=I+ =1,92 . 

.J8:i ~12,482'10-2'9,81 
Динамічне напруження в канаті 

Q 45 ·10-3 
ад = kдас = kд - = 1,92 ---4-МПа = 54 МПа. 

F 16.10 
Як бачимо, розміщення пружини між канатом і вантажем істотно (майже в З рази) 

знизило динамічні напруження при раптовому гальмуванні вантажу. У цьому разі 

ПРYJ~и.на стала,тим амортизатор?м, який часто застосовуют~ у 
теХНІЦІ для пом якшення поштовхІВ, а отже, І зменшення динаМІЧ

них напружень, що виникають при поштовхах. 

Урахування маси стрижня, що зазнає удару. Іноді маса ::t:: 

стрижня істотно впливає на динамічні напруження в 
стрижні, що зазнає удару. Це пов'язане з тим, що кіне
тична енергія вантажу частково витрачається на надан
ня певної швидкості масі стрижня. 

Для наближеного врахування впливу інерції маси . . 
стрижня, що зазнає удару, в процеСІ удару РОЗРІЗНЯЮТЬ 

два етапи. Перший починається з моменту зіткнення па
даючого вантажу, який має найбільшу швидкість и, з верх
нім кінцем нерухомого стрижня і закінчується, коли внас
лідок зминання матеріалу в місці зіткнення швидкість ван-

JlI Q 

~ 

Рис. 583 
тажу знизиться до иІ' а верхній кінець стрижня набере за цей час такої 
самої швидкості иІ' Другий етап починається з моменту спільного руху 
вантажу і кінця стрижня, що зазнає удару. Деформація стискання поширю
ється по всій довжині стрижня з певною швидкістю від найбільшої иІ на 
верхньому кінці до нуля в нижньому перерізі, тобто в місці закріплення. 

Припустимо, що швидкість руху довільного перерізу стрижня зміню
ється по його довжині І за лінійним законом (рис. 583). Отже, швидкість 
перерізу на відстані х від нижнього закріпленого кінця 

и(х) = и! т. 
Кінетична енергія маси елемента завдовжки dx 

dT = yFdx ( ::.)2
СТ 2g и! І 

Повна кінетична енергія стрижня визначається так: 
2 І 2 

Т = yF 'lfx2dx = yF/~. 
cr 2g/2 3 2g 

о 

Позначимо власну вагу стрижня через QeT' Тоді формулу для визна
чення кінетичної енергії стрижня в момент початку другого етапу можна 
записати у ВИГЛЯДІ 

Qcr и!
2 

Тет =-3- 2g' (22.26) 

Отже, якщо в момент початку першого етапу удару падаючий вантаж 

мав кінетичну енергію Qv 2 /2g, то втрата енергії до початку другого ета
пу внаслідок місцевих пластичних деформацій 

6.Т = Qv 
2 

_( Qv~ +.1 Qv~ ]
2g 2g 3 2g , 

або 

6.Т = R[v2 _и2 (1+.1 Qcr )]. (22.27)
2g ! 3 Q 
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З іншого боку, цю саму втрачену кінетичну енергію можна обчислити, 
виходячи з того , що швидкість вантажу в перший етап удару змінюється 
на величину v - иІ ' внаслідок ~oгo кінетична енергія вантажу зменшуєть
ся на величину (Q I 2g)(v-vІ) . Стрижень, що зазнає удару, за перший 

етап удару дiCT~Є запас ~.інетич.~ої енергії (Qcт 13) [(О - иІ)2 12g J.Тоді су
марна втрата КlнеТИЧНОl енеРГIl вантажу, що падає, 

6.Т= К(и_и )2 +1.. QCT (0_и))2,l2g 3 2g 
або 

6.Т = 2~ [и2 
- 2ии1 +vf (1 +t QQT )]. (22.28) 

Прирівнюючи праві частини виразів (22.27) та (22.28), матимемо 

2gQ [2v -иІ2 ( 1Qcт)] = Q [ v2-2ии 2 ( 1Qcт )]2g +и)I+ЗQ 1 I+ЗQ . 

Звідси визначаємо швидкість вантажу в момент початку другого етапу 

удару: 
v 

иІ =--=--- (22.29) 
1+1.. QcT 

3 Q 
Зазначимо, що цей вираз можна дістати також, використовуючи за

кон збереження кількості руху. 
Отже, кінетична енергія системи в момент початку другого етапу уда

ру визначається за формулою 

Т= Qvf +1.. Qcтvf = R(I+1..QCТ)V2 = R(I+1.. Qcт )( v ]2
2g 3 2g 2g 3 Q І 2g 3 Q 1 + 1.. Qcт 

3 Q 
або остаточно 2

Qv . (22.30)Т= 2g ( lQcт)
I+ЗQ 

Ця енергія, згідно із законом збереження енергії, трансформується в 
потенціальну енергію деформації пружного стрижня . Тому вираз (22.30) 
треба підставити замість ТО у формулу (22.15) для визначення коефіцієн
та динамічності, тобто 

kд = 1+~I+T I иc , 
або 

Qv2 

kд = 1+ 1+2-g-'''(~l+tQQ )ис 

Ураховуючи, що и2 /2g = Н і HQ = То' а також позначаючи QCT І Q = ~ , 
формулу для визначення коефіцієнта динамічності запишемо у вигляді 

т;1+ __0 (22.31 )kд = 1+ 

Uc (l + t~) ' 
а максимальне напруження в стрижні , що зазнає удару, 

1+ ТО ] , 

Uc(l+t~) 
Од ~ kao, ~o{+ 

або 

ад =ас [l+ 1+ 2EFH ] 
QZ(I+t FJ/) . 

З останніх формул випливає, що коли відношення ваги стрижня до 
ваги падаючого тіла (коефіцієнт ~) порівняно з одиницею не мале , то вра
хування маси стрижня помітно знижує напруження при ударі. 

Удар стрижня по жорсткій плиті. Іноді виникає потреба визначити 
напруження в тілі, що ударяє, зокрема розраховуючи шток кувального 
молота. При цьому найбільш небезпечним для міцності штока є момент 
закінчення кування, коли виріб майже не деформується і вся енергія уда
ру поглинається штоком. Схематично такий приклад наведено на рис. 584, 
де призматичний стрижень завдовжки Zпоперечного перерізу F і вагою 
Q падає з висоти Н на жорстку плиту А. Оскільки плита не деформуєть
ся, то весь запас кінетичної енергії ТО = QH падаючого стрижня до мо
менту удару по плиті цілком трансформується в потенціальну енергію де
формації стрижня, що падає. 
У момент удару, коли швидкість стрижня раптово зменшує,ТЬСЯ до нуля , 

частинки стрижня дістають значних прискорень, напрямлених угору. При
пустимо, що їхня інтенсивність однакова в об'ємі стрижня. Отже, на час
тинки стрижня діють розподілені сили інерції однакової інтенсивності , 
напрям яких протилежний напряму прискорень (рис. 585), і задача зво
диться до визначення динамічних напружень від такого навантаження . 
Ця задача подібна до з.адачі про визначен- r 
ня напружень у переРl3ах призматичного t Істрижня від дії власної ваги (див. розд . 5, -5
§ 36). При такому навантаженні нормальні 
напруження по довжині стрижня зміню- "'с 
ються за лінійним законом. Вважаємо, що ::r:::і при діі дииамічних иаваИТ'dжеиь постійноі А ~ 
ІНтенсивносТІ залежНІСТЬ напружень по ' ~ 
довжині стрижня має той самий вигляд. Рис. 584 Рис. 585 
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Отже, в довільному перерізі з абсцисою х (рис. 585) динамічне напру
ження можна виразити через максимальне напруження в нижньому пе

рерізі: 
х

ад (х) = адmах т 

Потенціальна енергія деформації в елементі стрижня завдовжки dx 

а22 ( ) 2 
= ад х Fdx = ~F!..-ddИд 2Е 2Е [2 х. 

Потенціальна енергія деформації всього стрижня 

а2І Fa2 

И = J дmaХ х2dх = ~EI. (22.32) 
д 2FZ2 6Е 

О 

Знаючи запас кінетичної енергії То падаючого стрижня і нехтуючи 
втратами енергії на місцеві пластичні деформації, деформації плити тощо, 
вважаємо, що 

ТО = Ид ' 

звідки на підставі формули (22.32) 

а2 

дmaх ZF = Т. 
6Е о· 

Максимальне напруження при ударі 

(22.33)адmах = ~6;T· 
Ураховуючи, щО ТО = yFZH, дістанемо 

= .j6EyH. (22.34)СУдmaх 
Підставляючи У формулу (22.34) вираз Н = и2 /2g, де v - швидкість у 

момент удару, знаходимо 

_ ~3EY
адmах - v g. 

Формулу (22.33) можна записати у вигляді 

=~ 6ЕТо =~ 3.2EQH. (22.35)
СУдmах FZ FZ 

Порівнюючи формули (22.35) і (22.20), нехтуючи в останній формулі 
статичним навантаженням, бачимо, що динамічні напруження в стрижні, 
який ударяє, будуть такі самі, як би він зазнав удару від іншого стрижня з 
кінетичною енергією, що втричі більша за енергію розглядуваного стриж
ня, який падає на жорстку плиту. 

§ 139. Напруження при скручувальному ударі 

При ударному крученні (рис. 586) можна, виходячи з енергетичного 
балансу (И = 7), дістати формулу для визначення максимальних дотич
них напружень, аналогічну тій, що була здобута при поздовжньому ударі: 

· (22.36)Тдmaх = kдТс
Тут, як і раніше, 

kд =1+.Jl +2Н /8с , 

де 8с - переміщення точки співудару в напрямі удару під дією статично 
прикладеноїсили Q. 

Нехтуючи деформацією кривошипа і вважаючи, що внаслідок малості 
переміщення точки співудару його проекція на вертикаль дорівнює дов
жині дуги, маємо 

Мкр/ _ GRl R, 
о = <pR = -- R - GJ
С GJ р pтобто 

QR 2Z8 =--, (22.37)
С GJ 

p 

де Q - вага падаючого вантажу; R - радіус кривошипа; 1-довжина вала. 
Якщо вантаж раптово прикладається до кривошипа (Н = О), то кое

фіцієнт динамічності kд =2. 
У машинобудуванні ударне кручення найчастіше спричинюється не 

падінням тих чи інших вантажів, а силами інерції мас, що обертаються з 
великими прискореннями. Це має місце в основному при гальмуванні 
швидкообертових валів, що несуть маховики. 

Для виведення розрахункових формул розглянемо вал із закріпленим 
маховиком, що обертається зі сталою кутовою швидкістю ш. Подібну си
стему, наприклад, зображено на рис. 587. Раптово загальмуємо вал на 
відстані І від маховика, приклавши деякий момент Мд , який треба визна

чити. При цьому маховик завдяки запасу кінетичної енергії продовжує 

рух, скручуючи вал. Отже, ділянка вала завдовжки І скручується момен
том Мд (момент гальмування і момент сил інерції маховика). 

Динамічні скручувальні моменти, напруження "tд і кути закручування 

<Рд визначимо, виходячи із закону збереження енергії ТО =Ид. 

tal ~IE 

Рис. 586 Рис. 587 
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Кінетична енергія маховика при обертальному русі 
2 

1', = J pM (dЧJ )2 J pM о} J = QD 
О 2 dt 2 рм 8g' 

де J рм - полярний момент інерції маси маховика; Q- вага маховика; 
D - його діаметр. 

Потенціальна енергія деформації кручення 
2

1 Мдl 
Ид = 2МДЧJд '= 2GJ 

Р 

де Jp = itd 4/ 32 - полярний момент інерції круглого перерізу вала діа
метром d. 

Підставляючи значення Ид і ТО в умову збереження енергії, знайдемо 
динамічний момент: 

2 м21J pM _д_.
-~O) 

2 2GJ ' 
р 

_ ~2GJрТо _ ~JpMGJр 
Мд - І -О) І . 

Тепер можна визначити максимальне дотичне напруження тадинаМІЧ

ний кут закручування: 
МдlМд 

'д тах = W; ЧJд = GJ ' 
J d3 Р Р 

де W = d :2 = ~6 - полярний момент опору круглого перерізу.p 

Ураховуючи вираз для Мд' формулу для максимальних дотичних на

пружень можна записати у вигляді 

~ToG (22.38)'дтах =2 IF' 

де F - площа поперечного перерізу вала. 

Приклад 92. Диск діаметром D ::: 20 см і вагою Q ::: 0,5 кН, жорстко насаджений 
на вал АВ завдовжки І ::: 1 м і діаметром d ::: 6 см (рис. 587), обертається зі сталою 
кутовою швидкістю, ЩО відповідає n::: 120 хв-1 Визначимо найбільші дотичні на
nружею/Я у валу прираптовій зупинці кінця А. Масою вала нехтуємо. Модуль зсуву G::: 
::: 8·104 МПа. 

Для визначення максимального напруження при ударному крученні скористає
мося формулою (22.38) 

~TOGТтах = 2 "/їі"' 
де 2 2 2 2 2 2 02 

_ J pM 2 _ QR (пп) = QD (пп) = 0,5·0,2 ·3,1 4 ·12 kH,m=2,01.10-2 кН,м;
То - 2 (» - 4g 30 16g 30 16 ·9,8 1·900 

(nd 2 _ 3,14 6·10 
_2)2 

м2 =28,26. 10-4 м2. 
F=4 - 4 

604 

Отже, 

-2 JTOG - 2,01.10-58·104 МПа = 47,6 МПа.- 2'тах - IF
1·28,26· 10 ' 

Приклад 93. Гвинтова пружина, що працює на стискання, '!иготовлена із сталевого 
дроту квадратного перерізу Ь ::: 6 .,нм. Середній діаметр витка пружини D ::: 12 СЛІ, кількість 
витків n ::: 18. Знайдемо статиЧllе навантажеmLЯ, яке стисне nру:нсину на л ::: 2,5 СМ. 
Припускаючи, що той самий вантаж падає на ненаванта:нсену nру:жину з висоти 
Н ::: 10 СМ, визнаЧШl10 осадку nру:жин і найбільше дотичне напруження при ударі G 
::: 8· 1(J4 МПа. 


Вагу вантажу визначимо з виразу для статичної осадки пружини 


Мкрl 

GJ
л = --R 

K 
' 

де 

Мкр = RQ; 1= 2nRn; = ~hb3J K 

Тоді 
л = QR

2
2nn 


G~hЬЗ ' 

звідки 


лG~hЬЗ 2,5.10-2 ·8·104 .о,141( 6.IО-З )4 
Q = --з- = з МН=15 Н. 

21tR n 2.з,14(6.10-2) .18 

Згідно з табл. 13, при М::: І (h ::: Ь) коефіцієнт ~ ::: 0,141. 

Визначимо осадку пружини при падінні вантажу Q::: 15 Н з висоти Н::: 10 см: 


Лд = k/\, (22.39) 
де 

Бе =л =2,5 см; k = І + ~1 + 2Н = І + ~1 + 2 ·1 О = 4 
д Бе 2,5' 

Підставляючи значення kд Бе у вираз (22.39), знайдемо 

Лд = 4·2,5 см = 10 см. 

Максимальні дотичні напруження у витку пружини 

= kдТе ,Тд 
де 

Te='max=MKp / WK; Wк =аhь2 =аЬЗ . 
Для квадратного перерізу, згідно з табл. 13, коефіцієнт а ::: 0,208. Тоді 

Те = Q~ = 15 .10-6.6.10-20 МПа = 20 МПа, 
. аЬ 0,208 (6.10-З ) 

а максимальне динаМІчне напруження 

'д=kдте =4·20 МПа = 80 МПа. 

§ 140. Напруження і деформації при згинальному ударі 

Виходячи з технічної теорії удару і прийнятих вище припущень, пере
міщення і напруження при ударі, що згинає стрижень, можна визначити 
за формулами, аналогічними виразам, здобутим при ударному розтяганні 
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або стисканні: 
Шд = kшс ; Ід = kд/с ; (22.40) 

ад=kд(Jс; (22.41 ) 

сшkд = 1+ уl+Тс' (22.42) 

Тут Шд' відповідно динамічний і статичний прогини в довільномушс 
переРІЗі балки; Ід, Іс - те саме в перерізі зіткнення вантажу з балкою. 

Динамічний коефіцієнт можна визначити також за формулами 
(22.14), (22.15), (22.17), (22.18), в яких Ь с треба замінити на Іс . 

Так, для шарнірно обпертої балки з прогоном /, яка зазнає посередині 
прогону удару від падаючого з висоти Н вантажу Q (рис. 588), 

Q/ З QI 
іс = 3EJ ; астах =2W . 

Для консолі, що зазнає удару від вантажу Q, який падає на й вільний 
КІнець, 

Q/ 3 
. _ QI 

іс =48EJ' астах - W . 

Підставляючи значення іс у формулу (22.42), знаходимо коефіцієнт 
динамічності kд' а далі з формул (22.41) і (22.40) - динамічні напруження 
та деформації. 

Так, для балки на двох опорах (рис. 588) найбільші динамічні напру
ження 

адтах = kдастах = ~(1 + 1+ 96НEJ)
4Wl Qz3' 

або 

QI ( 96ТоЕ) (22.43)адтах = 4Wl1 + ] + Q2 З '/
де то = QH - енергія падаючого тіла в момент зіткнення. 

Умова міцності в цьому разі має вигляд 

Q/[ 96ToEJ] І І ат= - 1+ 1+ 2 З :=; ад =-,адтах 
4W QI ~ 

де 11 Д - запас міцності з урахуванням динамічності навантаження. 

Опір балки ударним навантаженням залежить як від осьового момен

ту опору поперечного перерізу, так і від ії згинальної жорсткості. Чим 
більша піддатливість балки, тим більшу кінетичну енергію удару вона 
може витримати при таких самих допустимих напруженнях. Найбільшу 
піддатливість мають балки однакового опору згинанню (див. § 69), в яких 
атах однакові в усіх перерізах. Тому ресори і виготовляють у формі ба
лок однакового опору. 

Обчислюючи напруження в балках при о 
згинальному ударі, ми не враховували вплив 
маси самої балки, який іноді може бути вели
ким. Інерцію маси балки враховуватимемо, "" 
як і при поздовжньому ударі, наближено, за

А 

І 

'з 

мінивши розподілену масу зосередженою в 
місці зіткнення при ударі. Позначимо остан
ню через тІ' назвемо й зведеною і визначимо 
з умови, що кінетичні енергії розподіленої і 
зосередженої мас однакові. Рис. 588 

Нехай у момент удару вантаж Q має швидкість и, а швидкість маси тІ 
внаслідок інерції дорівнює нулю, тобто балка нерухома. Швидкість ван
тажу зменшується внаслідок місцевих непружних деформацій. Цей пері
од закінчується, коли швидкість вантажу і стрижня в місці зіткнення (тобто 
маси тІ) стають однаковими і дорівнюють иІ' і починається другий пе
ріод - згинання балки під дією вантажу Q, щО рухається зі швидкістю иІ' 
разом з перерізом балки в місці зіткнення. 

У цій фазі удару, коли згинається вже вся балка, кінетична енергія ван
тажу і балки перетворюється на потенціальну енергію деформації згинан
ня. Отже, спочатку знайдемо зведену масу балки. Для певності розглянемо 
балку, зображену на рис. 588. Рівняння пружної лінії зігнутої балки на 
двох опорах, статично навантаженої посередині прогону, має вигляд 

ш=f/13 (3/2х-4х3 ) , (О:=;х:=;/I2), 
де f =Q/ 3 

/ 48EJ - прогин посередині прогону. 
Припустимо, що при ударі балка згинається по кривій такої самої фор

ми. Отже, якщо штах - прогин при ударі посередині прогону, то 

ш(х)= Ш~ах (3/2Х-4Х3 ) , (0:=;x:=;l/2), 
І 

і швидкість руху цього перерізу 

dш(х) dw 1 (2 З)и(x)=--=~- 31 х-4х . 
dt dt ІЗ 


Тоді кінетична енергія елемента балки завдовжки dx 


d1', == v 
2
yFdx == УFdx[dШтах l..(3/ 2X-4хЗ )J2

б 2g 2g dt ІЗ ' 

а кінетична енергія всієї балки 

1/2 )2 2 2Т. ==2 f УF(dШmах l..(зz 2Х-4ХЗ ) dx==.!2 УF/(dШmах ) .
б 2g dt /6 35 2g dt ' 

о 

1', = 11 yFI (dШтах )2 (22.44)б 352g dt 
606 

607 



У кінці першого періоду удару, коли 

dwmax 
~=и" 

кінетична енергія балки визначається формулою 

т. - 11 yFl 2 
б - 35 2g и,. 

Зведена маса повинна мати таку саму кінетичну енергію 

2
т,и1 17YFZ 2 (22.45) 

Звідси 2 35 2g 

17 yFZ 17 Qб 

--=--и1' 

(22.46)
тІ =35g=35g' 

де Qб - вага балки. 
Швидкість иІ системи вантаж - балка знайдемо, використовуючи за

кон збереження кількості руху для цієї системи. 
До моменту зіткнення вантаж Qмав швидкість и, а швидкість зведеної 

маси дорівнювала нулю. В кінці першого етапу удару вантаж і зведена 
маса мають швидкість иІ' Отже, 

Q Q
-и =-и1 +т1и ,l g g 

ЗВІДки 

иІ 
v 

= 
1 gml 
+ Q 

v 
=--. 

1+.!2 yFZ 
35 Q 

(22.47) 

Тепер визначимо кінетичну енергію системи (вантаж - балка), яка 
перетворюється при ударі на потенціальну енергію деформації балки: 

2 2 
т* = QV

1 +.!2 yFZ vt =~(Q+.!2YFZ).
2g 35 2g 2g 35 

Підставляючи в цю формулу вираз (22.47) для иІ' знайдемо 
2

T*_Qv 1 ~ (22.48) 
- 2g 1+.!2 yFZ 1 .!2 Qб ' 

35 Q + 35 Q 
де Qи2 

ТО = 2g =QH. (22.49) 

Отже, для визначення динамічних напружень у балці при ударі з ура
хуванням маси балки у формулу (22.43) замість ТО треба підставити т* з 
формули (22.48): 

96Т*Еі J- 21:...[1+ 1+ 2 3 ад mах - 4W 
Q l 

Ql [ 96ТОЕі]
~ 4W 1+ 1+ Q2/З(I+ i~ ~) , 

тобто в цьому разі коефіцієнт динамічності 

196ТоЕі 
kд = 1+ (22.50) 

+ Q2Z3 ( 1+.!2 Qб )'
l 35 Q 

Розглядаючи вирази (22.48) і (21.50), бачимо, що, коли відношення 
(Qб / Q) = yF! / Q не мале порівняно з одиницею, то енергія удару Т * може 
бути значно меншою, ніж ТО =Qv 2 /2g, тобто врахування маси балки зни
жує розрахункові напруження при ударі. З формули (22.50) також випли
ває, що при даному запасі кінетичної енергії тіла, що ударяє, максимальні 
напруження зменшуються при збільшенні маси балки. 

Зазначимо, що для інших схем закріплення і навантажування балок 
вираз для коефіцієнта динамічності можна записати у вигляді 

1+ 2Нkд = 1+ 

Іс (1 +x~ )' 

де х - коефіцієнт зведення маси балки до точки співудару; для розгляну
того випадку х =17/35. 

Приклад 94. Визначuмо наnру:нсення й осадку ресори автомобіля, якщо його колесо 
з невеликою швидкістю попадає в канаву завглибшки Н =: 200мм. Навантаження наресору 
Р =7кн. Ресора становить балку однакового О/1Ору згинанню. Складається ресора з n =11 
листів, ії довжина Z=: 1020ММ. Ширина листа Ь =65 мм, висота 11 =6 мм. Модуль nруж
г/Ості матеріалу ресори Е =2,1 . 1(f МПа. 

Визначимо статичну деформацію ресори: 

~P13 ~P1312 ~P13
!.=- =-
с 48EJo 48Enbh3 4Enbh3 ' 

де ~ - деякий коефіцієнт (~ = 1,20 ... 1,40), що враховує ступінь наближення практично 
виконаної ресори до балки однакового опору. 

Підставляючи в останню формулу відомі величини і взявши ~ =: 1,35, знаходимо 

А 3 -3 3 
r =~ 1,35 ·7· 10 ·1,02 ",77. 10-2 = 7 7 

Jc ззм, м , см. 

4Enbh 4'2,1.105 ·11·65·10-3 (6 . 10-3) 

Статичне напруження 

=Мmах РІ·6 ~ 3·7·10-3·1,02 МП =417 
МПа.ас 2 2 2 а 

Wz 4nbl1 2nbh 2.11.65.10-3(6.10-3) 
Визначимо коефіцієнт динамічності: 

k = 1+ ~ 1+ 2Н = 1 + ) 1 + 2·20 '" 3 5. 
д Іс 7,7' 
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Осадка ресори при попаданні колеса в канаву 

Ід = kд/с = 3,5·7,7 см =27 СМ. 

Динамічне напруження в ресорі 

<Jд = kд<Jс = 3,5 ·417 МПа = 1460 МПа. 

Приклад 95. ВизначиlYlО динамічні нормалЬІІі наnРУ:!lCення в сталевому стрижні при 
його падінні з висоти Н =10 см так, що, залишаючись горизонтальним, «ill ударяє кіllЦЯ
ми об жорсткі опори. Довжина стрижня / = 100 см, діаметр d =1 см, питома вага 
матеріалу у = 7,8 · 104 Н/МЗ. 

Розв'язати цю задачу, виходячи з навеJ.\еної формули для kд при згинанні балки, 
неможливо. В момент удару стрижень, що падає , навантажений силами інерції своєї 
маси інтенсивністю qj , які невідомі, оскільки невідомі прискорення елементів стриж
ня при ударі . Припустимо, що сили інерції розподілені по довжині стрижня рівномір
но. Для визначення Їх скористаємося законом збереження енергії, вважаючи, що вся 
кінетична енергія Т падаючого стрижня повністю перетворюється на потенціальну 
енергію його деформації U при ударі об жорсткі опори (втратами енергії на місцеві 
деформації, тертя тощо нехтуємо), тобто 

Т= и. 

Потенціальну енергію стрижня на двох опорах, навантаженого рівномірно розподі
леними силами, обчислимо за формулою 

І 2 
U = {М (x)dx 

2EJ ' 
де о 2 

q,.z qjX
х --х--- .М( ) 

2 2 
Отже, 

І І2( 22( 3 4] 25и= ІМ х)ш -I-I~ x2-2~+~ ш= ~= 
2EJ 2EJ 4 / ,2 240EJ 

О о 


2 5 б4 

qj ·1 . =425.10-5q2

4' І· 

240.2 .1011 n(I.10-2 ) 

Кінетична енергія стрижня 
2 

n 1·10-2( )
T=QH=F/yH= . 1.7,8.104 .0,1 Дж=0,612 Дж. 

Тоді 

0,612 = 4,25 ·10-5 qj; 

qj= ~ Нlм=120 НІм . 
4,25 ·10-5 

Максимальний згинальний момент 

р 2 
М =~=120·1 Н · м=15 Н·м. 

тах 8 8 
Визначимо максимальне динамічне напруження в стрижні: 

Мтах _ 15·32 Па = 153 МПа. 
<Удтах =---w-- n (1 . 10-2)3 

§ 141. Механічні властивості матеріалів при ударі 

Для перевірки здатності матеріалу чинити опір ударним навантажен
ням застосовують особливий вид випробувань ударним згинанням 
визначення ударної в'язкості надрізаних зразків. Ці випробування 
здійснюють на маятникових копрах (рис. 589) на зразках матеріалу стан
дартної форми з надрізом з одного боку. На рис. 590 наведено схему та
кого зразка і напрям удару бійка маятника. Різниця висот положення 
маятника до і після удару дає змогу обчислити роботу А, затрачену на 
руйнування зразка. 

Ударною в'язкістю Аютеріалу кс називають роботу, затрачену наруй
нування зразка, віднесену до площі його nоnеречного перерізу в місці над
різу: 

кс= Д. = G(hl -~) (22.51)
F F 

Хоч дані про ударну в'язкість матеріалу не можна використати при 
розрахунках на міцність, але вони дають змогу оцінити особливу влас
тивість металу - його схильність до крихкого руйнування при динаміч
них навантаженнях в умовах складного напруженого стану в зоні надрізу 
і прийняти рішення про застосування того чи іншого матеріалу для даних 
умов роботи. Саме в таких умовах працюють багато деталей машин, що 
мають отвори, канавки для шпонок, різні вхідні кути тощо. 

~ 

~ 

Рис. 589 
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Х-І 
Рис. 590 Рис. 591 

Низька ударна в'язкість є підставою для бракування матеріалу. На
приклад, сталі, що застосовуються для виготовлення деталей, які працю
ють при динамічних навантаженнях , повинні мати ударну в'язкість не 
меншу ніж 8· 105... 8· 106 дж/м2 . 

Ударна в'язкість однієї і тієї самої сталі залежить від їі структури, при
чому цю залежність при статичних випробуваннях виявити неможливо. 
У табл. 23 наведено результати визначення ударної в'язкості для дрібно
зернистої та крупнозернистої сталей марки Ст2 (0,15 % вуглецю). Ці сталі 
мають майже однакові пластичні властивості при статичних випробуван
нях, але дуже різняться ударною в'язкістю. 

Таблиця 23 

() ljI УдарнаІ 
Матеріал в'язкість ,0"., МПа 

% ДжJм2 

Сталь дрібнозерниста 13,1·105375 35,3 72,2 
Сталь крупнозерниста 2,6·105345 36,9 66,7І 

При низьких температурах більшість чорних металів стають крихки
ми, Їхня ударна в'язкість також знижується. Для таких металів при удар
них випробуваннях з поступовим зниженням температури можна встано
вити так звану критичну температуру крихкості - температуру, при якій 
раптово зменшується ударна в'язкість. Критична температура крихкості 
різних металів різна. Нижче цієї температури метал стає непридатним для 
роботи при динамічних навантаженнях. 

Ударна крихкість може виникнути і при підвищених температурах. 
Наприклад, ударна в'язкість вуглецевих сталей значно знижується в інтер
валі температур 200 ... 550 ас (рис. 591). 

23 КОНТАКТНІ Розділ НАПРУЖЕНН Я 

§ 142. Основні поняпя 

Деформації і напруження, що виникають при взаЄJ"ІІ/НО)"ІІ/У натисканні двох 
етичних тіл, обмежених криволінійними поверхнями, називають контак
тними. Внаслідок деформацій у місцях зіткнення елементів конструкцій 
передача тиску відбувається по дуже малих площадках. Матеріал побли
зу такої площадки, не маючи змоги вільно деформуватися, зазнає об'ємно
го напруженого стану (рис. 592). Як показують розрахунки, контактні на
пруження мають явно місцевий характер і дуже швидко зменшуються в 
міру віддаляння від місця контакту. Незважаючи на це, досліджувати кон
тактні напруження і деформації потрібно для вирішення питань міцності 
багатьох важливих деталей. До таких деталей належать, наприклад, ша
рикові й роликові підшипники, зубчасті колеса, елементи кулачкових ме
ханізмів, колеса рухомого складу, рейки, кульові й циліндричні катки 
тощо. 

Уперше правильний розв'язок основних випадків стискання пружних 
тіл дано методами теорії пружності в працях німецького фізика Г. Герца 
1881- 1882 рр. 

Нижче наведено деякі результати, здобуті методами теорії пружності 
при таких припущеннях: 

1) навантаження спричинюють в зоні контакту тільки пружні дефор
мації, що відповідають закону Гука; 

2) площадки контакту малі порівняно з поверхнями стичних тіл; 
3) сили тиску, розподілені по поверхнях контакту, нормальні до цих 

поверхонь. 

§ 143. Формули для визначення контактних напружень 

Стискання куль. При взаємному стисканні силами Р двох куль , радіуси 
яких R] і R2 (рис. 593), утворюється кругла площадка контакту, радіус 
якої визначається за формулою 

а = О 88 зІр І / Е] +1/ Е2 (23.1 ), • -1/-'--R--']-+-I-/-R-=2' 

де Е] і -- модулі пружності матеріалів куль.Е2 
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Нормальні (стискальні) напруження на площадці контакту розподі
лені по півсфері. Найбільше напруження діє в центрі площадки контакту: 

Е2Е2р (R +R )2
а =-Іа 1=-15-= -о 388 з4Р '2 '2. (232)з тах ' 2' 2 2 2' .

ла (Е, + Е2 ) R, R2 

два інших головних напруження в центрі площадки 

а, = а2 "" -0,8Iатах l· 
Отже, в найбільш напруженій точці площадки контакту матеріал зазнає 

напруженого стану, близького до рівномірного стискання. Завдяки цьо
му в зоні контакту матеріал може витримати без появи залишкових де
формацій вельми великий тиск (див . § 49). 

Обчислимо, наприклад, напруження в центрі площадки контакту, при 
якому вперше виникають залишкові деформації. Скористаємося для цьо
го ІУ теорією міцності: 

~t[(а, -(2)2 +(а2 - аз)2 +(аз - а,)2 ] = ат. 
Підставивши значення головних напружень, знайдемо 

0,2атах = ат, або атах = 5ат · 

Для загартованої хромистої сталі, з якої виготовляють шарикові підшип
ники, замість границі текучості візьмемо границю пропорційності апц = 
= 1000 МПа. Отже, атах = 5000 МПа. 

Найбільш небезпечна точка лежить на осі z на глибині, що приблизно 
дорівнює половині радіуса площадки контак
ту. Головні напруження в цій точці z/ 

р 
а, = а2 = -0,18атах ; аз = -0,8атах , (23.3) 

де атах - найбільше напруження в центрі "" Jплощадки контакту, що визначається за 

формулою (23.2). 

б.1~ 
б. бо 

},.. , . 
~ 6,J * 

р 

Рис. 593Рис. 592 

q 

Рис. 594 Рис. 595 Рис. 596 

Найбільше дотичне напруження в небезпечній точці 

а, -аз 

"тах = --2- = 0,31атах · (23.4) 

Змінивши у формулі (23.2) знак при R2 на обернений, дістанемо зна
чення cr тах У випадку тиску кулі на угнуту сферичну поверхню (рис. 594): 

? 2 ( )2Е,-Е2 R] -R2атах = 0,388 і!4Р 2 2 2 (23.5) 
(Е, +Е2 ) R, R2 

При взаємному натисканні кулі й площини (рис. 595), взявши R = <х),
2 

знаходимо 

Е,
2
Е2

2 
1

атах = 0,388 і!4Р 2 2· (23.6) 
(Е, +Е2 ) R 

Стискання циліндрів. При взаємному натисканні двох циліндрів з пара
лельними твірними рівномірно розподіленим навантаженням інтенсивні
стю q, НІм (рис. 596), площадка контакту має вигляд вузького прямокут
ника, ширина якого визначається за формулою 

11 Е] +11 Е2 (23.7)Ь =2,15./q 11 R, +11 R 
2 

Найбільше напруження стискання, що діє в точках осі площадки кон
такту, 

Е,Е2 R, +R2атах = 1,271; = 0,418 (23.8)2q Е, +Е2 R,R2 

Аналіз напруженого стану свідчить, що небезпечна точка лежить на 
осі z на глибині, що дорівнює 0,4 ширини площадки контакту . Головні 
напруження в цій точці мають такі значення: 

а, = -0,180атах ; а2 = -0,288атах; аз = -0,780атах . (23.9) 
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Найбільше дотичне напруження в небезпечній точці 

(23.1 О)'тах = 0'30"тах' 

Змінюючи у формулі (23 .8) знак при R2 на обернений, 
знайдемо напруження у випадку тиску циліндра на де
таль з угнутою циліндричною поверхнею. Такі напру
ження діють у місцях контакту циліндричного шарні
ра та балансирів (рис. 597). 

При взаємному тиску циліндра і площини, взявши 
у формулі (24.8) R2 = оо , знаходимо 

2q ЕІЕ2 (23.11)О"тах = 0, 418J"R Е + Е 
І 2 

Наведені вище формули здобуті при Il =0,3. Однак 
для практичних розрахунків ними можна користува
тись і при інших значеннях коефіцієнта Пуассона. 

Загальний випадок контакту двох тіл. Наведемо 
формули для загального випадку контакту двох тіл з 
однакового матеріалу. 

Припускається, що обидва тіла в точці дотику ма
ють загальну дотичну площину АВ і загальну нормаль 
z, уздовж якої напрямлені сили Р (рис. 598). Позначимо 
радіуси кривини в точці дотику першого тіла РІ і РІ' 

другого тіла - Р2 і Р2' причому РІ < РІ' Р2 < Р2 ' Нагадаємо, що го
лов~ими кривинами називають найбільшу і найменшу кривини, розмі
щеНІ в двох взаємно перпендикулярних площинах, що проходять через 

центр кривини. Радіуси кривини вважаються додатними, якщо центри кри

вини розміщені усередині тіла. Позначимо через <р кут між головними пло
щинами кривини тіл, в яких лежать менші радіуси РІ і Р2 . 
У загальному випадку площадка контакту становить еліпс з півосями: 

3P(1-1l2 ) (23.12)
а =а зІ Е (...!..+1,+~+J,)' 

РІ РІ Р2 Р2 

3P(I-1l2
) (23.13)Ь=/3 

З/ Е (...!..+l,+~-J,)' 
РІ РІ Р2 Р2 

де Il - коефіцієнт Пуассона. 
Значення коефіцієнтів а і /3 наведено в табл. 24 як функції допоміжно

го кута \jI, що визначається за формулою 

Рис. 597 

zl 
р 

р 

Рис. 598 

Таблиця 24 

1jI , о а р 'І', о а р 

20 
ЗО 
35 
40 
45 
50 
55 

3,778 
2,731 
2,397 
2,136 
1,926 
1,754 
1,611 

0,408 
0,493 
0,530 
0,567 
0,604 
0,641 
0,678 

60 
65 
70 
75 
80 
85 
90 

1,486 
1,378 
1,284 
1,202 
1, 128 
1,061 
1,000 

0,717 
0,759 
0,802 
0,846 
0,893 
0,944 
1,000 

1 1)2 (1 1)2 (1 1 ) (1 1) 
cos ч' = ±v( ;;;- -рі + pz - р;- + 2 ;;;- - РІ Р2 - Р2 cos 2<р 

(23.14)
...!..+...!..+_1 +_1 
РІ РІ Р2 Р2 

При цьому знак чисельника у формулі (23.14) вибирають так, щоб cos \f1 
був додатним. 

Найбільше напруження стискання в центрі площадки контакту 

Р
О"тах = 1,5- . (23.15) 

лаь 
Найбільш небезпечна точка лежить на осі z на деякій глибині, яка зале
жить від відношення (ы�)) півосей еліптичної площадки контакту. Однак 
найбільше дотичне напруження в небезпечній точці майже не залежить 
від зазначеного відношення розмірів площадки, і можна взяти 

'тах"" 0,320" тах' (23.16) 

З наведених формул випливає, що контактні напруження залежать від 
пружних властивостей матеріалів і не є нелінійною функцією навантажен
ня. Зі збільшенням навантаження швидкість наростання напружень змен
шується. Це обумовлено тим, що зі збільшенням навантаження збільшу
ються і розміри площадки контакту. 

§ 144. Перевірка міцності при контактних напруженнях 

Ураховуючи «м'якість» напруженого стану в небезпечних точках (всі 
три головні напруження стискальні), перевіряти міцність при контактних 
напруженнях слід за ІІІ або ІУ теорією міцності [формули (7.10) , (7.19)]: 

О"еквШ =О"І-О"З ~ [O"] ; 

о" екв ІУ = JН(0"1 - 0"2)2 + (0"2 - О"З? + (О"З - 0"1)2 ] ~ [О"] . 
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Таблиця 25 Підставляючи в ці формули зна
чення головних напружень у небезаекв ІІІ аекв 'Уь m=-m=- печній точці, виражені через най

атахО'таха і більше напруження атах У центрі 
І (коло) 0,620 0,620 площадки контакту, умови міц

0,6170,75 0,625 ності можна записати в такому виг
0,50 0,649 0,611 

ляДІ:0,5870,25 0,646 
О(смуга) 0,600 0,557 аекв = татах ~ [а] , (23.17) 

ЗВІДки 

атах ~.l [а] = [аконт] . (23.18) 
т 

Тут [аконт] = [ а] / т - допустиме значення найбільшого напруження в місці 
контакту. 

Значення коефіцієнта т залежно від відношення півосей еліптичної 
площадки контакту і вибраної теорії міцності наведено в табл. 25. 

Можна запропонувати таку послідовність розрахунку на міцність еле
ментів конструкції в місці контакту. 

1. Визначити головні радіуси кривини контактуючих тіл (РІ' РІ' Р2' 
Р2) і кут q> між головними площинами кривини одного та іншого тіла. 

2. Обчислити за формулами (23.12) і (23.13), враховуючи формулу 
(23.14), розміри півосей еліптичної площадки контакту . 

3. Визначити за формулою (23.15) найбільше напруження стискання 
атах у центрі площадки контакту. У випадку круглої та прямокутної 
площадок контакту атах визначають безпосередньо з формули (23.2) або 
(23.8), не обчислюючи розмірів площадки. 

4. Розраховують на міцність за формулою (23.18). Значення коефіцієн
та т беруть з табл. 25. При цьому рекомендується виходити з ІУ теорії 
МЩНОСТІ. 

Допустимі максимальні напруження в місці контакту [аконт ] для ро
ликових і шарикових підшипників з хромистої сталі вибирають до 
3500 ... 5000 МПа, для рейкової сталі - до 800 ... 1 ООО МПа. 
у табл. 26 наведено значення допустимих максимальних тисків на пло

щадці контакту при первісному контакті по лінії (т =0,557) і статичній 
дії навантаження. У випадку первісного контакту в точці значення [аконт] 
треба збільшити в 1,3 ... 1,4 раза. 

Приклад 96. Упорний шариковий підшипник з nлоскими кільцями без жолобів 
(рис. 599) статично стиснутий силами Q = 6,4 кН. Визначимо розміри площадки кон
такту між шариком і кільцем та найбільше напруження на цій площадці; перевіримо 
міцність. Діаметр шарика d =J5 .мм; кількість шариків і =20; коефіцієнт нерівномір
ності розподілу навантаження між окремИАtи шарика.ми nідшиnника - 0,8. Матеріал 
шариків і кілець - хромиста сталь; допустиме найбілbLuе напруження в місці контак
ту [аконт ] = 3500 МПа; модуль пружності Е =2,і2· J(J5 МПа. 

Ураховуючи нерівномірність розподілу навантаження між окремими шариками, 
визначаємо найбільше зусилля, що стискає шарик: 

p=JL. =~ кН = 04кН 
0,8і 0,8·20 ,. 

Таблиця 26 

Марка металу 
Тимчасовий опір 

а., МПа 
Твердість 

за Брінеллем НВ 

Допустимий найбільший 
тиск на плошадці контакту 

[аконт ], МПа 
Сталь: 

30 480 ... 600 180 850 ... 1050 
40 570 ... 700 200 1000 ... 1350 
50 630 ... 800 230 1050 ... 1400 
50Г 650 ... 850 240 1100 ... 1450 
15Х 620 ... 750 240 1050 ... 1600 
20Х 700 ... 850 240 1200 ... 1450 
15ХФ 1600 ... 1800 240 1350 ... 1600 
ЩХ15 - - 3800 

Чавун: 
СЧ21 960 180.. . 207 800 ... 900 
СЧ24 1000 187... 217 900 ... 1000 
СЧ28 1100 170...241 1000 ... 1100 
СЧ32 1200 170...241 1100 ... 1200 
СЧ35 1300 197... 255 1200 ... 1300 
СЧ38 1400 197... 255 1300 ... 1400 

У місцях зіткнення кілець і шариків (рис. 599, точки К) утворюється кругла пло
щадка, радіус якої, згідно з формулою (23. 1), 

а=0,88 ~2PR =0,88 з/0,4.10-3.1,5;10-2 м =0,0268 см. 
Е V 2,12·10 

При цьому R, = d 12 = 0,75 см; R2 =00; Е, = Е2 = Е. Найбільше напруження на цій 
площадці на підставі формули (23. 2) 

р 1,5 ·0,4 .10-3 _
атах = 1,5-з = 2 МПа - 2657 МПа. 

1ш з,14(0,0268 . 10-2)
Отже, 

атах < [аконт ] . 

Приклад 97. Циліндричне ходове колесо крана передає на рейку тиск Р = 70 кН 
(рис. 600). Діаметр зовнішнього обода ко
леса D =700 J.1J.1. Радіус nоnеречного nе
рерізу головки рейки r = 300 ММ. Вuзна
чи.МО розміри площадки контакту і най
більше напруження /ю цій площадці. Мо
дуль пружності Е =2· J(J5 МПа, кое
фіцієнт Пуассона Il = 0,3. 

р А 

Рис. 600Рис. 599 
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Відповідно до зазначеної вище послідовності розрахунку випишемо головні раді

уси кривини: 

- для колеса РІ = 350 мм, РІ = оо; 

- для рейки Р2 = 300 мм, Р; = оо. 

Кут між головними площадками, в яких містяться РІ 1 Р2, як видно з рисунка , 


<р = n / 2 . Тоді з формули (23.14) знаходимо 


1 1 1 1 


cos 'l' = + ~ = - 35 - 30 =О 077 
- 1 І І 1 ' .
-+- -+
РІ Р2 35 30 

Отже, допоміжний кут 'l' = 85,5°. 

За табл. 24, виконавши лінійну інтерполяцію, знаходимо значення коефіцієнтів а, f): 


а = 1,055; f) = 0,950. 

За формулами (23.12) і (23.13) визначаємо розміри півосей еліптичної площадки 
контакту: 

а = 1,055;>1 3 ·0,91· 70·10-3 м = 0,566 см; 
2 ·105 (1 / 0,35 + 1/0,30) 

Ь=0950 з1 3.0,91.70·10-3 м=0,510см. 
, . 2.105(110,35+1 / 0,30) 

Найбільше напруження на площадці контакту 

а = 1,5~ = 1,5.70 .10-3 МПа = 1160 МПа. 
тах naЬ з,14(0,566 . 10-2)(0,51.10-2) 

Приклад 98. При статичній діїнавантаження для радіального однорядного nідшиn


ника (рис. БО1) визначиморозміри еліптичноїплощадки контакту найбільш наванта;же


ного шарика з доріЖКQJИи кочення внутрішнього і зовнішнього кілець та найбільше на


пруження на площадці контакту. Розміри nідшиnника: внутрішній діаАlетр d = 1ЗО МЛІ, 


зовнішній діалlеmр D = 280 МАІ, Іиирина В = 58 JИJИ, діалlетр шарика dш = 44,5 ММ. Радіус 


най,неншого кола доріжки кочення внутрішнього кільця 

В R. =80 JИJИ. Радіус найбільшого кола доріжки кочення зов

"'І 
Q:: 

1-1..·--=--....--11 	 ніиmього кільця Rз = 125 мм. Радіус nоnеречного профілю 
доріжки кочення r =2З,4 СЛІ. найбілыlийй розрахунковий 
тиск на шарик Р = 40 кН. Матеріал Іиариків і кілець 
хромиста сталь. Модуль пружності Е =2,12 . lOS МПа, 
коефіцієнт Пуассона f.L = О, З. ДоnустllЛlе найбільше НОІІРУ

ження в Лlісці контакту [аконт ] = 5000 МПа. 
Головні радіуси кривини поверхонь тіл у точках СІ і 

~ 
С2 первісного контакту їх такі: 
для шарика 

РІ =dш /2=22, 25 мм; РІ =dш /2=22,25 мм; 
"ь Q:: для внутрішньої доріжки кочення 

Р2 =-r = - 23,4 мм; Р; = R. = 80 мм; 
для зовнішньої доріжки кочення--L-~ 

Рис. 601 Р2 = -r = 23,4 мм; Р; = -Rз = -125 мм. 

Спочатку розглянемо зіткнення шарика з внутрішньою доріжкою кочення . Фор
мула (23. 14) при РІ = РІ набирає вигляду 

'р-+ р;--р;
cos - _ І ] І І' (23. 19) 

-+,.+-+,
РІ РІ Р2 Р2 

Підставимо значення кривини. Тоді 

'l' - ± -0,0427 - О, О] 25 - О 931 
cos - 0,0895-0,0427+0,0125 - , 

i'l'=21 °25'. 
За табл. 24, виконуючи лінійну інтерполяцію, знаходимо, що а = 3,629; f) = 0,420. 
З виразів (23.12) і (23.13) визначаємо розміри площадки дотику: 

а=а з1 3P(I-f.L2)E(J..+J.. І І) = 3,629 з/3.0,91-40.10-3РІ РІ+Р2 +р; V59,3·2,12.105 м=0,740см; 

3P(I-f.L2) _ -2 _ 
Ь = f) 3/ ( ) - 0,420·0,206'10 м - 0,087 см . 

Е J..+J..+..!...+..!... 
РІ РІ Р2 Р; 

Максимальне напруження на площадці контакту 

атах = 1,5~ = 1,5.40.10- 3 МПа = 2970 МПа. 
naЬ з,14(0,740.10-2)(0,087 . 10-2) 

Аналогічно в місці контакту шарика із зовнішньою доріжкою кочення маємо 

cos 'l' = + -0,0427 + 0,0080 = О 895. 
0,0895-0,0427-0,0080 ' 

Звідси'l' = 260 30' . 
З табл. 24 знаходимо 

а = 3,097; f) = 0,463. 

Тоді 

а=3, 097 ?l з . 0,91.40 . 10-3 м=0,732см; 
2,12 ·105 ·38,8 

Ь=0,463 ;>13.0,91.40.10-3 м = 0,109 см. 
2,12 .105 ·38,8 

Найбільше напруження на площадці контакту 

атах = 1 , 5Р 1,5.40·10-3 МПа = 2400 МПа. 
naЬ з,14(0,732.10-2)(0,109.10-2) 

Як бачимо, найбільш небезпечною є точка СІ' 
Для шарикових підшипників із загартованої хромистої сталі допустиме значення 

найбільшого напруження на площадці контакту [аконт ] = 5000 МПа. Отже, міцність 
забезпечено. 
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Розділ 24 ОСНОВИ МЕХАНІКИ 


РУЙНУВАННЯ 


§ 145. Загальні поняпя 

Механіка руйнування, або теорія тріщин, як складова частина науки 
про міцність твердого тіла виникла порівняно недавно (приблизно в остан
ні 60 років) і займається вона визначенням законів розділення твердих тіл 
на частини під дією зовнішніх силових факторів та інших причин. 

Руйнування може бути частковим і повним. Часткове руйнувшmя тіла 
характеризується пошкодженням матеріалу внаслідок виникнення в ньому 
окремих тріщин або розподілених по об'єму дефектів, що знижують його 
міцнісні властивості. Про повномуруйнуванні відбувається розділення тіла 
на частини. Отже, руйнування є найбільш характерним показником по

рушення міцності твердого тіла. 
Розрізняють два типи руйнування - пластичне та крихке. Пластичне 

руйнування відбувається після істотної пластичної деформації по всьому 
об'єму тіла або його значній частині і є результатом вичерпання здат
ності матеріалу чинити опір пластичній деформації. Крихким називається 
руйнування, що відбувається без пластичної деформації. Розрізняють та
кож квазікрихке руйнування, при якому має місце деяка пластична зона 
перед краєм тріщини . Квазікрихке руйнування відбувається в найбільш 
ослабленому перерізі при напруженні, вищому за границю текучості , але 
нижчому, ніж границя міцності. При крихкому руйнуванні швидкість 
поширення тріщини становить 0,2 ... 0,5 швидкості звуку, тобто досить 
велика, а злом має кристалічний вигляд. При пластичному руйнуванні 
швидкість поширення тріщини мала і становить не більше ніж 0,05 швид
кості звуку, а злом має волокнистий вигляд . 

Важливе місце в теорії руйнування займає руйнування від утоми, яке 
відбувається внаслідок поступового розвитку тріщини при повторно-змін
ному циклічному навантаженні . Руйнування від утоми , як про це вже було 
сказано (див . розд . 21), виникає внаслідок накопичення в матеріалі необо
ротного пошкодження під дією багаторазового прикладання повторно

змінного навантаження. При цьому тріщини в матеріалі починають розви
ватися задовго до повного руйнування незалежно від того, пластичне це 
буде руйнування чи крихке. 

Особливо велике практичне значення в інженерній справі має вивчення 
крихкого руйнування конструкцій, що відбувається від швидкого поши
рення тріщини при середніх напруженнях, нижчих за границю текучості , 

які здаються безпечними . Останнє свідчить про те, що розглянутих до 
цього класичних методів розрахунку на міцність за пружним і пластич
ним станами недостатньо. Ось чому класичні методи потрібно доповнити 
новими методами розрахунку на міцність, враховуючи закони зароджен
ня та розвитку тріщин, а також внести нові характеристики матеріалів , за 
якими можна було б оцінювати його тріщиностійкість . 

Зазначимо, що для побудови теорії руйнування методів опору матері
алів недостатньо. Треба застосовувати методи теорії пружності та плас
тичності , тобто більш точні методи . 

§ 146. Крихке руйнування. Теорія Гріффітса 

Практика експлуатації інженерних конструкцій свідчить , що окремі 
їхні елементи з часом можуть руйнуватися внаслідок концентрації напру
жень, дефектів технології обробки та складання, впливу середовища, що 
призводить до виникнення та поступового розвитку тріщини. Іноді про
цес розвитку тріщини від початку виникнення їі до остаточного руйну
вання може становити до 90 % часу «життя» деталі. Тобто деталь може 
працювати майже протягом всього часу експлуатації і за наявності тріщи
ни. Отже, практично важлива не так наявність тріщини, як швидкість її 
поширення в тих чи інших умовах. У зв 'язку з цим одними з основних 
задач механіки руйнування є вивчення міцності тіл з тріщинами з ураху
ванням геометрії тріщин та впливу на розвиток тріщини різних факторів 
(характер навантажування, напружений стан, середовище, температура 
тощо), а також розробка критеріїв несівної здатності елементів конструк
цій з тріщинами. 

Розрізняють три найпростіші типи розвитку тріщин з погляду зміщен
ня їхніх берегів один відносно одного відповідно до дії різних зовнішніх 
навантажень (рис. 602). При деформації розтягання (схема!) виникає 
тріщина відриву, коли їі поверхні зміщуються в напрямах, перпендику
лярних до поверхні тріщини; при деформації поперечного зсуву (схема І!) 
поверхні берегів тріщини зміщуються поперек їі передньої кромки; при 
навантаженні за схемою ІІІ утворюються тріщини поздовжнього зсуву, 

Ij Ij у 

t 
х 

~ 
ff 

Рис. 602 

jJjІ 
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б 	 при якому точки поверхні тріщини зміщу
ються вздовж її передньої кромки . Очевидttttttttt 
но, якщо на тіло з тріщиною діє ДОВІЛьне 
навантаження в межах застосування зако

ну Гука, на підставі принципу суперпо
зиції будь-яке зміщення берегів тріщини, 
що розвивається, можна подати у вигляді 
суми зведених трьох типів зміщень. 

Отже, крихке руйнування пов'язане з 

!І 

О, =>, х 
виникненням у матеріалі тріщин, спричи

2і нених дефектами в структурі матеріалу, 
станом поверхні деталі внаслідок обробки 
чи корозії, дією повторно-змінних наван
тажень. Тріщини, що виникли, спочатку 
розвиваються в часі повільно, а потім 
швидко. Розвиток тріщин з часом може від

~~~~~~~~~ буватись і при постійному навантаженні. 
б . 

Перші основоположні дослідження 
Рис. 603 щодо розвитку тріщин при крихкому руй

нуванні пов'язують з ім'ям англійського вченого А. Гріффітса, який роз
глянув умови розвитку одиничної тріщини в пластині при її розтяганні 
(рис. 603). При цьому треба було визначити, при якому значенні розтягаль
ного зовнішнього напруження а = акр, прикладеного на нескінченності, 
тріщина з початковою довжиною 21 стане нестійкою, тобто почне швид
ко поширюватися при постійному зовнішньому напруженні, яке назива
ють критичним. (Довжину тріщини, при якій починається нестійкий роз
виток й, називають критичною Ікр ). 

Для здобуття відповідних розрахункових формул у теорії тріщин вихо
дять з того, що для розширення тріщини треба затратити певну роботу 
на подолання сил взаємодії сусідніх шарів матеріалу. Позначимо через у 
густину поверхневої енергії, тобто роботу, потрібну для утворення оди
ниці нової поверхні. Тоді поверхнева енергія розглядуваної пластини, 
обумовлена утворенням тріщини, 

Г = 4уl. 	 (24.1) 

Густину nоверхневої енергіі у, яка визначається експериментально і для 
різних матеріалів буде різна, можна вважати константою матеріалу. 

Потенціальна енергія деформації пластини після виникнення в ній 
тріщини зменшиться на величину 

2 2 
w=~ (24.2) 

Е 

що становить різницю потенціальної енергії деформації пластини без 
тріщини і з тріщиною у вигляді витягнутого еліпса. 

Згідно із законом збереження енергії, А. Гріффітс запропонував таке 
формулювання критерію руйнування: тріщина починає поширюватися 

тоді, коли при варіаціі ії довжини 8 І > О приріст nоверхневої енергіїкомпен
сується відповідІ/ОЮ кількістю потенціальної енергії деформації (припус
кають, що інших видів енергії немає): 

8(r+W)= о, (24.3) 

де з урахуванням формул (24.1) та (24.2) 

8Г = ~ (4у/) 8/ =4у8/; 

8W = 2...(_ 1[(52/2) 8z =_ 21[/(52 8/ (24.4)
д/ ЕЕ' 

Приріст поверхневої енергії 8Г - величина додатна: вона характеризує 
збільшення внутрішньої енергії тіла, тоді як приріст потенціальної енергії 
деформації 8 W - величина від'ємна, оскільки ця частина енергії виділяється 
тілом (завдяки релаксації напружень у зв'язку з виникненням нових, вільних 
від навантажень поверхонь тіла). Підставивши формулу (24.4) у вираз (24.3), 
дістанемо 2 

2у - n~ / = о. 	 (24.5) 

Звідси для плоского напруженого стану знайдемо 

0'= ~2:ZY. 	 (24.6) 

При плоскій деформації (якщо є z =О ) в останній формулі замість модуля 
пружності Е слід підставити Е/(l - ~2), тобто формула (24.6) матиме вигляд 

2Еу 
0'= 1---	 (24.7)

nф - ~2)· 
lГJEr 

Зміну співвідношення енергій, що входять б=VJf(Rl)[ 
у доданки рівняння (24.3), при збільшенні r,w, 
довжини тріщини можна подати у вигляді (-w 
графіків Г = ft (І) та W =12 (І) (рис. 604). 
Максимальному значенню повної енергії від
повідає критична довжина тріщини /кр' 

Користуючись формулами (24.6) та (24.7), 
можна визначити критичне напруження акр, 

прикладене до пластини, при якому відбу
\ 

\ 


вається самочинне, без додаткової роботи 
зовнішніх сил, поширення тріщини початко \ 


\
вої довжини 2/. Графічну залежність між на \ 
\пруженням, що діє на пластині, і довжиною 
\,тріщини наведено на рис. 605. ,


Розглянута теорія Гріффітса не враховує , 

докритичного росту тріщини, який спостері
гається експериментально . Проте ця теорія 

21 4-508 	 625 
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заслуговує особливої уваги, оскільки вонаб 
дає змогу виразити крихку міцність через фі
зичні та механічні властивості матеріалу і 
свідчить, що максимальне руйнувальне на
вантаження відбувається не при виникненні 
тріщини, а після досягнення нею певного 
критичного розміру. Останнє свідчить про 
те, що існують безпечні тріщини, які не роз
виваються, але можуть перетворитися на не

безпечні внаслідок підвищення крихкості мао' 
!

і=іlrр теріалу, зниження температури, дії динаміч


, Рис. 605 ного навантаження, старіння матеріалу та ін. 


Отже, з теорії Гріффітса випливає, що на


явність у тій чи іншій деталі тріщини ще не є свідченням негайного виходу ії 


з ладу. В принципі можливо за критичним значенням довжини тріщини і 


характером зовнішнього навантаження, вводячи відповідний запас на на


явність тріщини, визначати допуск на розмір тріщини, з якою деталь може 


працювати заданий час. Оскільки не кожна тріщина небезпечна, механіка 


руйнування може розвиватись як наука, що створює надійні методи захисту 
конструкцій від крихкого руйнування. 

Теорію Гріффітса можна застосовувати також для матеріалів, що ма
ють деяку пластичність. При цьому слід враховувати енергію, яка витрача
ється на пластичне деформування в кінці тріщини. Як свідчать досліди, 
пластична деформація розвивається поблизу вершини тріщини порівняно 
у тонкому шарі, що оточує їі. Товщина шару пластично деформованого 
металу залежить від умов навантажування, властивостей матеріалу і може 
становити від кількох десятків мікрометрів до десятих часток міліметра. 

Скориставшись концепцією енергетичного балансу А. Гріффітса, 
Е. Орован і Д. Ірвін запропонували додатково врахувати енергію пластич
ного деформування У п' ввівши у формулу (24.6) замість дійсної питомої 
поверхневої енергії У ефективну поверхневу енергію Уеф = У +Уп' де 
У п - робота пластичного деформування при утворенні одиниці поверхні. 

Отже, умови квазікрихкого руйнування металів для плоского напру
женого стану та плоскої деформації відповідно можна записати так: 

_ )2Е Уеф. 2Е Уеф 
crкр - /' crкр = ( 2 ) . 

rr rrll-/.1 

Досліди свідчать, що, наприклад, для сталі У =0,1 дж/м2, Уп =200 дж/м2 , 
тобто У п ~ 10 3 у, тому величиною У можна знехтувати і вважати, що 
Уеф = Уп ' Тоді останні формули наберуть вигляду 

акр=р,; (24.8) 

2Е Уп (24.9)crкр = "rr/ (І _/.12 ) . 

§ 147. Силові критерії руйнування 

Руйнування матеріалу внаслідок розвитку тріщини зосереджене в ма
лому околі вершини тріщини, де дуже висока концентрація напружень, 
обумовлена малим радіусом заокруглення. Напружений стан у цій зоні 
при різних схемах навантажування, користуючись методами теорії пруж
ності , можна в загальному вигляді виразити формулою 

К
аі) = г,::- Іу' (8), (24.10)

,,2rrr
де і, j = Х, у. 

Коефіцієнт К, який залежить від виду навантажування, значення наван
таження, а також форми тріщини, називається коефіціє//том інте//сивності 
НQnру:же//ь (одиниця К - сила/довжина3/2). Залежно від виду наванта
ження (див. рис. 602) коефіцієнти інтенсивності напружень позначають 
відповідно індексами І, ІІ чи ІІІ, тобто К/; кп; кш; r та 8 - полярні коор

динати з полюсом у вершині тріщини (рис. 606);/ij - деяка функція кута 8. 
Зокрема, при плоскому напруженому стані для навантажування за схе

мою І формули (24.10) мають вигляд 

crх -_ --К/ cos _8( . 8.J2rrr 2 l-sш -sin З8).
К 2 2' 

crу -_ __/ cos _8( . 8..J2rrr 2 l+sш -sш З8). (24.11 ) 
2 2' 

'ху = .J2 
КІ cos -sin8 -с8 З8 rrr 2 2 os 2' 

Переміщення и та v у напрямі осей х та у відповідно визначаться за 
формулами 

и = 2К/ (1+/.1) гг cos ~(1-/.1 +sin2 ~);
Е v"h 2 1+/.1 2 

(24.12)
и= 2К/(1+/.1) [rsin ~(~-cos2 ~).

Е v"h 2\;+/.1 2 

!J 

6х 

о 

Рис. 606 
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У випадку плоскої деформації, якщо Е z = О, У формулах (24.12) слід замі
нити (1 - J..I.)/(1 + J..I.) та 1/(1 + 11) на 1 - 211 та 1 -11 відповідно. 

Епюри напружень біля вершини тріщини відриву ( о ~ 8 ~ п) У декар
тових і полярних координатах зображено на рис. 607, а, б. За означенням 
коефіцієнт інтенсивності напруження біля вершини тріщини при плоскій 
деформації 

К = lіт .)2w cr у (г, 8), (24.13)І 
6--tО 
г--tО 

що випливає з аналізу напруженого стану біля вершини тріщини. Так, 
при розтяганні пластини з тріщиною завдовжки 2lза схемою рис. 606 цей 
аналіз дає змогу записати вираз для нормального напруження в перерізі 
пластини в околі тріщини: 

х [+ r 
cr у = cr г:;-:::; =cr ~' (24.14) 

"х2 _[2 2[г+г2 

де х -координата, що відлічується від середини тріщини; r =х -І. 
Біля вершини тріщини, при х ~ І, r ~ О, напруження необмежено зро

стає за модулем. Підставляючи ці значення у вираз (24.13) і обчислюючи 
границю, знаходимо 

К[ = аJ1J. 
Аналогічно можна здобути формули 

для коефіцієнтів інтенсивності напру
жень Кп та К[П відповідно до схем на
вантажування ІІ та ІІІна рис. 602. Отже, 

КІ =cr.Jiij ; Кп = 't.Jiij; (24.15) 

КIII = 't.Jiij. 

х у лінійній механіці руйнування вихо
дять з припущення Д. Ірвіна, що тріщи
//а буде поширюватися тоді, коли кое
фіціс//т інтенсивності //аnруже//ь досяг
//е критичного 311ачеftllЯ, характер//ого 

для даного матеріалу. Так, критерій роз
витку тріщини нормального відриву має 
вигляд 

(24.16)КІ = КІс ' 

Аналогічно можна записати два ін
ших критерії КlIс та КШс для тріщин 
поперечного та поздовжнього зсуву : 

Кп = КПс та Кш = Кlllс ' 
б 

Рис. 607 

Критичні значення коефіцієнтів інтенсивності напружень КІс' КПс та 
КпІс визначають експериментально, користуючись певною методикою, 
регламентованою відповідними стандартами. Критерій руйнування Ірвіна 
(24.16) у літературі називають силовим, оскільки він rрунтується на аналізі 
напруженого стану біля вершини тріщини. 

Для пластин обмежених розмірів при різних видах навантажування і 
розташування тріщин критичні значення коефіцієнтів інтенсивності на
пружень визначаються за формулами 

КІс = flкpcrкp~1tlкp; КПс =fпкр'tкp~1tlкp; 

КШс = іІІ/кр 'tкp~1tlкp, (24.17) 

де flкp' іllкр' ішкр - деякі поправкові коефіцієнти. Вирази для f lKp 
наведено в табл. 27. 

Можна довести, що силовий критерій руйнування еквівалентний кри
терію Гріффітса . 

Таблиця 27 

Вид навантажування 

Схема 
 Поправкова функціяі розташування трішини 

б 

Розтягання необмеженої пла
стини з похилою тріщиною в 
 іІкр =sin 2 f3 .' 
середині 

~ J( 

,  f ~ 

~ -:-:-::--_.=-::<-= ес - +6 

t6 .с , ' 

t 
(Розтягання півнескінченної р 


пластини з однобічною тріщи іІкр =1,12 
ною 

16 ' r 

tб 
28Розтягання пластини завшир

шки 28 з поперечною тріщи nї tg 28 

ною посередині 


іІкр =ІМЩ 

tб 
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Продовження табл. 27 

Вид навантажування 
Схема Поправкова функція

і розташування тріщини 

б 

Розтягання пластини завщир 28 

/ 

- 0,28 . 1tl J28 t 1tl 
щки 28 з двома боковими f 'кр - 1tl sш 8 1tl g28 

тріщинами 


б 

Мзг~ 

Згинання в площині пластини ~ 
завщирщки В і завтовшки Н з І/кр = 3~ :~ (1_~2)попер~чною тріщиною посе- 0 
редиНl 

'--" 

Чисте згинання тієї самої пла


стини розподіленим момен
 І/кр =1; (а= ~~)том т 

R / Н 

Дія внутрішнього тиску р на . 
циліндричну трубу діаметром [2 

2R завдовжки Н при по- ~ І,кр =~1+I,61 RН
здовжній наскрізній тріщині ~r:lf
 
у тілі з симетричною тріщиною завдовжки 2/ при її розвитку в кожний 

бік на величину 0/ вивільняється пружна енергія - 2(aW /дІ)О/. Позна
чивши вивільнену енергію -дW / д/ на одиницю площі через G, дістанемо 

(24.18)оГ = 2GoZ. 

З іншого боку, на утворення нових поверхонь потрібна енергія 

оГ = 4уоІ, (24.19) 

де, як і раніше, через у позначено поверхневу енергію, віднесену до оди
ниці площі. Отже, на підставі формул (24.18) та (24.19) матимемо 

G=2y. (24.20) 

Потік енергії у вершину тріщини при збільшенні її можна визначити як 
роботу, потрібну для «закриття» тріщини, виходячи з таких міркувань . 

у !І 

хБу(х,О) 

--............. " 

х ,( 

..,пО 

а б 
Рис. 608 

Уявимо собі , що вздовж тріщини (рис. 608) є розріз, на поверхні якого 
діють напруження, що виникають у зоні концентрації напружень від дії 
зовнішнього навантаження. Тоді шуканий потік енергії при просуванні 
тріщини на одиницю довжини уявного розрізу, згідно із схемою рис. 608, 
визначиться як 


І 


G[ = -І cry 2vd.x, (24.21) 
о 

де нормальне напруження crу та переміщення v при плоскій деформації 
беруться з формул (24.11) та (24.12) відповідно при е = о та е = n. 
При цьому 

к[ . 
cr = - , (24.22) 
у J2тrx 

4(1-112) К ~I-X. 
(24.23)v = - ] 2n 

Підставляючи вирази (24.22) і (24.23) У формулу (24.21) та інтегруючи, 
знайдемо 2 

1-11 2
G] = -г-к] (24.24) 

для плоскої деформації 
к} 

(24.25)G[=T 

для плоского напруженого стану . 

Отже, маємо два еквівалентних формулювання критерію руйнування: 
1) енергетичне, згідно з яким припускається, що тріщина може поши

рюватися тоді, коли інтенсивність вивільненої енергії G досягає критич
ного значення 

G = дГ = 2у = const· (24.26)lс дІ ' 
2) силове, згідно з яким тріщина може розвиватися при досягненні кое

фіцієнтом інтенсивності напружень К свого критичного значення 

кс =const. (24.27) 
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Ця еквівалентність випливає з формул (24.24) та (24.25) для плоскої де
формації та плоского напруженого стану відповідно : 

2 ( 2) 2 
G] = К!с І -j.l ; G = К]с . (24.28) 

с l:' JС Е 

Зазначимо, що формули (24.28) справедливі для ідеально крихкого 
руйнування. Насправді, як уже зазначалось, у більшості матеріалів у малій 

зоні вершини тріщини внаслідок пластичних деформацій виявляються 
нелінійні властивості багатьох реальних матеріалів. Однак унаслідок мало
сті зони пластичної деформації порівняно з довжиною тріщини вважають, 
що розміри цієї зони і ступінь пластичної деформації, що відбувається в 
ній, контролюються коефіцієнтом інтенсивності напружень К та грани
цею текучості ат . Тому для квазікрихкого руйнування залишають у силі 
обидва критерії руйнування Кс і Gc , вважаючи, що вони залежать від 
характеру опору матеріалу пластичній деформації. 

Отже, співвідношення (24.26) та (24.27) у лінійній механіці руйнування 
є основними. За допомогою їх можна розраховувати граничний стан еле
ментів конструкцій з тріщиною, а також оцінювати механічні властивості 
матеріалу і його здатність гальмувати розвиток тріщин. 
у загальному випадку навантажувань, якщо можливі зміщення берегів 

тріщин відносно один одного одночасно за трьома розглянутими схема
ми (див. рис. 602), знаходимо : 
для плоскої деформації 

2 2 2
I-j.l 2 l-j.l 2 l-j.l 2 

G=-E- K ] +-Т- Кll +-т-Кlll = G] +Gll +Gш ; (24.29) 

для плоского напруженого стану 

І (2 2 2) 	 (24.30)G= Е К] +Кп +Кlll =G! +Gll +Glll · 

§ 148. 	Оцінювання розмірів пластичної зони 


вздовж тріщини 


Енергетичний критерій для нестабільного розвитку тріщини, вираже
ний умовою (24.26), з урахуванням (24.15) можна записати у вигляді 

2 2 /Кіс акрте 
G] = - =2у = --	 (24.31) 

с Е с Е ' 

де УС - критична енергія деформації, потрібна для утворення вільної 
поверхні тріщини за наявності пластичних деформацій. 

Наведений раніше вираз (24.13) для коефіцієнта інтенсивності напру
жень з урахуванням (24.14) дає змогу наближено визначити довжину пла
стичної зони r

T 
уздовж тріщини. Так, при <J У = ат для напруженого ста

ну, що характеризується коефіцієнтом 	 б 

інтенсивності К! , у пластині необме
жених розмірів 

К} 
r.=--2·' (24.32)
т 2теат 

або з урахуванням виразу К! =<J.J;i .~~.~ 
r =1/ (~)2 (24.33)

T 2 ат 
б 

Для пластини скінченної ширини 
Рис. 609 

1 (а)2Гт ="2/ і]кр' 	 (24.34) ат 
Тоді половина довжини тріщини з урахуванням пластичної зони 

(24.35) І, ~ І н, ~ І [1 +~ (:.n 
Користуючись величиною /т' за наведеними вище формулами можна 
визначити КІС , а потім і переміщення v біля вершини тріщини. Так, для 
плоского напруженого стану при r = r ' е = те

T 

v = К! (1 + j.l) г;; (3 -j.l -1). (24.36) 
Е Vln 1+j.l 

Подвоєна величина v дорівнює розкриттю тріщини о (рис. 609): 

, І 8=2и =г. =2(l-I-l)Lz 1+,!,(...Q..)2 (24.37)г т Б<Jт 2 ат 
У випадку крихкого руйнування при <J < ат розкриття тріщини набли

жено можна знайти за формулою 

2 
0= Еа те! 	 (24 .38) 

ат 

Результати обчислення розкриття тріщини о за формулою (24.38) при <J ~ 
~ 0,8ат підтверджуються експериментально. 

При плоскому деформованому стані внаслідок того, що r і о менші , 
довжина пластичної зони зменшується в кілька разів порівняно з такою 
при плоскому напруженому стані. 

Слід мати на увазі , що розміри пластичної зони біля вершини тріщини 
для одного і того самого матеріалу залежать від ступеня деформації вздовж 
переднього краю тріщини. Тим часом ступінь стиснення деформації зале
жить від товщини зразка, зі збільшенням якої напружений стан змінюєть
ся від плоского, при якому <Jz = О, дО об'ємного при плоскій деформації, 

632 633 



Ifст .... 

В tJ 
CJ 

І ~ 
/(іс 

О 

Рис. 610 	 Рис. 611 

коли cr z = j.l (ах + cr у). При цьому на боковій поверхні плоского зразка за 
умови відсутності тут зовнішнього тиску завжди має місце плоский на
пружений стан, а тому розміри пластичної зони біля вільної поверхні зраз
ка завжди більші, ніж у середній частині. Пластична зона спереду верши
ни тріщини в досить товстому плоскому зразку приблизно має форму 
котушки (рис. 610). 

Оскільки в середній частині зразка має місце об'ємний напружений 
стан, а отже, більш жорсткий, ніж у зоні тріщин, які примикають до боко
вих поверхонь, то опір руйнуванню в цій зоні буде менший, а тому і фронт 
просування тріщин видаватиметься вперед, маючи язикоподібний вигляд. 
Для зразків різної товщини співвідношення пластичних зон спереду тріщи
ни різне. У зв'язку з цим змінюється значення енергії, затраченої на руйну
вання, а отже, існує залежність від товщини зразка характеристик тріщино
стійкості - коефіцієнта інтенсивності напружень Кс (рис. 611) та інтенсив
ності звільнюваної енергії Gc . Як видно, зі збільшенням товщини зразка 
значення КС (а отже, Gc ) зменшується і прямує до свого граничного, 
асимптотичного значення КС при об'ємному напруженому стані в умо
вах плоскої деформації. 

§ 149. 	Методика експериментального визначення 


тріщиностійкості конструкційних матеріалів 


Як міру тріщиностійкості матеріалу стосовно до найбільш небезпечних і 
поширених тріщин нормального відриву найчастіше використовують кри

тичне значення коефіцієнта інтенсивності напружень КІс' що відповідає мо
менту старту тріщини при виконанні в ії вершині умов плоскої деформації. 

Для експериментального визначення характеристики КІс конкретного 

матеріалу використовують спеціальні компактні зразки СТ (рис. 612) із 
заздалегідь вирощеною циклічними навантаженнями тріщиною, що за

довольняють такі розмірні вимоги: 

В)} 2: 2,5 (КІс J2 , 	 (24.39)( ш-І аО,2 

де В - товщина зразка; 1- довжина тріщини; (ш - І) - ширина робочої 
частини зразка; аО,2 - границя текучості матеріалу зразка. 

Режим вирощування і довжина тріщини мають відповідати певним 
вимогам, що забезпечують здобуття вірогідних значень характеристики 
тріщиностійкості матеріалу. 

Навантажуючи зразок зростаючим зусиллям, знімають діаграму наван
таження Р - зміщення берегів тріщини и. Критичний коефіцієнт інтен
сивності напружень КІс випробуваного матеріалу розраховують за на
вантаженням Р, щО відповідає на діаграмі Р - v старту тріщини, з вико
ристанням деякої, залежної від конфігурації зразка функції його розмірів 
та довжини тріщини: 

(24.40)КІс = ВГшУ(~)' 
де Y(~)=29,6(~)O,5 _185,5(~)1 ,5 + 665,7(~)2,5 

-1017(~ )3'5 + 638, 9(~ )4,5 	 (24.41) 

Якщо обчислене за формулою (24.40) значення КТс задовольняє 
розмірні вимоги (24.39), то воно вважається шуканим. А якщо ні, то тре
ба повторити випробування на зразках збільшених розмірів. 

о 

• 

w 

р 

Рис. 612 
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11 Зауважимо, що оскільки значення на

~ 

--& 
28 

вантаження на діаграмі Р - v не залежить 
від місця вимірювання зміщень, то OCTa�-ІНі 
доцільно вимірювати поблизу точок дії 
навантаження або поблизу середньої точ
ки лінії фронту тріщини. За діаграмами 

6 р - ир, що реєструютьс~.синхронно, мож
а б на додатково до СИЛОВОl характеристики 

Рис. 613 КІС визначати і деформаційну характери
стику тріщиностійкості S/с . 

Такий підхід дає змогу комплексно, з єдиних методичних позицій, оці
нювати тріщиностійкість матеріалу як у крихкому, так і у пластичному 
станах. Зазначимо однак, що наведена методика визначення харак
теристики КІС точно обrpунтована тільки при випробуванні крихких ма
теріалів, що руйнуються в лінійно-пружній зоні. 

Приклад 99. Визначимо запас міЦІІості цuліuдричної nосудиии діаметРО.llІ D =480 мм 
і товщиною стіІІки Н = 8,5 мм, щО працює в умовах кімнатної температури під 
вuутрішuім тиском р = 28 МПа і в якій при обстеженні було виявлеuо з виутріиl/lього 
боку lІівеліnтичuу тріщиllУ завглибшки І = 3мм та завдовжки вздовж твіРІІОЇ 2а = 8,5.11Ш 
(рис. 613, а). Матеріал посудини - сталь (граuиця текучості О'т =1000 МПа; граuиця 
міЦ1l0сті 0'8 = 1200 МПа). 

Для визначення характеристики тріщиностійкості сталі було проведено випробо
вування відповідних зразків в умовах кімнатної температури при статичному наван

тажуванні за схемою рис. 613. б. Зразки завширшки 2В та товщиною, що дорівнювала 
товщині стінки посудини (8,5 мм), мали центрально розташовані тріщини завдовжки 
2/ = 1О мм. Номінальне напруження, при якому зразки руйнувалися по мінімальному 
перерізу, дорівнювало О'н = 720 МПа. Наслідки випробувань свідчать, що про вибра
ній товщині зразка його матеріал перебував у крихкому стані, а тому запас міцності в 
цьому разі можна розраховувати, використовуючи теорію лінійної механіки руйну
вання. Тому критичне значення коефіцієнта інтенсивності напружень КJc можна знай
ти, користуючись першою формулою системи (24.17): 

Кіс = !lкрО'кр..{іі;, (24.42) 

де !І кр - поправковий коефіцієнт, що враховує систему навантажування, тип, розміри 
зразка і характер тріщини; О'кр - номінальне руйнувальне напруження в неослабле
ному перерізі; Іт - довжина тріщини з урахуванням пластичної зони в ії вершині. 

Напруження О'кр знайдемо через номінальне напруження в ослабленому перерізі: 

о' = 0',,(28-21)Н = о' (1-1.) = 720(1-2-) = 540 МПа 
кр 28Н н В 20 . 

Умовна довжина тріщини Іт на підставі формули (24.35) 

lт ={1+0's( :: J]=5[1+0'5CS:)2] = 5,72 мм. 
Поправковий коефіцієнт відповідно до табл . 27 

! = /28 tg (тtlT ) = I~tg п·5,72 = 104. 
Ікр \ тtlT ІВ ~П·5,72 40 ' 

Тоді, згідно з формулою (24.42), 

КІс =!/крО'кр..{іі; =I,04.54~ =2290 МПа Гм. 
Цей коефіцієнт використовують для обчислення номінального руЙнувального напру
ження в посудині із зазначеною вище тріщиною. Номінальне головне напруження в 

стінці посудини (вважаємо їітонкостінною), яке намагається зруйнувати посудину по 

твірній, згідно з формулою Лапласа, 

о' = pD = 28 ·480 =: 791 МПа. 
Ін 2Н 2.8,5 

Коефіцієнт інтенсивності напруження КІс для розглядуваної тріщини, згідно з 
формулою (24.17), без урахування пластичної деформації 

Кіс = !lкрО'/КР..{іі;, 
де о' І кр - критичне руйнувальне напруження для посудини; / - глибина тріщини. 

Поправковий коефіцієнт для ненаскрізної півеліптичної поверхневої тріщини зав
глибшки / (мала піввісь) і завдовжки на поверхні 2а (а - велика піввісь) у пластині 
завтовшки Н 

2 
а (24.43)!Ікр = ~o [1+0,12(I-~)J ~2: tg2~ 1+1,61 RH' 

де ФО - величина, що залежить від співвідношення ІІа (при збільшенні ІІа від 0,1 
до 1 ФО рівномірно збільшується від 1 до 1tI2). 

Отже, при ІІа =3/4,25 =0,71 співвідношення становить 1,39. Тоді, підставляючи в 
формулу (24.43) відомі величини, знайдемо 

!Ікр =_I_[1+0,12(1-0,71)]Х
1,39 

х./ 2 · 8,5 tg~ 11+1,61~ =0,81.
п·3 2·8,5V 240 ·8,5 

Критичне напруження для посудини 

КІс 2290 
О'/КР=! ..гпі 0,81...r;:з = 920 МПа. 

Ікр 

Глибина тріщини з урахуванням пластичної деформації, що виникла в 'й вершині, 
згідно з формулою (24.35), 

І, ={І+Ч a~~ J'Hl+O'S(I~)2]=4.25 •• 

Вважаючи, що розмір тріщини 2а зростає пропорційно, знайдемо 

І 4,25
йт = fa = -3- 8,5 =: 12,1 . 

Поправковий коефіцієнт !Ікр' згідно з формулою (24.43), 

!Ікр =_I_[1+0,12(1-0,71)]Х
1,39 

12122 ·8,5 п·4,25x.--tg-І 1 + 1,61240',8,5 = 0,91. 
п·4,25 2·8,5 
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Продовження дод. І~ 
о 

Номер 
про-

філю 

4 

4,5 

5 

5,6 

6 

6,3 

7 

Ь 

40 

45 

50 

56 

60 

63 

70 

Розміри , мм 

t R r 

3 5 1,7 
4 
5 
6 

3 5 1,7 
4 
5 
6 

3 5,5 1,8 
4 
5 
6 
7 
8 

4 6 2 
5 

4 7 2,3 
5 
6 
8 

10 

4 7 2,3 
5 
6 

4,5 8 2,7 
5 
6 
7 
8 

10 
-

Площа 

попе- у-у 

речного 

перері-
зу, см2 lу , см4 

W)" см3 

2,35 3,55 1,22 
3,08 4,58 1,60 
3,79 5,53 1,95 
4,48 6,41 2,30 

2,65 5,13 1,56 
3,48 6,63 2,04 
4,29 8,03 2,51 
5,08 9,35 2,95 

2,96 7,11 1,94 
3,89 9,21 2,54 
4,80 11,20 3,13 
5,69 13Щ 3,69 
6,56 14,84 4,23 
7,41 16,51 4,76 

4,38 13,10 3,21 
5,41 15,97 3,96 

4,72 16,21 3,70 
5,89 19,79 4,56 
6,92 23,21 5,40 
9,04 29,55 7 

11 ,08 35,32 8,52 

4,96 18,86 4,09 
6,13 23 ,10 5,05 
7,28 27,06 5,98 

6,20 29,04 5,67 
6,86 31,94 6,27 
8,15 37,58 7,42 
9,42 42,98 8,57 

10,67 48,16 9,68 
13,11 57,90 11,82 

Довідкові значення для осей 

Уо-Уо zo-zo 
lу:, см4 =0' см Маса, 

1уо тах' іуо тах' 1 Zo тіп' Wzo ' izo тіп' кг 
іу , см 

см4 
СМ см4 см3 см4 

1,23 5,63 1,55 1,47 0,95 0,79 2,08 1,09 1,85 
1,22 7,26 1,53 1,90 1,19 0,78 2,68 1,13 2,42 
1,21 8,75 1,52 2,30 1,39 0,78 3,22 1,17 2,98 
1,20 10,13 1,50 2,70 1,58 0,78 3,72 1,21 3,52 

1,39 8,13 1,75 2,12 1,24 0,89 3 1,21 2,08 
1,38 10,52 1,74 2,74 1,54 0,89 3,89 1,26 2,73 
1,37 12,74 1,72 3,33 1,81 0,88 4,71 1,30 3,37 
1,36 14,80 1,71 3,90 2,96 0,88 5,45 1,34 3,99 

1,55 11,27 1,95 2,95 1,57 І 4,16 1,33 2,32 
1,54 14,63 1,94 3,80 1,95 0,99 5,42 1,38 3,05 
1,53 17,77 1,92 4,63 2,30 0,98 6,57 1,42 3,77 
1,52 20,72 1,91 5,43 2,63 0,98 7,65 1,46 4,47 
1,50 23,47 1,89 6,21 2,93 0,97 8,63 1,50 5,15 
1,49 26,03 1,87 6,98 3,22 0,97 9,52 1,53 5,82 

1,73 20,79 2,18 5,41 2,52 1,11 7,69 1,52 3,44 
1,72 25,36 2,16 6,59 2,97 1, 10 9,41 1,57 4,25 

1,85 25,69 2,33 6,72 2,93 1,19 9,48 1,62 3,71 
1,84 31,40 2,32 8,18 3,49 1,18 11,61 1,66 4,58 
1,83 36,81 2,31 9,60 3,99 1, 18 13,60 1,70 5,43 
1,81 46,77 2,27 12,34 4,90 1,17 17,22 1,78 7,10 
1,79 55,64 2,24 15 5,70 1,16 20,32 1,85 8,70 

1,95 29,90 2,45 7,8 1 3,26 1,25 11 1,69 3,90 
1,94 36,80 2,44 9,52 3,87 1,25 13,70 1,74 4,81 
1,93 42,91 2,43 11 , 18 4,44 1,24 15,90 1,78 5,72 

2,16 46,03 2,72 12,04 4,53 1,39 17 1,88 4,87 
2,16 50,67 2,72 13,22 4,92 1,39 18,70 1,90 5,38 
2,15 59,64 2,71 15,52 5,66 1,38 22,10 1,94 6,39 
2,14 68,19 2,69 17,77 6,31 1,37 25,20 1,99 7,39 
2,12 76,35 2,68 19,97 6,99 1,37 28,20 2,02 8,37 
2,10 91,52 2,64 24,27 8,17 1,36 33,60 2,10 10,29 

7,5 75 5 9 3 7,39 39,53 7,21 2,31 62,65 2,91 16,41 5,74 1,49 23 ,10 2,02 5,80 
6 
7 

8,78 
10,15 

46,57 
53,34 

8,57 
9,89 

2,30 
2,29 

73,87 
84,61 

2,90 
2,89 

19,28 
22,07 

6,62 
7,43 

1,48 
1,47 

27,30 
31,20 

2,06 
2,10 6.89 І7,96 

8 11,50 59,84 11 , 18 2,28 94,89 2,87 24,80 8,16 1,47 35 2,15 9,02 
9 12,83 66,10 12,43 2,27 104,72 2,86 27,48 8,91 1,46 38,60 2,18 10,07 

8 80 5,5 9 3 8,63 52,68 9,03 2,47 83,56 3,11 21,80 7,10 1,59 30,90 2,17 6,78 
6 9,38 56,97 9,80 2,47 90,40 3,11 23,54 7,60 1,58 33,40 2,19 7,36 
7 10.85 65,31 11,32 2,45 103,66 3,09 26,97 8,55 1,58 38,30 2,23 8,51 
8 12,30 73,36 12,80 2,44 116,39 3,08 30,32 9,44 1,57 43 2,27 9,65 

10 15,14 88,58 15,67 2,42 140,31 3,04 36,85 11,09 1,56 56,70 2,35 11,88 
12 17,90 102,74 18,42 2,40 162,27 3,01 43,21 12,62 1,55 59,50 2,42 14,05 

9 90 6 10 3,3 10,61 82,10 12,49 2,78 130 3,50 33,97 9,88 1,79 48,10 2,43 8,33 
7 12,28 94,30 14,45 2,77 149,67 3,49 38,94 11,15 1,78 55,40 2,47 9,64 
8 13,92 106,11 16,36 2,76 168,42 3,48 43,80 12,34 1,77 62,30 2,51 10,93 
9 15 ,60 118 18,29 2,75 186 3,46 48,60 13,48 1,77 68,00 2,55 12,20 

10 17,17 128,60 20,07 2,74 203,93 3,45 53,27 14,54 1,76 75,30 2,59 13,48 
12 20,33 149,67 23 ,85 2,71 235,88 3,41 62,40 16,53 1,75 86,20 2,67 15,96 

10 100 6,5 12 4 12,82 122,10 16,69 3,09 193,46 3,89 50,73 13 ,38 1,99 71,40 2,68 10,06 
7 13,75 130,59 17,90 3,08 207,01 3,88 54,16 14,13 1,98 76,40 2,71 10,79 
8 15,60 147, 19 20,30 3,07 233 ,46 3,87 60,92 15,66 1,98 86,30 2,75 12,25 

10 19,24 178,95 24,97 3,05 283,83 3,84 74,08 18,51 1,96 110 2,83 15, 10 
12 22,80 208,90 29,47 3,03 330,95 3,81 86,84 21,10 1,95 122 2,91 17,90 
14 26,28 237,15 33,83 3 374,98 3,78 99,32 23,49 1,94 138 2,99 20,63 
15 27,99 250,68 35,95 2,99 395,87 3,76 105,48 24,62 1,94 145 3,03 21,97 
16 29,68 263,82 38,04 2,98 416,04 3,74 111,61 25,79 1,94 152 3,06 23,30 

11 110 7 
8 

12 4 15,15 
17,20 

175,61 
198, 17 

21,83 
24,77 

3,40 
3,39 

278 ,54 
314,5 1 

4,29 
4,28 

72,68 
81,83 

17,36 
19,29 

2,19 
2,18 

106 
116 

2,96 
3 

11,89 
13 ,50 

12 120 8 18,80 259,75 29,68 3,72 412,45 4,68 107,04 23,29 2,39 153 3,25 14,76 
10 23,24 317,16 36,59 3,69 503 ,79 4,66 130,54 27,72 2,37 187 3,33 18,24 
12 27,60 371,80 43 ,30 3,67 590,28 4,62 153,33 31 ,79 2,36 218 3,41 21,67 
15 33,99 448,90 52,96 3,63 711,32 4,57 186,48 37,35 2,34 262 3,53 26,68 

12,5 125 8 14 4,6 19,69 294,36 32,20 3,87 466,76 4,87 121,96 25,67 2,49 172 3,36 15,46 
9 22 327,48 36 3,86 520 4,86 135,88 28,26 2,48 192 3,40 17,30 

10 24,33 359,82 39,74 3,85 571,04 4,84 148,59 30,45 2,47 211 3,45 19 ,10 
12 28,89 422,23 47,06 3,8 2 670,02 4,82 174,43 34,94 2,46 248 3,52 22,68 
14 33,37 481 ,76 54,17 3,80 763,90 4,78 199,62 39,10 2,45 282 3,61 26,20 
16 37,77 538,56 61,09 3,78 852,84 4,75 224,22 43, 10 2,44 315 3,68 29,65 

14 140 9 14 4,6 24,72 465,72 45,55 4,34 739,42 5,47 192,03 35,92 2,79 274 3,78 19,41
-І'>-'" 



с1\ ПродОIJЖС/ll1Л дод. 1.j:>. 
N 

Розміри, мм 
Номер 
про

філю Ь І R 

14 10 
12 

15 150 10 14 
12 
15 
18 

16 160 10 16 
II 
12 
14 
16 
18 
20 

18 180 11 16 
12 
15 
18 
20 

20 200 12 18 
13 
14 
16 
18 
20 
24 
25 
30 

22 220 14 21 
16 

Площа Довідкові значення для осей 

попе у - у уо-уо =0 -=0 
речного Jy :' см4 

=0' см Маса, 

r перері
J y , см

4 w", см3 1уо тах' іуо шах' 1zo Пlіп ' 
W_ , і:о mіп' КГ 

зу,см2 іу , см -о 

см4 
СМ см4 см 3 см4 

27,33 512,29 50,32 4,33 813,62 5,46 210,96 39,05 2,78 301 3,82 21 ,45 
32,49 602,49 59,66 4,31 956,98 5,43 248,01 44,97 2,76 354 3,90 29,50 

4,6 29,33 634,76 58,07 4,65 1008,56 5,86 260,97 45,34 2,98 374 4,07 23,02 
34,89 747,48 68,90 4,63 1187,86 5,83 307,09 52,32 2.97 440 4, 15 27,39 
43,08 908,38 84,66 4,59 1442,60 5,79 374,17 61,96 2,95 534 4,27 33,82 
51,09 1060,08 99,86 4,56 1680,92 5,74 439,24 70,91 2,93 621 4,38 40, 11 

5,3 31,43 774,24 66,19 4,96 1229,10 6,25 319,38 52,52 3,19 455 4,30 24,67 
34,42 844,21 72,44 4,95 1340,66 6,24 347,77 56,52 3, 18 496 4,35 27,02 
37 ,39 912,89 78,62 4,94 1450 6,23 375,78 60,53 3,17 537 4,39 29,35 
43,57 1046,47 90,77 4,92 1662,13 6,20 430,81 68 ,15 3,16 615 4,47 33,97 
49,07 1175,19 102,64 4,89 1865,73 6,17 484,64 75 ,92 3, 14 690 4,55 38,52 
54,79 1290,24 114,24 4,87 2061,03 6,13 537,46 82,08 3, 13 671 4,63 43,01 
60,40 1418,85 125,00 4,85 2248,26 6, 10 589,43 90,02 3,12 830 4,70 47,44 

5,3 38,80 1216,44 92,47 5,60 1933,10 7,06 499,78 72,86 3,59 716 4,85 30,47 
42,19 1316,62 100,41 5,59 2092,78 7,04 540,45 78,15 3,58 776 4,89 33 ,12 
52,18 1607,36 123 ,74 5,55 2554,99 7 659,73 93,11 3,56 948 5,01 40,96 
61,99 1884,07 146,36 5,51 2992,69 6,95 775,44 106,88 3,54 1108 5, 13 48,66 
68,43 ~061,11 161Щ 5,49 3271,31 6,91 850,92 115,71 3,53 1210 5,20 53,72 

6 47,10 1822,78 124,61 6,22 2896,16 7,84 749,40 98,68 3,99 1073 5,37 36,97 
50,85 1960,77 134,44 6,21 3116,18 7,83 805,35 105,07 3,98 1156 5,42 39,92 
54,60 ~097 144,17 6,20 3333 7,81 861 ІІІ ,50 3,97 1236 5,46 42,80 
61,98 12362,57 163,37 6,17 3755,39 7,78 969,74 123,77 3,96 1393 5,54 48,65 
69,30 ~620,64 182,22 6,15 4164,54 7,75 076,74 135,48 3,94 1544 5,62 54,40 
76,54 ~871,47 200,73 6,12 4560,42 7,72 181,92 146,62 3,93 1689 5,70 60,08 
90,78 13350,66 236,77 6,08 5313,59 7,65 387,73 67 ,74 3,91 1963 5,85 71,26 
94,29 J466,21 245,59 6.06 5494,04 7,63 438,38 172,68 3,91 2028 5,89 74,02 

111,54 4019,60 288,57 6 6351,05 7,55 698,16 193,06 3,89 2332 6,07 87,56 

7 60,38 ?814,36 175, 18 6,83 4470,15 8,60 158,56 138,62 4,38 1655 5,91 47,40 
68,50 3175,44 198,71 6,80 5045,37 8,58 305,52 153,34 4,36 1862 6,02 53 ,83 

25 250 16 24 8 78,40 4717,10 258,43 7,76 7492,10 9,78 1942,09 ~03,45 4,98 2775 6,75 61,5518 87,72 5247,24 288,82 7,73 8336,69 9,75 ~ 157,78 1233,39 4,96 3089 6,83 68,8620 96,96 5764,87 318,76 7,71 9159,73 9,72 12370,01 ~42,52 4,94 3395 6,91 76,1122 106, 12 6270,32 348,26 7,69 9961,60 9,69 ~579,04 1260,52 4,93 3691 7 83,2125 119,71 7006,39 391,72 7,65 1125,52 9,64 12887,26 1287,14 4,91 4119 7, 11 93,9728 133,12 7716,86 434,86 7,61 2243,84 9,59 Р 189,89 13 11 ,98 4,90 4527 7,23 104,5030 141,96 8176,51 462,11 7,59 2964,66 9,56 13388,98 1327,82 4,89 4788 7,31 111,44 

Кут ник и нер і в 11 О б і ч ні 
Позначення: 

-1'1 ~ r В - ширина більшої полиці; Ь - ширина меншої полиці; 1- товщини полиці; R - радіус внутрішньо
го заокруглення; r - радіус заокруглення полиць; J - момент інерції; і - радіус інерції; уо, =0 _ 
відстань від центра ваги до зовнішніх граней полиць; lу: - відцентровий момент інерції 

Q::! 

Ij Ij 

Розміри , мм Площ, Довідкові значення дЛЯ ОССІЇ 
Номер попе

у -у 7 _ ~ 1I - 1I Кут 
Масапро речно

J)':, 
НііХIІ

філю В Ь І R r го пе-
Jy ' ~" J_, w.:, JIII11inJ ~, іu111іп , 

уо, =0' лу осі 
Ім, 

рерізу, 
см4 см 3 

іу , см 
c~4 c~3 

і:, см 
см4 см 3 СМ см см4 

tg а кг 
см2 см 

2,5/1 ,6 25 16 3 3,5 1,2 1,16 0,70 0,43 0,78 0,22 0,19 0,44 0,13 0,16 0,34 0,42 0,86 0,22 0,392 0,91
3/2 30 20 3 3,5 1,2 1,43 1,27 0,62 0,94 0,45 0,30 0,56 0,26 0,25 0,43 0,51 1,00 0,43 0,427 1, 124 1,86 1,61 0,82 0,93 0,56 0,39 0,55 0,34 0,32 0,43 0,54 1,04 0,54 0,421 1,46
3,2/2 32 20 3 3,5 1,2 1,49 1,52 0,72 1,01 0,46 0,30 0,55 0,28 0,25 0,43 0,49 1,08 0,47 0,382 1,17 .4 1,94 1,93 0,93 І 0,57 0,39 0,54 0,35 0,33 0,43 0,53 1,12 0,59 0,374 1,52 

с1\ 
.j:>. 
<>.> 
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Продов:жеmlЯ дод. 1t 
Номер 
про-

філю 

4/2,5 

4/3 

4,5/2,8 

5/3,2 

5,6/3,6 

6,3/4 

6,5/5 

7/4,5 

7,5/5 

8/5 

В 

40 

40 

45 

50 

56 

63 

65 

70 

75 

80 

Розміри, мм 

Ь І R r 

25 3 4 1,3 
4 
5 

30 4 4 1,3 
5 

28 3 5 1,7 
4 

32 3 5,5 1,8 
4 

36 4 6 2 
5 

40 4 7 2,3 
5 
6 
8 

50 5 6 2 
6 
7 
8 

45 5 7,5 2,5 

50 5 8 2,7 
6 
7 
8 

50 5 8 2,7 
6 

Площа 

попе-
у - у 

речно-

го пе- Jy , ~,рерізу, іу ' см 
см4 см 3 

см2 

1,89 3,06 1,14 1,27 
2,47 3,93 1,49 1,26 
3,03 4,73 1,82 1,25 

2,67 4,18 1,54 1,25 
3,28 5,04 1,88 1,24 

2, 14 4,41 1,45 1,43 
2,80 5,68 1,90 1,42 

2,42 6,18 1,82 1,60 
3,17 7,98 2,38 1,59 

3,58 11 ,37 3,01 1,78 
4,41 13,82 3,70 1,77 

4,04 16,33 3,83 2,01 
4,98 19,91 4,72 2 
5,90 23,31 5,58 ] ,99 
7,68 29,60 7,22 1,96 

5,56 23,41 5,20 2,05 
6,60 27,46 6,16 2,04 
7,62 31,32 7,08 2,03 
8,62 35 7,99 2,02 

5,59 27,76 5,88 2,23 

6,11 34,81 6,81 2,39 
7,25 40,92 8,08 2,38 
8,37 46,77 9,31 2,36 
9,47 52,38 10,52 2,35 

6,36 41,64 7,71 2,56 
7,55 48,98 9,15 2,55 

----

Довідкові значення для осей 

z - z и-и Кут 
Маса 

J)':, 
Ш\ХI1-

Ім,
J_ , W, JUll1inJ ~, і"Jnіп' 

уа, =0' лу осі 
і:, см см4 КГ 

cr:;4 c~3 см4 см 3 
СМ см tg а

см 

0,93 0,49 0,70 0,56 0,41 0,54 0,59 1,32 0,96 0,385 1,48 
1,18 0,63 0,69 0,71 0,52 0,54 0,63 1,37 1,22 0,38 1 1,94 
1,41 0,77 0,68 0,86 0,64 0,53 0,66 1,41 1,44 0,374 2,38 

2,01 0,91 0,87 1,09 0,75 0,64 0,78 1,28 1,68 0,544 2,09 
2,41 1,11 0,86 1,33 0,91 0,64 0,82 1,32 2 0,539 2,57 

1,32 0,61 0,79 0,79 0,52 0,61 0,64 1,47 1,38 0,382 1,68 
1,60 0,80 0,78 1,02 0,67 0,60 0,68 1,51 1,77 0,379 2,20 

1,99 0,8] 0,91 1,18 0,68 0,70 0,72 1,60 2,01 0,403 1,90 
2,56 1,05 0,90 1,52 0,88 0,69 0,76 1,65 2,59 0,401 2,49 

3,70 1,34 1,02 2,19 1, 13 0,78 0,84 1,82 3,74 0,406 2,81 
4,48 1,65 1,01 2,65 1,37 0,78 0,88 1,87 4,50 0,404 3,46 

5,16 1,67 1, 13 3,07 1,41 0,87 0,91 2,03 5,25 0,397 3,17 
6,26 2,05 1,12 3,73 1,72 0,86 0,95 2,08 6,41 0,396 3,91 
7,29 2,42 1,1] 4,36 2,02 0,86 0,99 2,12 7,44 0,393 4,63 
9,]5 3,12 1,09 5,58 2,60 0,85 1,07 2,20 9,27 0,387 6,03 

12,08 3,23 1,47 6,41 2,68 1,07 1,26 2 9,77 0,576 4,36 
14, 12 3,82 1,46 7,52 3, 15 1,07 1,30 2,04 11,46 0,575 5,18 
16,05 4,38 1,45 8,60 3,59 1,06 1,34 2,08 12,94 0,571 5,98 
18,88 4,93 1,44 9,65 4,02 1,06 1,37 2,12 13,61 0,570 6,77 

9,05 2,62 1,27 5,34 2,20 0,98 1,05 2,28 9, 12 0,406 4,39 

12,47 3,25 1,43 7,24 2,73 1,09 1,17 2,39 12 0,436 4,79 
14,60 3,85 1,42 8,48 3,21 1,08 1,21 2,44 14,10 0,435 5,69 
16,61 4,43 1,41 9,69 3,69 1,08 1,25 2,48 16,18 0,435 6,57 
18,52 4,88 1,40 10,87 4,14 1,07 1,29 2,62 17,80 0,430 7,43 

12,68 3,28 1,41 7,57 2,75 1,09 1,13 2,60 13 ,20 0,387 4,99 
14,85 3,88 1,40 8,88 3,24 1,08 ],17 2,65 15 ,50 0,386 5,92 

8/6 

9/5,6 

10/6,3 

10/6,5 

11/7 

12,5/8 

14/9 

16110 

18/11 

20112,5 

80 

90 

100 

100 

110 

]25 

140 

160 

180 

200 

60 6 8 2,7 
7 
8 

56 5,5 9 3 
6 
8 

63 6 10 3,3 
7 
8 
10 

65 7 10 3,3 
8 
10 

70 6,5 ]0 3,3 
8 

80 7 11 3,7 
8 
10 
12 

90 8 12 4 
10 

100 9 13 4,3 
10 
12 
14 

110 10 14 4,7 
12 

125 11 14 4,7 
12 
14 
16 

8,15 52,06 9,42 2,53 
9,42 59,61 10,87 2,52 
10,67 66,88 12,38 2,50 
7,86 65,28 10,74 2,88 
8,54 70,58 11,66 2,88 
11,18 90,87 15,24 2,85 
9,58 98,29 14,52 3,20 
11,09 112,86 16,78 3,19 
12,57 126,96 19,01 3,18 
15,47 153,83 23,32 3,15 

11,23 114,05 16,87 3,19 
12,73 138,3] 19,11 3,]8 
15,67 155,52 23,45 3,15 

11,45 142,42 19,11 3,53 
13,93 171,54 23,22 3,51 
14,06 226,53 26,67 4,01 
15,98 255,62 30,27 4 
19,70 311,61 37,27 3,98 
23,36 364,79 44,03 3,95 

18 363,68 38,25 4,49 
22,24 444,45 47,19 4,47 

22,87 605 ,97 56,04 5,15 
25,28 666,59 61,91 5,13 
30,04 784,22 73,42 5,11 
34,72 897,19 84,65 5,08 
28,33 952,28 78,59 5,80 
33,69 1122,56 93 ,33 5,77 
34,87 1449,02 107,31 6,45 
37,89 1568,19 116,51 6,43 
43,87 1800,83 134,64 6,41 
49,77 2026,08 152,41 6,38 

25,18 5,58 1,76 13,61 4,66 1,29 1,49 2,47 20,98 0,547 6,39 
28,74 6,43 1,75 15,58 5,34 1,29 1,53 2,52 24,01 0,546 7,391
32,15 7,26 1,74 17,49 5,99 1,28 1,57 2,56 26,83 0,544 8,37 
19,67 4,53 1,58 11,77 3,81 1,22 1,26 2,92 20,54 0,384 6,171
21,22 4,91 1,58 12,70 4,12 1,22 1,28 2,95 22,23 0,384 6,70 . 
27,08 6,39 1,39 1,56 16,29 5,32 1,21 1,36 3,04 0,380 8,77 
30,58 6,27 1,79 18,20 5,27 1,38 1,42 3,23 31 ,50 0,393 7,53 
34,99 7,23 1,78 20,83 6,06 1,37 1,46 3,28 36,10 0,392 8,70 
39,21 8,17 1,77 23,38 6,82 1,36 1,50 3,32 40,50 0,391 9,87 
47,18 9,99 1,75 28,34 8,31 1,35 1,58 3,40 48,60 0,387 12, 14 
38,32 . 7,70 1,85 22,77 6,43 1,41 1,52 3,24 38 0,415 8,8 1 
42,96 8,70 1,84 25,24 7,26 ],41 1,56 3,28 42,54 0,414 9,99 
51,68 10,64 1,82 30,60 8,83 1,40 1,64 3,37 51,18 0,410 12,30 
45 ,61 8,42 2 26,94 7,05 1,53 1,58 3,55 46,80 0,402 8,98 
54,64 10,20 1,98 32,31 8,50 1,52 1,64 3,61 55,90 0,400 10,93 
73,73 11 ,89 2,29 43,40 9,96 1,76 1,80 4,01 74,70 0,407 11 ,04 
80,95 13,47 2,28 48,82 11,25 1,75 1,84 4,04 84, 10 0,406 12,54 
100,47 16,52 2,26 59,33 13,74 1,74 1,92 4,14 102 0,404 15,47 
116,84 19,46 2,24 69,47 16,11 1,72 2,00 4,22 11 8 0,400 18,34 
119,79 17,19 2,58 70,27 14,39 1,98 2,03 4,49 121 0,411 14,13 
145,54 21,14 2,56 85,51 17,58 1,96 2, 12 4,58 147 0,409 17 ,46 
186,03 23,96 2,85 110,40 20,01 2,20 2,24 5,19 194 0,391 17,96 
204,09 26,42 2,84 121 , 16 22 2,19 2,28 5,23 213 0,390 19,85 
238 ,75 31,23 2,82 142, 14 25,93 2, 18 2,36 5,32 249 0,388 23 ,58 
271,60 35,89 2,80 162,49 29,75 2,16 2,43 5,40 282 0,385 27,26 
276,37 32,27 3,12 165,44 26,96 2,42 2,44 5,88 295 0,376 22,24 
324,09 38,20 3,10 194,28 31 ,83 2,40 2,52 5,97 348 0,374 26,45 
446,36 45,98 3,58 263 ,84 38,27 2,75 2,79 6,50 465 0,392 27,37 
481,93 49,85 3,57 285,04 41,45 2,74 2,83 6,54 503 0,392 29,74 
550,77 57,43 3,54 326,54 47 ,57 2,73 2,91 6,62 575 0,390 34,43 
616,66 64,83 3,52 366,99 53 ,56 2,72 2,99 6,71 643 0,3 88 39,07 

0\ 

u, "'" 



а.. 
~ 
а.. 

1) ..... 
Ь 

Продовже1l11Я дод. 1 

Ба лк и двотаврові 

Позначення : 

11 - висота балки; Ь - ширина полиці; (1 - товшина стінки; 1 - середня товшнна полиці; J - момент інерції; 

W - момент опору; і - радіус інерції; S - статичний момент півперерізу 


Номер 
про-

філю 

10 
12 
14 
16 
18 
18а 
20 
20а 
22 
22а 
24 
24а 
27 
27а 
30 
30а 
33 
36 
40 
45 
50 
55 
60 

Розміри , мм 

dЬ11 

100 
120 
140 
160 
180 
18.0 
200 
200 
220 
220 
240 
240 
270 
270 
300 
300 
330 
360 
400 
450 
500 
550 
600 

4,5 55 
4,8 64 
4,9 73 
5,08 1 
5,190 
5,1100 
5,2100 
5,2110 
5,4110 
5,4120 
5,6115 
5,6125 
6,0125 

135 6,0 
6,5135 

145 6,5 
140 7,0 
145 7,5 

8,3155 
9160 
10170 
11180 
12190 

І 

7,2 
7,3 
7,5 
7,8 
8,1 
8,3 
8,4 
8,6 
8,7 
8,9 
9,5 
9,8 
9,8 
10,2 
10,2 
10,7 
11,2 
12,3 
13 ,0 
14,2 
15,2 
16,5 
17,8 

Плоша 
перерізу 
F, см2 

12,0 
14,7 
17 ,4 
20,2 
23,4 
25,4 
26,8 
28,9 
30,6 
32,8 
34,8 
37,5 
40,2 
43,2 
46,5 
49,9 
53,8 
61,9 
72,6 
84,7 
100 
11 8 
138 

J " см4 

198 
350 
572 
873 
1290 
1430 
1840 
2030 
2550 
2790 
3460 
3800 
5010 
5500 
7080 
7780 
9840 
13380 
19062 
27696 
39727 
55962 
76806 

см 3Wx ' 

39,7 
58,4 
8 1,7 
109 
143 
159 
184 
203 
232 
254 
289 
317 
371 
407 
472 
518 
597 
743 
953 
1231 
1589 
2035 
2560 

іх , см 

4,06 
4,88 
5,73 
6,57 
7,42 
7,51 
8,28 
8,37 
9,13 
9,22 
9,97 
10,1 
11,2 
11,3 
12 ,3 
12,5 
13,5 
14,7 
16,2 
18, 1 
19,9 
21,8 
23,6 

см3S" 

23,0 
33,7 
46,8 
62,3 
81,4 
89,8 
104 
114 
131 
143 
163 
178 
210 
229 
268' 
292 
339 
423 
545 
708 
919 
1181 
1491 

J ,,, см4 

17,9 
27,9 
41 ,9 
58,6 
82,6 
114 
115 
155 
157 
206 
198 
260 
260 
337 
337 
436 
419 
516 
667 
808 
1043 
1356 
1725 

W,,, см3 

6,49 
8,72 
11 ,5 
14,5 
18,4 
22,8 
23,1 
28,2 
28,6 
34,3 
34,5 
41 ,6 
41,5 
50,0 
49,9 
60,1 
59,9 
71,1 
86, 1 
101 
123 
151 
182 

і.1 " СМ 

1,22 
1,38 
1,55 
1,70 
1,88 
2,12 
2,07 
2,32 
2,27 
2,50 
2,37 
2,63 
2,54 
2,80 
2,69 
2,95 
2,79 
2,89 
3,03 
3,09 
3,23 
3,39 
3,54 

Маса 


І м, кг 


9,46 
11 ,5 
13,7 
15,9 
18,4 
19,9 
21,0 
22,7 
24,0 
25,8 
27,3 
29,4 
31,5 
33,9 
36,5 
39,2 
42,2 
48,6 
57,0 
66,5 
78,5 
92,6 
108 

! 

ZOII) 

-<::' х 

t 
Швелери з на х илом вн утрі шніх граней полиць 

Позначення : 
1I - висота швелера; Ь - ширина полиці; d - товшина стінки; / - середн я ТОВШlІна полиці ; 1 - момент 
інерції; W - момент опору; і - радіус інерції; S - статичний момент півперерізу; 20 - відстань від осі у до 
зовнішньої грані стінки 

Номер 
про-

філю 

Розміри , мм Площа 
перерізу 

F, см2 
Jx ' см

4 WX ' см3 іх, СМ S" см3 lу , см4 W 
y 

, 'CM 3 і)" СМ =0' см 
Маса 
І м , кг1I Ь d І 

5 50 32 4,4 7,0 6,16 22,8 9,1 1,92 5,59 5,61 2,75 0,954 1, 16 4,84 
6,5 65 36 4,4 7,2 7,51 48,6 15 ,0 2,54 9,0 8,7 3,68 1,08 1,24 5,90 
8 80 40 4,5 7,4 8,98 89,4 22,4 3,16 13 ,3 12,8 4,75 1,19 1,3 1 7,05 
10 100 46 4,5 7,6 10,9 174 34,8 3,99 20,4 20,4 6,46 1,37 1,44 8,59 
12 120 52 4,8 7,8 13,3 304 50,6 4,78 29,6 31,2 8,52 1,53 1,54 10,4 
14 140 58 4,9 8, І 15,6 491 70,2 5,60 40,8 45,4 11 ,0 1,70 1,67 12,3 
14а 140 62 4,9 8,7 17,0 545 77,8 5,66 45, 1 57,5 13,3 1,84 1,87 13,3 
16 160 64 5,0 8,4 18, 1 747 93,4 6,42 54,1 63,6 13,8 1,87 1,80 14,2 
1 6а 160 68 5,0 9,0 19,5 823 103 6,49 59,4 78,8 16,4 2,01 2,00 15,3 
18 180 70 5,1 8,7 20,7 1090 12 1 7,24 69,8 86 17,0 2,04 1,94 16,3 
1 8а 180 74 5, 1 9,3 22,2 1190 132 7,32 76, 1 105 20,0 2,18 2,13 17,4 
20 200 76 5,2 9,0 23,4 1520 152 8,07 87,8 113 20,5 2,20 2,07 18,4 
20а 200 80 5,2 9,7 25,2 1670 167 8,15 95,9 139 24,2 2,35 2,28 19,8 
22 220 82 5,4 9,5 26,7 2110 192 8,89 110 151 25, 1 2,37 2,2 1 2 1,0 

. 22а 220 87 5,4 10,2 28,8 2330 212 8,99 12 1 187 30,0 2,55 2,46 22,6 
24 240 90 5,6 10,0 30,6 2900 242 9,73 139 208 31,6 2,60 2,42 24,0 
24а 240 95 5,6 10,7 32,9 3180 265 9,84 151 254 37,2 2,78 2,67 25,8 
27 270 95 6,0 10,5 35,2 4160 308 10,9 178 262 37,3 2,73 2,47 27,7 
30 300 100 6,5 11 ,0 40,5 5810 387 12,0 224 327 43,6 2,84 2,52 31,8 
33 330 105 7,0 11 ,7 46,5 7980 484 13,1 281 410 51,8 2,97 2,59 36,5 
36 360 110 7,5 12,6 53,4 10820 60 1 14,2 350 513 61,7 3,10 2,68 41 ,9 
40 400 11 5 8,0 13,5 6 1,5 15 220 761 15 ,2__ ~ii __ 642 , _73,4 3,23 2,75 48,3 

0\ 
~ 
-.J 

\ 




~ Додаток 2 
оо Граllиці міЦlІості ав, МПа, деяких матеріалів 

Матеріал Розтягання Стискання Матеріал Розтягання Стискання 

Чавун сірий: 
звичайний 
дрібнозернистий 

Пластмаса: 
бакеліт 
целулоїд 
текстоліт 
гетинакс 

бакелізована фанера 
Деревина (при вологості 15 %): 
сосна вздовж волокон 

» поперек » 

140... 180 
210 ... 250 

20 ... 30 
50 ... 70 

85 ... 100 
150... 170 

130 

80 
-

600.. 1000 
до 1400 

80... 100 
-

130... 250 
150... 180 

115 

40 
5 

ялина вздовж волокон 

» поперек » 
дуб вздовж волокон 
» поперек » 

Камінь: 
граніт 
пісковик 
вапняк 

цегла 

бетон 
кам'яна кладка на розчині 

65 
-
95 
-

3 
2 

-
-
-

0,2 ...0,5 

35 
4 
50 
15 

120... 260 
40 ... 150 
50... 150 
7,4 ... 30 
5.. .35 
2,5 ... 9 

Додаток 3 
МехаllіЧllі характеристики чаву"у 

Марка 
чавуну 

Границя міцності, МПа, при Твердість 
за Брінеллем 

НВ 

Границя витривалості , МПа, при 

розтяганні а. стисканні а. згинанні аа крученні '. згинанні а_ lзг крученні '_ І 

СЧ 12 120 500 280 - 143 ... 229 - -
СЧ 15 150 650 320 240 163 .. 229 70 50 
СЧ 18 180 700 360 - 170... 229 - -
СЧ21 210 750 400 280 171 ...241 100 80 
СЧ24 240 850 440 300 187 ... 217 120 100 
СЧ 28 280 1000 480 350 170... 241 140 110 
СЧ 32 320 1100 520 390 187 ... 255 140 110 
СЧ 35 350 1200 560 400 197 ... 269 150 115 
СЧ 38 380 . 1400 600 460 207 ... 269 150 115 
ВЧ 40-10 400 1600 ... 1700 - 480 ... 510 156... 197 150... 170 198 
ВЧ50-1,5 500 1860 ... 2000 - 740... 790 187... 255 230 ... 270 170.. . 210 
ВЧ 60-2 600 2040 ... 2290 - 660 ... 810 

-
197 ... 269 

-

170... 230 
- - -

150... 160 

При м і тк а. Границя текучості ат для ВЧ 40-1 О становить 300, для ВЧ 50-1,5 - 380 та для ВЧ 60-2 - 420 МПа. 

Додаток 4 
МехаllіЧllі характеристики, МПа, вуглецевих КОlІструкційllИХ сталей 

Марка 
сталі 

аа ат 'т 
Відносне 

подовження 8, %, 
при / = 10і/ 

Ударна 
в'язкість КС, 

кдж/м2 

а_ lзг а_ Ір 

. 

'- Ікр 

не менше 

10 340 210 140 31 2400 160 ... 220 120... 150 80... 120 
20 420 250 160 25 - 170 .. 220 120... 160 100... 130 
25 460 280 - 23 900 190... 250 - -
30 500 300 170 21 , 800 200 ... 270 170 ... 210 110... 140 
35 540 320 190 20 700 220 ... 300 170 ... 220 130... 180 
40 580 340 - 19 600 230 ... 320 180 ... 240 140... 190 
45 610 360 220 16 500 250 ... 340 190... 250 150... 200 
50 640 380 - 14 400 270 ... 350 200 ... 260 160 ... 210 
55 660 390 - 13 - - - -
60 690 410 - 12 - 310 ... 380 220 ... 280 180...220 
20Г 460 280 - 24 - - - -
30Г 550 320 - 20 800 220 ... 320 - -
50Г 660 400 - 13 400 290 ... 360 - -
20Х 800 650 - 11 600 380 - 170 ... 230 
40Х 1000 800 - 10 600 350 ... 380 250 225 
45Х 1050 850 - 9 500 400 ... 500 - -
30ХМ 950 750 - 11 800 310.. .410 370 230 
35ХМ 1000 850 - 12 800 470 ... 510 - - 1 

40ХН 1000 800 390 11 700 . 400 290 240 
50ХН 1100 900 - 9 500 550 - -
40ХФА 900 750 - 10 900 380.. .490 - -
38ХМЮА 1000 850 - 14 900 420 ... 550 - -
12ХН3А 950 700 400 11 900 390.. .470 270 ... 320 220 ... 260 
20ХН3А 950 750 - 12 1000 430.. .450 300... 320 245 ... 255 
30ХН3А 1000 800 - 10 800 520 ... 700 - 320 .. .400 
40ХНМА 1000 950 - ]2 ]000 500 ... 700 - 270... 380 
30ХГСА 1100 850 - 10 500 510 ... 540 500... 535 220.. 245 

При м і т к и: І. Границі витривалості добуто на полірованих зразках. 2. При використанні сталей слід урахувати приблизну відпо
відність марок: 
Ст3 відповідас сталі 20; 
Ст4 » сталі 25; 

оо Ст5 » сталі 35; 
~ Ст6 » сталі 45. 



~ Додаток 5 
<=> Мехаиічиі характеристики жароміциих сплавів 

Сплави Марка сплаву 
~ 

ав аО,2 а І Е 8 ІІІ КС, 
кдж/м2 

_ 

МПа '10 

Аустенітні сталі ЗИ734 
ЗИ589 
ЗИ590 

1000 
918",1020 
765 .,,856 

600 
795 

336".408 

-
-
-

172 ООО 
211 ООО 

-

20 
15 

31.,,44 

25 
15.,,25 
40".49 

300 
300 
1000 

Сталі на нікелевій 
основі при 20 аС 

ХН77ТЮ 
ЗИ826 
ВЖ98 

1000 
1050 
750 

600 
720 
388 

367 
388 
310 

194 ООО 
204 ООО 

-

25 
10 
40 

28 
12 
-

800 
200 
-

Сталі на залізо
нікелевій основі 
при 20 аС 

ХН35ВТЮ 
ЗПl05 
ХН35ВТР 

1350 
950 
800 

940 
700 
450 

-
-
-

223 ООО 
190 ООО 
214 ООО 

14 
10 
20 

15".29 
13 
35 

350".700 
250 
1000 

Титанові 
у відпале
ному стані 

ВТ5 
ОТ4 

770 
800 

720 
680 

459 
388".438 

107 ООО 
110 ООО 

8,5 
13 

40 
25",50 

400 
400 

Ніобієві ВН-2 при Т=20 аС 
» » Т= 1200 аС 
» » Т= 1600 аС 

650".750 
180",200 
40" ,50 

530".700 
110. ,,120 

20 

480 
-
-

112 ООО 
109 ООО 
107 ООО 

25",30 
30.,,35 
50".60 

60.,,70 
100 
100 

2700 
-

-

Молібденові ВМ-l при Т= 20 аС 
» » Т= 1200 аС 
» » Т= 1600 аС 

760 
250 
60 

500 
200 
400 

500 
-
-

328 ООО 
259 ООО 
212 ООО 

25 
22 
55 

55 
90 
100 

20 
-
-

Танталові Та + 1О % W при Т=20 ос 
Те саме при Т =1250 аС 

» при Т= 1500 аС 

600 
185 
150 

480",500 
100 
85 

-
-
-

184 ООО 
155 ООО 
147 ООО 

36,0 
45,0 

50",53 

96 
94 
95 

-
-
-

Вольфрамові ВВ-2 при Т= 1000 аС 
» » Т= 1500 аС 
» » Т= 2000 ас 

200",240 
140",150 
80.,,85 

-
-
-

-
-
-

360 ООО 
340 ООО 
280 ООО 

45".48 
48",58 
60".70 

80",90 
90.,,95 
95".96 

-
-
-

Додаток 6 
Мехаиічиі характеристики, МПа, пружииних сталей 

Сталь 
Розтягання СтискаllНЯ Границя витрива

ЛОСТl 'о пружини 

І 

ао ат апц Е,10-5 Тв 'т С,10-4 при віднульовому 
циклі 

Середньовуглецева 
Високовуглецева 
Хромованадієва 
Кремнемарганцева 
КремневанадіЄВ<І 

1500",1600 
1450",1700 
1600",1750 
1600",1700 
1400.,,1500 

1000.,, 1200 
950",1350 
1500",1600 
1400".1500 
950",1050 

750",900 
800",1000 
900",1000 
900".950 
600",650 

2,1 
2,0",2,2 

2,01 
2,05 
2,3 

850",1100 
1100",1400 
1700",1300 

1350 
1200",1250 

600",800 
650",900 

950",1000 
950".1000 

900 

8,1 
7,6".8,3 

8,0 
7,6 
8,3 

500".650 
500".700 
550.,,600 
500",550 
450",500 

При м і т к <І , Границя ВИТРИВ<lлості пружини дається при симетричному циклі '- І; діаграма граничних напружень для IlрУЖИН харак
теризується коефіцієнтом "', '" 0,2, 

Додаток 7 
Механічні характеристики деяких кольорових СllЛавів 

МатеріалСплави 

Латунь 
Латунь алюмінієва 
Латунь марганцева 
Бронза олов 'яна 

Мідні 

Бронза алюмінієва 
БРОlІЗа кремнієва 

Дуралюмін нормальний 
Дуралюмін підвищеної 

Алюмініє ві 

Марка 

Л68 
ЛА77-2 
ЛМц58-2 
БрОl0 
БрОФІ0-1 
БрА5 
БрК3 

ДІ 

ат, МПа 

91; 520 
140; 
156; 

-

140; 
160; 500 

-

110; 240 

ав , МПа 

320;660 
400;650 
400;700 
250; 
200; 300 
380;400 
250;

210;420 

8, ')l" 

55; 30 
55; 12 
40; 10 
11; 
- ;3 
65;4 

10".20 

18; 15 

НВ 

55; 150 
60; 170 
85; 175 
80; 

80; 100 
60; 200 

-

45; 113 

Галузь застосування 

Труби , дріт , листн 
Труби, трубки конденсаторні 
Прутки, листи 
АРМ<lтура 
Шестерні, підшипники 
Стрічки, штаби 
ЛИТВО 

Труби, пресоваІІі профілі 

ТруБІІ, профілі50; 1258;20180;50050; 380Д6міцності 
Алюмінієво-магнієвий 

Труби, листи45; 60 6; 23180;250100;210АМгсплав 

~ 
VI При м і т к а, Перші цифри дано для м'якого СНIlУ матеріалу, другі - для твердого. 
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Додаток 9 
Модулі пружності і коефіціClIТН Пуассона ДЛЯ деЯКlIХ матеріалів 

Матеріал 
Модуль пружності, МПа 

Е G 

Коефіцієнт 
Пуассона ~ 

Чавун білий, сірий 
» ковкий 

Сталь вуглецева 

» легована 

Мідь прокатана 
» холоднотягнута 


» лита 


Бронза фосфориста катана 
Бронза марганцевиста катана 

Бронза алюмінієва лита 
Латунь холоднотягнута 

Латунь корабельна катана 
Алюміній катаний 
Дріт алюмінієвий тягнутий 
Дуралюмін катаний 
Цинк катаний 
Свинець 
Лід 
Скло 
Граніт 
Вапняк 

( 

Мармур 
Пісковик - 
Кам'яна кладка з граніту 

» » з вапняку 


» » 3 цегли 


Бетон при границі міцності, МПа, 
10 

15 

20 


Деревина вздовж волокон 

» поперек волокон 

Каучук 
Текстоліт 

~ .
Гетинакс 
Бакеліт 
Вісхомліт (ИМ-44) 
Целулоїд 

4,5· 104 0,23 ... 0,27(1,15 ... 1,60) 105 
-1,55· 105 -

(8,0 ... 8, І) 104 0,24 ... 0,28(2,0 ... 2, І) І o~ 
(8,O.~ .8 , 1) 104 0.25... 0,30 (2, І ... 2,2) І О) 

4,0 . 10~ 0,31 ... 0,34 1,1 . 105 
4,9·104 -1,3· 105 

0,84· 105 - -
4,2· 1041,15· 105 0,32 ... 0,35 

1,1 . 105 4,0· 104 0,35 
4,2 . 104І 05· 105 -

' 3 (3 ,5 ... 3,7) 104 0,32 ... 0.42 (0,91 ... 0,9911 О 
0,361,0· 10 

(2,6 .. . 2,7) 104 0,32 ... 0,36 0,69· 105 
07· 105 --

2,7· 104 -0,71·105 
3,2· 104 0,270,84 . 10~ 

0,70· 104 0,420,17· 10) 
(0,28 ... 0,3) 104 -0,1 . 105. 

2,2· 104056· 10) 0,25 
-0:49·105 
-0,42· 105 .. 
-0.56· 105 
-0,18· 105 . 
-(0,09 ... 0,1) 10) 
-0,06· 105 
-(0,027 ... 0,030) 105 

-(0,146 ... 0,196) 105 
-(0,164 ... 0,2 14) 105 
-(О, І 82 ... 0,232) І 05 

-
-
-
-
-
-
-

0,16 ... 0,18 
0,16... 0,18 
0, 16... 0,18 

0,055· 104 -(О, І ...0, І 2) 105 
(0,005 ... 0,0 І) 105 

0,00008 . 105 
(0,06 ... 0, І) 105 -
(0,1 ... 0,17) 105 


(2 ... 3) 103 

(40.. .42) 102 


(14,3 ... 27,5) 102 


--
0,47-
--
--

0,36-
0,37-

- 0,33 ... 0,38 

Додаток 10 
Орієнтовні ЗllачеllНЯ oC'\tOBHHX ДОПУСТНМІІХ напружень на розтяг і СТІІСК 

Матеріал 

Чавун сірий увідливках 
CT~I 11. Ст2 

» "' Ст3 
» Ст3 у мостах 

Сталь машинобудівна (конструкційна) 
вуглецева 

Допустиме напруження, МПа, на 

розтяг І СТІІСК 

28... 80 
140 
160 
140 

120... 150 

60 ...250 

652 
653 



------

Продов:же/ll/Я дод. 10 

Допустиме напруження , МПа, наМатеріал 

розтяг стискІ 
Сталь машинобудівна (конструкційна) 

100.. .400 і пишелегована 

30... 120Мідь 
70 ... 140Латунь 
60 ... 120Бронза 
30... 80Алюміній 

80... 120Бронза алюмінієва 
80 ... 150Дуралюмін 
30.. .40Текстоліт 
50... 70Гетинакс 
40 ... 50Фанера бакелізопана 

7... 10 	 10.. .12Сосна вздовж волокон 
-	 1,5... 2 )} поперек полокон 

9.. .13 	 13 ... 15Дуб уздовж волокон 
-	 2... 3,5 )) поперек волокон 

до 0,3 	 0,5 .. .4Кам 'яна кладка 
до 0,2 	 0,6... 2,5Цегляна кладка 

0,1 ... 0,7 	 1,0... 9 Бетон 

Додаток 11 

Допустимі напруження на зріз для заклепочних і зварних з'єднань 

Тип з 'єднання Напруження на зріз , МПа 

Заклепочне: 
основні елементи із сталі 20 
заклепка в розсвердлених отворах (клас В) 
заклепка в продавлених отворах (клас С) 

Зварне: 
зварювання ручне, електроди з тонкою обмазкою 
те саме, електроди з товстою обмазкою 
зварювання автоматичне 

) 

100 
140 
100 

80 
110 
110 
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